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Pregunta 1 (40 %)

1. Formule el problema del vendedor viajero como un problema de decisién y explique por qué este
problema de decisién pertenece a NP.

2. Explique la diferencia entre el Método de Newton y el Método de Newton globalizado (para ello
describa ambos métodos).

3. Mencione al menos 2 algoritmos para programacion lineal de complejidad polinomial. ;Qué ven-
tajas o desventajas tienen con respecto a SIMPLEX?

4. Suponga que tiene un problema de programacién entera puro (todas sus variables deben ser
enteras) de minimizacién. §Qué puede afirmar si la solucién de la relajacién lineal es entera? Si
la solucién no es entera, ;qué informacién le da el valor del 6ptimo de la relajacién lineal?

5. Formule el problema de obtener un flujo maximo en una red con capacidades inferiores y supe-
riores en cada arco, como un problema lineal.

6. Muestre en un ejemplo por qué Dijkstra podria funcionar mal si hay arcos de longitud negativa.
Justifique.

Pregunta 2 (20 %)

El entrenador de la seleccién chilena de futbol, apodado el loco, desea imponer su estilo de juego
al equipo. Su metodologia de trabajo consiste en que el equipo practique repetidamente J jugadas
predefinidas. Entre més veces el equipo repita cada jugada es méas probable que el equipo juegue
al estilo del loco. Una repeticién de la jugada j requiere de w; horas de entrenamiento. El cuerpo
técnico ha estimado que si el equipo repite n; veces la jugada j, con probabilidad P;(n;) el equipo
realizard con éxito la jugada j en el proximo partido, independiente del niimero de repeticiones de las
otras jugadas. De esta forma, la probabilidad de que el equipo juegue al estilo del loco en el proximo
partido es igual a la probabilidad de que el equipo realice con éxito cada una de las J jugadas, es
decir, szl Pj(n;). El cuerpo técnico cuenta con T" horas para preparar el préximo partido y desea
determinar el nimero 6ptimo de repeticiones de cada jugada de forma de maximizar la probabilidad
de que el equipo juegue al estilo del loco en el préximo partido.

1. Modele el problema utilizando Programaciéon Dindmica.

2. Counsidere que T' = 8lhoras], w1 = 2[horas/rep|, wa = 2[horas/rep|, ws = 4[horas/rep] y las
probabilidades P;(n;) de la siguiente tabla:



Repeticiones | Jugada 1 | Jugada 2 | Jugada 3
0 0.6 0.7 0.6
1 0.8 0.8 0.8
2 0.9 0.9 0.9
3 0.95 0.95 0.92
4 0.98 0.98 0.95

Resuelva su modelo de Programacién Dindmica para la instancia anterior. ;Cudl(es) es(son)
la(s) politica(s) 6ptima(s) que debe tomar el cuerpo técnico? ;Cudl es la probabilidad de que la
seleccién juegue al estilo del loco si el cuerpo técnico escoge una politica éptima?

Pregunta 3 (40 %)

Una planta quimica almacena tres tipos de componentes basicos: Aj, As, Az, de los cuales puede
producir los siguientes tipos de componentes derivados A4, A5, Ag. Cada componente derivado A; (con
j =4,5,6) debe contener un p;; porcentaje (en volumen) del componente béasico 4; (con i = 1,2, 3).
La planta posee E = {1,..., g} estanques, cada uno con capacidad (en volumen) de v, litros, e € E.
Cada estanque puede guardar un sélo tipo de componente. Para vender un componente derivado, éste
debe pasar primero por un estanque para asegurar la homogeneidad de la mezcla (aunque sea durante
el mismo periodo de venta, pero verificando que todo el volumen que se mezcla pueda ser almacenado).

Nuestro objetivo es decidir la politica de compra de componentes basicos, para satisfacer la demanda
dkt (con k = 1,...,6) por cada tipo de componente bésico y derivado en un horizonte de t € T' =
{1,...,h} a costo minimo, donde la compra de cada componente bdsico tiene un costo fijo de c{ en
todo periodo, y un costo variable de ¢} (por litro) en cada periodo.

Formule éste problema como un problema de programacion lineal entera mixto, asuma que conoce el
estado del sistema en el periodo cero.
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Pregunta 1 (40 %)

1. Al formular el problema como un problema de decisién se busca, dado un grafo G y un entero
k, si existe en G algin tour de longitud < k.

El problema estd en NP pues si alguien da una solucién para una instancia del problema cuya
respuesta es SI en el problema de decisién, es posible verificar en tiempo polinomial que esta
solucién es correcta (certificado polinomial).

Si bien se pedia formular el problema como un problema de decisién, también se aceptard for-
mularlo como un problema de optimizaciéon. Al formular el problema como un problema de
optimizacién se busca encontrar un tour 6ptimo. Definiendo el costo de ir desde la ciudad ¢ a la
j como c;; y considerando la variable de decisién

- { 1 Si el vendedor va desde la cuidad i a la j
iy = )
0 ~

el modelo de optimizacién queda:

n n
min Z CijTij (1)
i=1 j=1
n
5.a. > oay=1 j=1,...,n (2)
1=13i#]
n
Z xi; =1 i1=1,....n (3)
J=Lg#
Z zi; <|S|—1 VSC{1,....,n}talque 2 <|S|<n—2 (4)
i€S;5€S5i#]
zi; € {0,1} i=1,....,n5=1,...,n (5)

La dificulta del problema estd dada principalmente por la gran cantidad de restricciones que
genera (4), del orden de O(2") donde n es el nimero de ciudades.

(0.5 puntos por formular el problema como un problema de decisién (u optimizacién) y 0.5 por
explicar por qué pertenece a NP.)

2. Ambos son métodos de descenso para optimizacion irrestricta. En general, un método de descenso
genera una sucesién de puntos {z*} tal que la sucesién {f(z*)} sea monétona decreciente si se

k+1 se construye a partir de z* tal que z*+! = 2* 4+ \.d*, donde

quiere minimizar f. El punto z
d¥ y M\ son la direccién de descenso y el paso de la iteracién respectivamente. En el Método

de Newton y en el Método de Newton Globalizado se utiliza d* = —[H f(z*)]7*V f(2*). En el



3.

Método de Newton se utiliza un paso A = 1, en cambio en el Método de Newton Globalizado
se busca un paso A > 0 resolviendo:

min f(2* + \d*)

s.a A >0

(1 punto)

» El de Khachiyan (1979) conocido como Método de las Elipsoides, de complejidad O(Ln?)

donde L es el niimero de bits necesarios para almacenar los datos del problema (asumiendo
que n >> m). En el sentido del anélisis del peor caso el Método de las Elipsoides es tedri-
camente mejor que SIMPLEX. En la practica, en la gran mayoria de los casos, SIMPLEX
funciona mucho mejor. (0.5 puntos)

El de Karmarkar (1984) conocido como un algoritmo de punto interior. La caracteristica
central de este algoritmo es que se mueve por el interior de la regién factible (y no por
los vértices, como SIMPLEX). Este algoritmo ademds funciona mejor que SIMPLEX en la
practica (Complejidad Tedrica O(Ln3?)). Nesterov y Nemirovskii (1994) desarrollan otro
algoritmo de punto interior de mejor complejidad teérica, O(Lm?). Si bien estos pueden
ser mejores que SIMPLEX, especialmente para problemas de gran tamano, la forma en
que son implementados computacionalmente resulta un factor critico y una desventaja con
respecto a SIMPLEX. (0.5 puntos)

4. Si la solucién éptima de la relajacién lineal es entera, ésta también es la solucion 6ptima del

problema entero original. Si no es entera, como el problema es de minimizacién, el valor 6ptimo
de la funcién objetivo de la relajacion lineal es una cota inferior del valor 6ptimo de la funcién
objetivo del problema entero original (z;; < zpp). Esto pues el conjunto de soluciones factibles
del problema entero es un subconjunto del conjunto de soluciones factibles del problema relajado.
(1 punto)

. Consideremos el grafo G = [N, A]. En cada arco (i, j) € A se tiene una capacidad minima I;; y
una méaxima u;; de flujo que puede pasar por este. Se desea llevar la maxima cantidad de flujo
desde el nodo inicial s € N hasta el nodo final ¢t € N, el que se decide a través de la variable
F > 0. Luego el modelo lineal queda:

max F (6)

s.a. Z fsj — Z Jrs = F (7)
{i/(s,5)€A} {k/(k,s)€A}

fij — Z fri=0 Vie N\ {st} (8)

{3/G.5)eA} {k/(ki)eA}

> fu— >, fu=-F (9)

{j/(t.5)eA} {k/(k,t)EeA}
lij < fij < uij V(i,j) € A (10)
F>0 (11)

Es vélido suponer que no existen arcos que llegan a s € N, ni arcos que salen de ¢ € N. Bajo
este supuesto se tendria que Z{k/(k syeay Jes =0y Z{j/(t jeay ftj = 0 en las restricciones (7)
y (10) respectivamente. (1 punto)



6. Si hay arcos de longitud negativa, el algoritmo podria no encontrar la ruta maés corta. Por
ejemplo, en una red de 3 nodos, donde hay un camino de 1 al 3 de longitud 2, de 1 al 2 de
longitud 3 y otro de 2 al 3 de longitud -2, Dijkstra no encuentra la ruta mas corta de 1 a 3.
Encuentra el camino de longitud 2 y no el de longitud 1. (1 punto)

Pregunta 2 (20 %)

1. a) Etapas: (0.5 puntos)
Cada una de las jugadas, j = 1,2, ..., J.

b) Variables de decisién: (0.5 puntos)
X;: Cantidad de repeticiones de la jugada j que realiza el equipo.

¢) Variables de estado: (0.5 puntos)
S;: Horas de entrenamiento disponibles al inicio de la etapa j.

d) Recurrencia de estados: (0.5 puntos)

Sj41 = 5j —w;X;

e) Funcién de beneficios: (0.5 puntos)

Vi(Sj, X5) = Pj(X;) - Vi1 (Sj41)

Vi(S;) = max{V;(S;, X;)}

s.aa. 0<X; < i
wj
f) Condiciones de borde: (0.5 puntos)
S1=T
Vigi(Sre1) =1 VSrn

2. = Jugada 3: (1 punto)

V3(S3, X3) = P3(X3) -1

Ss\Xs | 0 1 2 | Vi(Ss) | X3
8 06 08 09 09 2
6 |06 08 - 0.8 1
4 106 08 - 0.8 1
2 106 - - 0.6 0
0o (06 - - 0.6 0

= Jugada 2: (1 punto)

Va(S2, X2) = Py(Xs) - Vi (Sy — 2Xa)



52\ X2 0 1 2 3 4 V5 (S2) | X3
8 0.7.0.9=0.63 0.8-:0.8=0.64 0.8-:0.9=0.72  0.6-0.95=0.57  0.6-0.98=0.588 0.72 2
6 0.7.0.8=0.56  0.8-0.8=0.64 0.9-0.6=0.54 0.95-0.6=0.57 - 0.64 1
4 0.7.0.8=0.56  0.8-:0.6=0.48 0.9:0.6=0.54 - - 0.56 0
2 0.7.0.6=0.42  0.8-0.6=0.48 - - - 0.48 1
0 0.7-0.6=0.42 - - - - 0.42 0
= Jugada 1: (1 punto)
Vi(S1,X1) = Pi(Xy) - V5 (51 — 2X,4)
S1\X1 0 1 2 3 1 Vi (Sh)
8 0.6-0.72=0.432  0.8:0.64=0.512  0.9-0.56=0.504  0.95-0.48=0.456  0.98.0.42=0.4116 0.512

Entonces la politica 6ptima es:

Luego la probabilidad de que la seleccién juegue al estilo del loco es Vi*(8) = 0,512, si el cuerpo
técnico escoge la politica éptima.

Pregunta 3 (40 %)

Variables:
= Tkt € uno si el contenedor e tiene el componente k en el periodo ¢, cero en otro caso. (0.2
puntos)
= fere litros del componente k que el contenedor e tiene en el periodo ¢. (0.2 puntos)
= Meierj¢ litros del componente bésico ¢ en el estanque e destinados a producir componente
derivado j en el estanque e’ en el perfodo t. (0.2 puntos)
= m;t compras del componente bésico ¢ destinadas al estanque e en el periodo t. (0.2 puntos)
= m_,, volumen del componente k£ en el estanque e en el periodo t destinado a satisfacer
demanda. (0.2 puntos)
= z;; uno si se compra componente bésico ¢ en el periodo ¢, cero en otro caso. (0.2 puntos)
Restricciones:
= Uso exclusivo de estanques: (0.4 puntos)

6
> wew <1, Vee€EteT
k=1

= Capacidad (en volumen) de cada estanque: (0.4 puntos)

feitgvexeita Vi:1,~--,3,t€T,€EE

= Capacidad (en volumen) de cada estanque, y homogeneidad de compuestos derivados: (0.5

puntos)
Vj=4,...,6,

fejt =+ Z Metiejt < VeZejt, te Tae el

i=1,..., 3,
e'ck



Ligaz6n de variables de compra continuas-enteras: (0.4 puntos)

mb, <Dizy,VteTi=1,...,3

eit

donde D;’; es una cota superior en las demandas futuras (de ¢ en adelante) por el componente

bésico i y sus derivados, por ejemplo

6
D} = Z dip + Zpijdjt’
=4

t/>t
Satisfacer demanda: (0.4 puntos)

> mgy =di, Vk=1,...,6,teT
eckE

Proporciones de componentes mezcla: (0.4 puntos)

Vj=4,...,6,i=1,...,3,
/
E Meie’ jt = Pij E Meirerje |, t€T, e €ER
ecE i’=1,...,3,
eel

Conservacién de flujo de componentes bésicos: (0.5 puntos)

Vi=1,...,3,

Jeit—1) + m:i(t—l) — M1y — Z Meie'j(t—1) = feit, tE€T,e€F
Toer”
Conservacién de flujo de componentes derivados: (0.5 puntos)
Vi=4,...,6,
Jej—1) =M1y + Z Meriej(t—1) = feji, tE€T,e €V
Tk

Naturaleza de las variables: (0.3 puntos)

Zekt, 2it € {0,1}; fekhm;t,m;kt,meie/jt >0.Donde k=1,...,6;:=1,...,.3yj=4,...

Funcién Objetivo:

i=1,...,3
teT

min Z (c{zit + Z cfm:it> (1 punto)

T,z m
2 fm e
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