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Problema 1

1. Comente y justifique la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) Lacomplejidad de un problema es posible determinarla matematicamente encontrando el
orden de un algoritmo que resuelve el peor caso.

b) Con una heuristica adecuada es posible encontrar la mejor solucién de un problema de
optimizacidn.

c) Si se encuentra un algoritmo polinomial para un problema NP-completo, es posible resolver
polinomialmente todos los problemas de la clase NP.

d) Enun problema de programacion lineal la condicion de KKT siempre es suficiente.

e) Enun problema de programacién lineal, modificar el valor de un coeficiente del lado derecho
significa que existan mas o menos soluciones factibles.

/) Un problema de programacion lineal tiene infinitas soluciones cuando es no acotado.

g) Enun problema lineal mixto con variables binarias no se puede multiplicar una variable
{0,1} con una variable continua porque esa expresion es no lineal.

2. Responda las siguientes preguntas:
a) (Por qué la solucién de los siguientes problemas es la misma?

(P1)  méax f(x) (P2)  min—f(x)

g, gilr) =0, i=1,.... m  S.A. gilx) =0, 21=1,.... m

b) Para problemas de optimizacidn no lineal irrestricta {En que casos recomendaria utilizar el
método del gradiente y en cuales el método de Newton? ;Por que? ;Que precauciones tomara
al momento de iniciar cada algoritmo?

c) Seael Problema (P)

(P} min f(x)

sa. gilr) =0, 1=1,..., m =458
»  Demuestre la primera condicién de optimalidad:
Sea X un minimo local del problema (P). Entonces

Vfed>0,Vde D(x)={de IR"/d es direccién factible en S con respecto a x }'
»  Geométricamente, ;Qué interpretacion le puede dar?

"Seax€ S.Unvector d € IR" es una direccién factible en S con respecto a x si existe £ > 0 tal que

x+Ade §S,VAe{0,¢)}.



d) Considere el problema (P) del punto 2.(c) ;Por qué la condicién de KKT es suficiente solo si
la funcién fy el conjunto S son convexos?

Problema 2

Dado el siguiente problema (P):
Max  f(x,x,)=(x,—6)> +(x, —4)°

2

sa. X, 2 X
X, <8—x/

4x,—x, <4

(a) Revise el cumplimiento de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para
los siguientes puntos: (0,0); (2,4); (6,4).

(b) (Qué podemos concluir para cada uno de estos puntos? Justifique.

(c) Muestre las restricciones, el conjunto de soluciones factibles y la funcién objetivo
graficamente.

(d) Determine un candidato para solucion 6ptima analizando el grafico. Verifique si
este candidato cumple las condiciones de KKT.

(e) De la solucion 6ptima y el valor de la funcion objetivo asociado.

Problema 3

El Sudoku es un juego, en donde aparece un cuadrado grande de 9 filas por 9 columnas,
o sea, de 81 casilleros, que estan divididos a su vez, en nueve subcuadrados de 3 x 3.

Cada subcuadrado hay que llenarlo con los nueve digitos que van del 1 hasta el 9.
Ademads, no puede aparecer ningun digito repetido ni en la misma fila ni la misma
columna del cuadrado grande.

Como dato adicional se sabe que ya vienen fijados t nimeros n; en las posiciones
(ki,li) del cuadrado (i=1,...t). Lo que hay que hacer es completar las casillas que
estan vacias.

Disefie un modelo de programacion lineal entera que permita encontrar una solucién de
un Sudoku dado, que minimice la suma de los ntimeros de la diagonal principal.



IN34A Control 1 Pregunta Conceptual

1. Comente y justifique la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) La complejidad de un problema es posible determinarla mateméticamente encontrando el orden
de un algoritmo que resuelve el peor caso.

b) Con una heuristica adecuada es posible encontrar la mejor solucién de un problema de opti-
mizacién.

¢) Si se encuentra un algoritmo polinomial para un problema NP-completo, es posible resolver
polinomialmente todos los problemas de la clase NP.

d) En un problema de programacién lineal la condicién de KKT siempre es suficiente.

e) En un problema de programacién lineal, modificar el valor de un coeficiente del lado derecho
significa que existan méas o menos soluciones factibles.

f) Un problema de programacion lineal tiene infinitas soluciones cuando es no acotado.

g) En un problema lineal mixto con variables binarias no se puede multiplicar una variable {0, 1}
con una variable continua porque esa expresién es no lineal.

2. Responda las siguientes preguntas:

a) ;Porqué la solucién de los siguientes problemas es la misma?

(P1) méx f(z) (P2) min—f(x)
sa. g(x)<0, i=1,....,m sa. gi(x) <0, i=1,....m

b) Para problemas de optimizacién no lineal irrestricta jen que casos recomendarfa utilizar el
método del gradiente y en cuales el método de Newton, porqué?, jque precauciones tomaria
al momento de iniciar cada algoritmo?

¢) Sea el problema (P)

(P) min f(x)
Soa

sa.  gi(z) i=1,....m }=25

Demuestre la primera condicién de optimalidad: Sea T un minimo local del problema (P).
Entonces Vf(T)-d > 0,Vd € D(Z) = {d € R"/d es direccién factible en S con respecto a T}.!
. Geométricamente que interpretacion le puede dar?

d) Considere el problema (P) del pto. 2¢ ;Porqué la condicién de KKT es suficiente solo si la
funcién f y el cjto. S son convexos?

1Sea & € S, un vector d € R™ es una direccién factible en S con respecto a x si existe ¢ > 0 tal que z + A\d € S,
VA € (0,¢]



Pauta Pregunta Conceptual Prueba 1.

Nota de Correccién: las respuestas son inequivocas si se lee el enunciado con todo detalle, sin la justi-
ficacién puede variar. De la misma formar si el enunciado no se interpreta correctamente la respuesta
puede diferir de la que aparece en la pauta, pero la justificacién ser coherente. Hay que tener criterio en
la correccion.

1. Comente y justifique la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a)

La complejidad de un problema es posible determinarla matematicamente encontrando el orden
de un algoritmo que resuelve el peor caso.

Respuesta: Falso, es posible determinando una cota inferior matematicamente y una superior
mediante un algoritmo particular, si ambas son iguales entonces esa es la complejidad.

Con una heuristica adecuada es posible encontrar la mejor solucién de un problema de opti-
mizacion.
Respuesta: Verdadero, ES POSIBLE, sin embargo casi nunca se logra. Con una heuristica
tal vez es posible encontrar una solucién factible, y la calidad de esta (medida por el gap entre
la fo de esta solucién y de la solucién éptima) dependerd de la heuristica en particular y del
problema.

Si se encuentra un algoritmo polinomial para un problema NP-completo, es posible resolver
polinomialmente todos los problemas de la clase NP.

Respuesta: Verdadero, esto viene de la definicién de la algoritmo NP-completo y de la con-
jetura atin abierta acerca de si existe un algoritmo de este tipo.

En un problema de programacion lineal la condicion de KKT siempre es suficiente.
Respuesta: Verdadero, porque el espacio factible y la funcién objetivo son convexos.

En un problema de programacion lineal, modificar el valor de un coeficiente del lado derecho
de las restricciones significa que existan m&s o menos soluciones factibles.

Respuesta: Falso, esto solo es cierto en el caso de modificar el coeficiente de restricciones
activas.

Un problema de programacién lineal tiene infinitas soluciones cuando es no acotado.
Respuesta: Falso, tiene infinitas soluciones cuando la pendiente de la funcién objetivo es la
misma que la de uno de los hiperplanos activos que definen el espacio factible.

En un problema lineal mixto con variables binarias no se puede multiplicar una variable {0, 1}
con una variable continua porque esa expresion es no lineal.
Respuesta: Verdadero, siempre multiplicar dos variables es una funcién no lineal.

2. Responda las siguientes preguntas:

a)

Porqué la solucion de los siguientes problemas es la misma?

(P1) min f(x) (P2) méx—f(z)
sa. gi(x)<0, i=1,....,m sa. gi(z) <0, i=1,....m

Respuesta:

Porqué en el problema (P1) se busca avanzar en la direccién de méximo decrecimiento de
f(z) en el conjunto factible definido por las restricciones g;(z) < 0,i = 1...m, =V f(z). En
(P2) busca se avanzar en la direccién de maximo crecimiento de — f(z) en el mismo conjunto
factible, la cual es justamente —V f(x).

También puede ser demostrado tomando dos ptos z1 solucién éptima de (P1) y xo solucién
6ptima de (P2) y demostrando que son el mismo, o también partiendo que son distintos y
llegar a una contradiccién.

Para problemas de optimizacién no lineal irrestricta, en que casos recomendaria utilizar el
método del gradiente y en cuales el método de Newton, jporqué, que precauciones tomaria al
momento de iniciar el algoritmo?

Respuesta:

Método del Gradiente:

1) Si las superficies de nivel son hiperesferas (circunsferencias en 2 o més dimensiones), ya
que el método encuentra el minimo en una iteracion. El caso contrario se puede verificar
cuando en iteraciones sucesivas del método los gradientes son ortogonales entre si.



2) Si Hf(z*) es singular y por consiguiente no invertible ya que es necesario para el método
de Newton

Método del Gradiente:

Si las superficies de nivel son excéntricas (elipsoides), ya que el gradiente converge muy lenta-
mente.

Precaucién: elegir convenientemente el punto zg ya que la sucesiéon generada por el método
puede converger a un maximo.

¢) Sea el problema (P)

(P)  min f(z)
sa. ¢(x)<0, i=1,....m }=S5

Demuestre la primera condicién de optimalidad: Sea T un minimo local del problema (P). En-
tonces Vf(T)-d > 0,Vd € D(T) = {d € R"/d es direccién factible en S con respecto a z}.2
. Geométricamente que interpretacién le puede dar?

Respuesta:

Demostracién:

Sean d € D(T) y € > 0 tales que T+ Ad € S, VA € (0, ¢].

Como T es minimo local, existe § > 0 tal que f(x) > f(Z), Vo € B(Z,0)() S.

Por otro lado, si Vf(Z)Td < 0, entonces existe 0 < € < min{e,d} tal que f(T + \d) < f(%),
YA € (0,¢].

Pero T + Ad € S y esto contradice el hecho de que T es minimo local de (P).

Geométricamente, si T es minimo local de (P) = todas las direcciones factibles en Z tienen
angulo < 90° con el vector V f(Z) (lo que significa que f crece en cualquier direccién factible
en ).

d) Considere el problema (P) del pto. 2¢ ;jPorqué la condicién de KKT es suficiente solo si la
funcién f y el cjto. S son convexos?
Respuesta:
Antes de justificar el porque necesitamos notar lo siguiente:

Dado que la funcién f y el conjunto S son convexos, entonces si T es Optimo local también
es 6ptimo global. Ademas, la primera condicién condiciéon de optimalidad es valida para toda
direccién factible en S con respecto a Z. Entonces dado que para cualquier x € S : (x — T) es
direccién factible entonces Vf(Z) - (x — %) > 0,Vx € S (*).

Dado esto, demostraremos que si los vectores =, z cumplen KKT entonces Z es 6ptimo local.

Sea z una solucién factible para P. Entonces dado que g;(z) < 0y ¢;(%) = 0, Vi € I(T), se

tiene que g;(x) < ¢;(T), y por la convexidad de g; en S se tiene que:
gi(Az + (1 = N)T) < Agi(z) + (1 = N)gi(T) < g:(T)
YA € [0, 1]. Esto implica que la funcién g; no crece cuando la variable T se mueve en la direccién

d = x — . Entonces, se tiene que

Vgi(@) " (z —7) <0

Multiplicando lo anterior por fi; y sumando sobre i € I(T) se tiene:

T
> Vei@)| (x-7) <0
1€1(T)

Luego multiplicando la condicién de KKT por (z — Z) para que se cumpla lo anterior necesa-
riamente se tiene que Vf(Z) - (x — T) > 0, luego T es éptimo global por (*).

28ea z € S, un vector d € R™ es una direccién factible en S con respecto a z si existe € > 0 tal que z + A\d € S,
VA € (0,¢]



Nota de correccion: es posible dar una explicacién cualitativa pero no incluye todo pje de la
pregunta.



Problema 2

(a) Primero debemos pasar el problema a forma estandar,
Min  f'(x,,x,)=—(x, —6)° —(x, —4)°

s.a. (g1)x12 —X, <0

(g,)x] +x,-8 <0
(8:)4x,—x,—4 <0
Calculamos los gradientes de f, y de los g;,
Vi (x,x,) = (_2()(1 _6)J Vg, (x,x,) = [ZXL] Vg, (x,x,) = [2%] Vg, (x;,x,) :( ) ]
—2(x, —4) -1 1 ; -1

Analizamos si los siguientes puntos cumplen la condicion necesaria de KKT,

* (0,0). En este punto la tinica restriccién activa es g;. Luego i, = t£; =0.

8 -1
0.5)
*  (2,4). En este punto todas las restricciones son activas, Luego &, € R,Vi=123.

o)l Jnl(nl )

8+4u, +4u, +4u, =0
{ My A, + 4, }:>8+8,u2=0
O— gy + 4t =y =0

M, =-1<0

1
M, =:u3:_§<0

No cumple KKT (0.5)
»  (6,4) Ninguna restriccion es activa, luego #, =0,Vi =1,2,3. Tenemos también Vf'(6,4) =0,

12 0 0
( ]+ ,ul( ] = (OJ , ~ 3, > 0que cumpla ambas ecuaciones. Por lo tanto no cumple KKT.

por lo tanto si cample KKT. (0.5)

= (0,0) El punto es regular y no cumple la condicién suficiente de KKT, por lo tanto no puede ser
optimo. (0.5)

«  (2,4) idem, luego no puede ser 6ptimo. (0.5)

= (6,4) Este punto esta fuera del conjunto factible, no puede ser 6ptimo. (0.5)

Nota: como la funcién f del problema estandar es concava, no podemos asegurar la
optimalidad, pero si podemos concluir acerca de la no-optimalidad de cualquier punto, que es
lo que basicamente sucede con los puntos (0,0) y (2,4)

Optimo ==> Cond. Necesaria KKT
~Cond. Necesaria KKT ==> ~Optimo



(c) (1.5)

Basta con dibujar las 3 restricciones, las curvas de nivel de la funcién objetivo y mostrar la regién
factible.

(d) En vista de la forma del conjunto factible y la direccién de maximo crecimiento de f, el punto
optimo deberia ser (-2,4). (0.5) Por comprobar si cumple KKT

Las restricciones activas son g, y g, luego £, =0.

16 -4 -4 0
0 T4, 1 T4, 1 = 0 = =y =2
El punto cumple KKT. (0.5)

(d) El 6ptimo es el punto (-2,4). (0.25)
El valor de la funcién objetivo es f(=2,4) = (=2 —6)> + (4 —4)* = 64(0.25)



Problema 3

El siguiente es un modelo lineal de variable entera binaria que resuelve el problema del
Sudoku.

Variables de Decisién (0.4)

xijik=_ 1, si el elemento (i,j) de la matriz del Sudoku contiene al entero k
0, si no.

i,j,k=1..9

Naturaleza de las Variables

x, € {01} 0.1)

Funcién objetivo (0.5)

Min i i kx,;,

k=1 i=1

Restricciones

9
1. le.jk =1, Vj,k Solo un k en cada columna. No se repiten nimeros en las columnas
i=1

1)

9
2. le.jk =1, Wi,k Soloun k en cada fila. No se repiten nimeros en las filas. (1)
j=l

3q 3p
3. Z Z Xy = I, Vp,gq=123 Vk Solo un k en cada subcuadrado. No se repiten

j=3g-2i=3p-2
nuimeros en los subcuadrados (1)

9
4. ZXijk =1, Vi, j Todas las posiciones de la matriz (i,j) tienen uno y solo un numero
k=1

asignado. (1)

Xein = 17 Vi=1.t Condiciones iniciales. Existen casillas que ya

|20 e )

b

contienen numeros. (1)

Puede perfectamente existir otra formulacion correcta para el problema propuesto.

Dudas y comentarios a:
Jaime Gacitua jgacitua@ing.uchile.cl
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