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Problema 1

1. (2 puntos) Sea el PL escrito en forma estdndar:
(PL)min z=c"x
sa. Ar=b
x>0

Con A€ R™*" be R™", ce R",x € R" yn>m.

a) (0,5 ptos) Describa que es una solucién béasica. Qué propiedades tiene?

b) (0,5 ptos) Cudl es el niimero méximo de soluciones béasicas que puede tener el PL? Puede darse
que ese numero maximo no se alcance? Por qué?

¢) (1 pto) Describa qué es una solucién factible bésica? Qué propiedades tiene? Por qué el algo-
ritmo SIMPLEX puede trabajar solo con soluciones factibles basicas ?

2. (1,5 ptos) Dado el PL en forma estdndar:
(PL)min z=cTz
sa. Ar=5>
x>0
a) (0,5 ptos) Defina el problema auxiliar (P1) utilizado en la Fase I del Simplex.
b) (1 pto) Demuestre que el (PL) tiene solucién factible si y solo si el problema (P1) tiene valor
6ptimo 0.
3. (1 punto)
a) (0,5 ptos) Es el problema de programacién lineal un problema polinomial? Justifique.

b) (0,5 ptos) Es el Simplex un algoritmo polinomial? Justifique.
4. (1,5 ptos) Sea el problema primal (A)

(A) max E?:l CjTj
S.a. E?:l ;5T < bl 1= 1, oo,
z; >0 j=1,...,n

a) (0,2 ptos) Escribir su respectivo problema dual.
b) (1 pto) Probar que si el primal es no acotado entonces el dual es infactible.

c) (0,3 ptos.) Es cierta la reciproca de b)? Justifique.



Problema 2

Giusseppe Mandinga ahora debe transportar a los invitados a su asado, para lo cual ha decidido contratar
un bus. Giusseppe cuenta con P posibles paraderos del bus y debe establecer cuales de estos paraderos
vistard el bus. Dado lo lejano que esta ubicada la casa de Giusseppe, un invitado no podra llegar al asado
si el bus no pasa por su paradero. Si el bus decide parar en el paradero p una cantidad D,, de invitados
se subird al bus (no pueden subir solo algunos) y Giusseppe quiere tener por lo menos una cantidad I de
invitados en su asado.

Por otra parte, Don Willy, su jefe directo, exige que el bus pase por su paradero para poder asistir y
exige una distribucion relativamente equitatitava de los paraderos, para esto se ha dividido el territorio
en 4 zonas (norte, sur, este y oeste), sabiendo que los paraderos de la zona ¢ pertenecen al conjunto Z;
y se ha exigido que si en cada zona t se ha decidido visitar un ntimero n de paraderos en las otras zonas
no puedan visitarse mas del doble ni menos de la mitad de paraderos.

Se sabe que el bus contratado por Giusseppe solo hard viajes ida y vuelta desde su casa a un paradero
escogido, y asi para todos los paraderos escogidos.

Ademas, Giusseppe cuenta con un monto de dinero DIN que es lo maximo que se puede gastar en gasolina
para el bus. Se sabe que el bus gasta L litros de gasolina por kilometro, que el precio de la gasolina es de
GAS pesos por litro y que la distancia de la casa de Giusseppe al paradero p es d,, kilometros.

Finalmente, Giusseppe busca minimizar el costo de arriendo del bus el cual es directamente proporcional
al nimero de personas que es capaz de transportar, por lo que Giusseppe busca en realidad minimizar
la capacidad méaxima de personas que puede llevar el bus, pero cumpliendo las restricciones expuestas
anteriormente.

Ayude a Giusseppe a resolver el problema anterior, modelando el problema como un problema de pro-
gramacioén lineal entera.

Problema 3

Sea el problema:
maxz = €11+ Cao
S.a. 2.231 + 31‘2 S bl
1 — 22 < by
z1,w2 >0

COHClz]., 02:3, b1:6yb2:2
1. (0,5 ptos) Calcular el 6ptimo de manera gréfica.

2. (1,5 ptos) Aplicar el algoritmo SIMPLEX para encontrar el 6ptimo. Justifique todos los pasos que
realiza.

1 pto) En qué intervalo puede moverse ¢; para que el punto 6ptimo siga siendo el mismo? Justifique.
1 pto) En qué intervalo puede moverse by para que la base éptima siga siendo la misma? Justifique.

(
(
5. (0,2 ptos) Formule el problema dual del problema original.
(1 pto) Encuentre el 6ptimo del dual usando el Teorema de Holgura Complementaria.
(

0,4 ptos) Suponga que b; aumenta de 6 a 6,5, en cudnto mejora la funcién objetivo? Justifique sin
realizar ningin calculo adicional.

8. (0,4 ptos) Suponga que by aumenta de 2 a 3, en cudnto mejora la funcién objetivo? Justifique sin
realizar ningin calculo adicional.



Pauta

Problema 1

1.

Una solucién bésica x se escribe como = = (xp,zr) con rp = B~ by g = 0, donde B es
una submatriz de m x m de A, con m columnas linealmente independientes. Su propiedad
fundamental es que verifica el sistema Ax = b.

El ntimero de soluciones basicas que puede tener un PL es . Ese niimero podria no
m
alcanzarse por ejemplo si existen subconjuntos de m columnas de A que no son linealmente

independientes.

Una solucién factible basica es una solucién béasica que verifica xg > 0. Su propiedad funda-
mental es que es un punto extremo (o vértice) del conjunto de soluciones factibles. El algoritmo
SIMPLEX puede orientarse solo a estas soluciones porque sabemos que algin vértice es 6ptimo
del problema (si existe optimo).

(P,)minw = Z t;
i=1

sa. Ar+It=b ,b>0
z,t >0

=) Si el (PL) admite solucién factible, se construye una solucién factible para (P;) asignando
valor 0 a las variables artificiales.

Como w* > 0 (todos los t; > 0) y esta solucién factible tiene un valor w = 0, entonces es
optima para P;.

<) Si w* = 0 = existe una solucién factible para (P1) (Z,t) tal que t; =0 Vi.
Luego T es solucidn factible del (PL).

Si, lo es. Porque existen algoritmos polinomiales que lo resuelven, como Kachiyan o Karmarkar.

No, porque en peor caso tiene complejidad exponencial.

(B)min Y77, biy;
m .
sa. Y g0y >c; j=1,...,n
yi 20 i=1,....,m
Por el teorema debil de dualidad se tiene que Zi iy < Zj b *y;, asi se deduce que si el dual

es factible entonces tengo una cota superior para el primal.

No, no es cierta. Existen problemas con primal y dual infactibles.



Problema 2
Seguimos los pasos tipicos:
1. Variables de Decision:

1 Si se visita el paradero p (1,0 puntos)
X, = 0 N

Y = Nidmero méximo de personas que puede transportar el bus (1,0 puntos)

2. Restricciones:

a) Cantidad minima de invitados (0,5 puntos)

P
> XDy >1
p=1
b) El bus debe pasar por donde Don Willy (0,5 puntos)

X1 =1, suponiendo que p = 1 corresponde al paradero de Don Willy

¢) Distribucién equitativa de paraderos (1,0 punto)

%qug STX, Vs=1,234 Vits

qEZs PEZ:
ZXPSQ qu Vs=1,2,3,4 Vt#s
PEZ: qEZs

d) Presupuesto para gasolina (0,5 puntos)

P
> X,-L-2d,-GAS < DIN

p=1

e) La capacidad de personas del bus debe ser suficiente (0,5 puntos)
Y >X,D, ¥p=1,...,P
f) Naturaleza de las variables (0,5 puntos)
X, €{0,1} ¥p
Y € IN (puede tambien colocarse Y > 0 si se asume Y continua)
3. Funcién Objetivo: (0,5 puntos)
minY

Nota de Correcion: La restriccién de distribucién equitativa de paraderos se puede escribir como solo
una de las 2 restricciones, ya que ambas dicen lo mismo, lo cual amerita puntaje completo.



Problema 3

1. El grafico queda:

El éptimo se encuentra en el punto (0,2)

2. El problema en forma estandar queda de la siguiente forma:

minz = —T1 — 31‘2
s.a. 2x1 +3ry  +x3 =6
T — To +x4 =2

T1,T2, T3, T4 > 0
Luego se puede comenzar a iterar con la base candnica o partir desde el 6ptimo de forma inmediata.

= Opcién 1:
Como las variables x3 y x4 forman una base factible, se puede comenzar a iterar con la base
candnica. Luego empezamos a iterar de la siguiente forma:
Iteracién 1:
Variables Bésicas: x3, x4
Variables No Baésicas: z1, z2
Luego:

1 0] .
B{Ol}g

Criterio de Optimalidad:
Vemos los costos reducidos:
ch=ck—cEB'R

Luego:
i 10 2 3
CR*( 15 3) (070) |: 0 1 1 -1
ch = (-1,-3)
Asi la solucién no es éptima, por lo que se debe iterar.

Criterio de Entrada:

min {¢g} = min{—1, -3} = —3 = entra x
cr<0



Criterio de Salida:

. b
min { —
ais>0 | Qg

b = B7'b = (6,2)

Qs = Bilais = (3> 71)
, b; , [6
min { — > =min<{ - » = 2 = sale x3
@;s>0 | Qs 3
Iteracién 2:
Variables Bésicas: x5, x4

Variables No Bésicas: z1, z3

Luego:
B:[ X 0}:>B‘1:{

Donde:

Luego:

W=l
— O
[

Criterio de Optimalidad:
Vemos los costos reducidos:
ch=ch—cEB 'R

']

2
1

Luego:
ch = (~1,0) — (-3,0) [

W=

|

1
0

L =N
O =
—_

¢h = (~1,0) — (~1,0) {
ch = (1,1)

Asfi la solucién es 6ptima, por lo que se deja de iterar.

Veamos el valor de las variables:

? } { g } =(2,4) = (22, 74)

Y como z1 y 3 son variables no bésicas, 1 = x3 = 0.

b, =B b= [

||

Luego, la solucién éptima es:

1‘120
IL‘2:2
(E3:0
$4:4
zZ=—6

Que verifica la solucién gréfica encontrada anteriormente.

Opcion 2:

Inteligentemente se puede partir desde el 6ptimo, sabiendo que en éste la primera restriccién
es activa, por lo que 3 = 0 y ademas ya se sabe que x1 = 0, por lo que la variables no bésicas
serian x1, 3.

Luego se comienza a iterar:

Iteracién 1:

Variables Bésicas: x5, x4



Variables No Bésicas: x1, x3
Luego:

-1

SN
=]
[E—

Criterio de Optimalidad:
Vemos los costos reducidos:
ch=ch—ckB™'R

']

2
1

Luego:
= (10~ (-3.0) |

ol Lol

|

1
0

L =N
O =
—_

&= (~1,0)~ (-1,0) [

cr=(1,1)

Asfi la solucién es 6ptima, por lo que se deja de iterar.

Veamos el valor de las variables:

RInET

Y como z1 y x3 son variables no basicas, 1 = x3 = 0.

Luego, la soluciéon éptima es:

{E1:0
{B2:2
$3:0
1‘4:4
zZ=—6

Que verifica la solucién gréfica encontrada anteriormente.

Variar ¢; significa variar la pendiente de la funcién objetivo. Asi ¢; puede variar hasta que la funcion
objetivo se haga paralela a la primera restriccion o a la restriccién x; > 0.

Para hacerse paralela a la primera restriccion c¢; debe ser igual a 2.

Para hacerse paralela a la restriccion 1 > 0 ¢; debe variar hasta —oo

Asf la variacién de ¢; puede ser en el intervalo (—oo, 2] sin que el 6ptimo varfe.

Variar b; significa mover la primera restriccién en forma paralela. Asi para que varie la base éptima
debe encontrarse un nuevo éptimo en el cual la primera restricciéon deje de ser activa o x1 deje de
ser 0 o el problema se haga infactible (ya que en un problema infactible no hay base éptima).

Luego, si se comienza a variar by en el éptimo factible siempre x; se hace 0 y la primera restriccion
es activa, por lo que para que cambie la base éptima el problema se debe hacer infactible.

El problema se hace infactible cuando b; < 0, por lo tanto la base 6ptima se mantiene en el intervalo
[0, 00).

minw = 6y; + 2ys
sa. 2y1+yzs>1
3y1 —y2 >3

Y1,y2 > 0



El teorema de Holgura Complementaria dice que se cumple las siguientes 2 ecuaciones en el 6ptimo:
* T x
x; - (ALy" —¢;) =0
Luego, se sabe que x4 # 0 = segunda restriccién del primal es no activa = yo = 0.

Por otra parte x9 =2 # 0 = 3y; — y2 = 3 con y3 = 0. Luego y; =1

Luego el éptimo del dual es:

y1 =1
y2 =0
w =06

El valor de las variables duales se interpreta econémicamente como el beneficio extra que se obtiene
al aumentar en 1 algtin valor del vector b (aporte marginal). Asi para ver el mejoramiento en la
funcién objetivo al aumentar el valor de b; en menos de 1, basta con multiplicar el aumento por el
valor de la variable dual:

aumento en z = (6,5 —6)-1=0,5

Por lo tanto la funcién objetivo mejora en 0,5.
Por lo mismo del punto anterior, tenemos:
aumentoen z=(3—-2)-0=0

Por lo tanto la funcién objetivo no mejora.
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