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Pregunta 1
Responda las siguientes preguntas:
1. (1.5 ptos.) (En qué casos se puede detener la ramificacién en un nodo durante la aplicacién del
algoritmo Branch&Bound (B&B)? Mencione 3 casos con justificacion.

2. (3 ptos.) Plantee el modelo lineal para el problema de la “Ruta més corta” visto en clase. Este
modelo exige variables de decisién binarias. Plantee un modelo equivalente con variables conti-
nuas. Para este modelo con variables continuas ;existe siempre una solucién éptima con valores
binarios? jPor qué?

3. (1.5 ptos.) ;jPor qué el algoritmo de Dijkstra requiere costos no-negativos en los arcos? Explique
su respuesta.
Pregunta 2

Sea G = [N, A] la siguiente red con cotas superiores e inferiores para el flujo factible que puede pasar
por cada arco.

1. (1 ptos.) Disenar la red auxiliar G’ que permite analizar la existencia de un flujo factible en G.

2. (2 ptos.) Encontrar el fluyjo méximo en G’ usando Ford y Fulkerson. Detalle cada iteracién del
algoritmo.

3. (1 ptos.) Encontrar todos los cortes de capacidad minima en G’.
4. (1 ptos.) Explicar si existe un flujo factible en G especificando la propiedad que estd usando.

5. (1 ptos.) Si la respuesta en 4 es si, hallar el flujo mdximo de G usando Ford y Fulkerson. Si la
respuesta en 4 es no, modificar alguna capacidad de G de modo de que exista flujo factible y
obtener el flujo méaximo usando Ford y Fulkerson.



Pregunta 3

En este problema modelaremos una versién simplificada del de la planificacién de horarios y salas de
clases de una carrera universitaria.

El conjunto de cursos que deben dictarse es C, y a cada uno de ellos deben asignarse dos médulos de
catedra y uno de auxiliar. El niimero de alumnos por curso es a., Ve € C. Por simplificacién, suponga
que se pueden dictar clases de Lunes a Viernes, y que cada dia tiene 7 médulos ([1, 2, 3, 4] en la manana
y [5,6,7] en la tarde). Para cada curso, en un dia determinado, puede dictarse a los mas una cdtedra
o una auxiliar (i.e. no pueden dictarse dos citedras o una cdtedra y una auxiliar).

Por malla curricular de la carrera cada curso pertenece a alguno de los T' semestres, lo cual queda
representado por el conjunto Cur(t),Vt € T, que contiene todos los cursos pertenecientes al semestre
t. Todos los cursos de un mismo semestre deben tener horarios diferentes.

Los profesores no pueden dictar cdtedra en todos los horarios posibles. Esto esta representado por el
pardmetro diSpeqm, que es igual a 1 si el profesor del curso ¢ puede dictar clase en el médulo m del
dia d, 0 si no. Los profesores auxiliares tiene disponibilidad completa.

El conjunto de salas disponibles es S, y la capacidad de la sala s € S es caps.

El numero de semestres es T,

1. (4 ptos.) Con esta informacién planteé un modelo lineal entero binario qué permita decidir en
que dia, médulo y sala debe dictarse cada catedra y cada auxiliar, de forma tal de minimizar la
cantidad de catedras que son asignados en horarios de la tarde.

2. (2 ptos.) Suponga ahora que la asignacién a realizar debe minimizar la cantidad de alum-
nos que tendra topes de horario. Para ello se tiene una estimacion del niimero de alumnos
que tomard cada par de cursos: topesp,Vc,p € C. Por ejemplo, topesaigebra,calculo = 50y
topes algebra,Optimizacion = 0, entonces es altamente indeseable que Algebra y Calculo tengan el
mismo horario, pero para Algebra y Optimizacién da lo mismo. Modifique el modelo de la parte
1 de forma tal de minimizar la cantidad de alumnos que tendra tope de horarios.

Indicacion parte 2: cree una variable binaria que indique si el par de cursos ¢ y p tendran
ambos clase en el médulo m del dia d.

Tiempo: 3 horas.
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Pregunta 1

1. (1.5 ptos.)

= El nodo generé un problema infactible.
= La solucién del problema en ese nodo es entera.
= La solucién del problema en ese nodo es fraccionaria pero es “peor” que alguna entera que

ya ha sido obtenida (el valor de la incumbente).

2. (3 ptos.) Dado un grafo G = [N, 4] en el cual se identifican el nodo de origen s de la ruta y el
nodo destino ¢, sea ¢;; el costo asociado al arco (7, j) y z;;, la variable de decisién que determina
el flujo en (i, 7). El modelo de programacién lineal binaria que permite determinar cémo enviar
una unidad no fraccionable del flujo desde el nodo s al ¢, a costo minimo es:

min E CijTsj
(i,7)eA

S.a.

E {L‘Sj —

Ji(s,j)€A

E QIJij —

J:(i,3)€A

E xtj —

Jitg)EA
x5 € {0,1}

Z LL’kS:1

k:(k,s)€eA

Z T =0 Vi#£s,t

k:(k,i)€A

Z Tt = -1

k:(k,t)eA
V(i,j) € A

Si x;; = 1 significa que el arco (4, j) pertenece a la ruta més corta, y z;; = 0 en caso contrario.
Como la matriz de incidencia nodo-arco de un grafo orientado es totalmente unimodular, si
se relajan las restricciones de binariedad de las variables sustituyéndolas por 0 < z;; < 1, la
solucién éptima del problema relajado (si existe) serd de todos modos binaria. De esta forma,
se puede encontrar una solucién del problema binario resolviendo el siguiente problema lineal

continuo:

min E CijTsj

(i,7)€A

s.a.

E lL'sj —

Z l‘ksil

Ji(s,5)€EA k:(k,s)EA
Soomi— > m=0 Vigst
J:(i,5)€A k:(k,i)EA
Z Tty — Z Ty = —1
Ji(t,5)EA k:(k,t)EA



3. (1.5 ptos.) Sean s y t los nodos de origen y destino. Supongamos que los tinicos arcos que existen
para llegar a t son (i,t) y (k,t) y que tanto 7 como k ain no pertenecen al conjunto de nodos
visitados S. El costo acumulado desde s hasta i y k es 7(i) y m(k) respectivamente. Suponiendo
que (i) < 7(k), el préximo nodo que entrard a Sy luego serd visitado es i. Como la tnica forma
de llegar a t es a través de i y k, se cumplird que 7(t) = oo > 7(4)+1(4,t) por lo que impondremos
que 7(t) = w(i) + 1(¢,t) y P(t) = i. Si también se cumple que 7(t) < 7(k) el préximo nodo que
entrard a S es t, el cual no tiene arcos salientes asi que debe buscarse el siguiente nodo que
entre a S. El tnico nodo que queda por entrar es k y al entrar se cumplird que N = S por
lo que el algoritmo finalizard sin preguntarse cuanto vale m(k) + I(k,t). Si I(k,t) > 0 no hay
problema pues 7(t) < w(k), pero si I(k,t) es lo suficientemente negativo como para hacer que
w(k) 4+ l(k,t) < w(t) convendria llegar a t a través de k y no de i. Es decir, si I(k,t) < 0 el
algoritmo podria no encontrar la ruta mas corta.

Por ejemplo, en una red de 3 nodos, donde hay un camino de 1 al 3 de longitud 2, de 1 al 2
de longitud 3 y otro de 2 al 3 de longitud -2, Dijkstra no encuentra la ruta mas corta de 1 a 3.
Encuentra el camino de longitud 2 y no el de longitud 1.

Pregunta 2

1. Como los arcos del grafo GG poseen capacidades inferiores no nulas, F=0 no es un flujo factible.
Entonces debemos encontrar un flujo factible inicial. Para esto debemos determinar el flujo méaxi-
mo F* en G’ a través de Ford y Fulkerson. El grafo auxiliar G’ es el siguiente, el cual muestra
la cantidad maxima de flujo a través de cada arco (el flujo minimo es cero):

2. Determinemos el flujo maximo F* en G’ a través de Ford y Fulkerson. Como el flujo minimo a
través de cada arco es cero, un flujo factible inicial es cero.
Para efectos didécticos, se utilizard la siguiente notacién para no saturar las figuras:




Iteracion 1:
Tomemos C = a - 4 - b, vemos que € = 5.
Entonces, fas = fap =5, F=5.

Iteracion 2:
Tomemos C = a - 2 - b, vemos que ¢ = 5.
Entonces, fq2 = for = 5, F=10.

Iteracion 3:
Tomemos C = a - 1 - b, vemos que € = 4.
Entonces, f,1 = fi1, = 4, F=14.

Iteracion 4:
Tomemos C = a - 3 - b, vemos que € = 4.
Entonces, f,3 = f13 = 4, F=18.

Las iteraciones anteriores estan ilustradas en las siguientes figuras:




La figura anterior representa la situacién después de las cuatro iteraciones anteriores. Sigamos
iterando.

Iteracion 5:
Tomemos C = a-5-0- Db, vemos que ¢ = 7.
Entonces, fu5 = fs0 = foo = 7, F=25.

Iteracion 6:
Tomemos C =a-4-5-0-1-Db, vemos que € = 3.
Entonces, fas =38, fso = 10, fip = 7, fas = for = 3, F=28.

Las iteraciones anteriores estan ilustradas en las siguientes figuras:

pu— N e T
—
——

La figura anterior representa la situacién después de las dos iteraciones anteriores. Sigamos
iterando.



Iteracion 7:
Tomemos C =a-5-0-2-b, vemos que ¢ = 1.
Entonces, fus =8, fso = 11, fo2 = 1, fop = 6, F=29.

Podemos notar ya no existe otro camino, por lo que llegamos al éptimo, siendo F* = 29.

. En cualquier red se verifica que el flujo médximo es igual a la capacidad del corte de capacidad
minima. Luego, el corte minimo es 29. Par encontrar todos los cortes de capacidad minima en G’,
es necesario probar todos los cortes posibles y verificar que corresponda a la minima capacidad.
Por ejemplo, el corte S = {a} y S = {0,1,2,3,4,5,b} es de capcidad minima. También verifica
esta condicién el corte S = {a,0,1,2,3,4,5} y S = {b}.

. Para que exista flujo factible en G, se debe cumplir que F* = Z(i JeA l;j, donde F™* es el flujo
maximo en G’. Si se cumple lo anterior entonces el vector de flujos f;; = f5 +1ij V(i,) € A, es
un vector de flujo factible para G.



Luego, como f3; =3, s =1, fis =3y fi, = 11 = F’. Entonces, el grafo G con el flujo factible
inicial es el siguiente:

5. Como existe flujo factible en G, hallemos su flujo maximo usando Ford y Fulkerson:

Iteracion 1:
Tomemos C =0-2 -4 -5, vemos que € = 3.
Entonces, foo =7, foa =8, f15 = 3, F=14.

Tteracion 2:
Tomemos C =0-1- 3 -5, vemos que € = 2.
EHtOI’lCGS, fOl = 9, f13 = 4, f35 = 6, F=16.



Podemos notar ya no existe otro camino, por lo que llegamos al éptimo, siendo F* = 16.

Pregunta 3

1. .

Variables de decisién (0.5 ptos)

x : 1 si catedra de curso c se dicta en el dia d médulo m en sala s, 0 si no.

s
cdm

Wiy, ¢ 1 si auxiliar de curso c se dicta en el dia d médulo m en sala s, 0 si no.

Restricciones

a) (0.5 ptos) Asignar a citedra y auxiliar de curso ¢ la cantidad de horarios necesarios.
S Yt =2
d m s
2. > whm=1 Ve M
d m s



b) (0.33 ptos) El curso c en el dia d médulo m , tanto catedra como auxiliar, puede ser asignado
a lo més a una sala (restriccién redundante con 3, pero debe quedar claro en la explicacién
que asf es.)

Z(:Eidm + wzdm) < 1 VC, d7 m (2)

S

¢) (0.5 ptos) Cursos de un mismo semestre deben tener horarios diferentes.
Z Z(ajzdm + widm + xi’dm + wi’dm) <1 Vda m, t (3)
c,c’€Cur(t)|c#c s

d) (0.33 ptos) En el dia d el curso ¢ puede tener a lo méds un modulo asignado.
m S

e) (0.33 ptos) A toda sala s en dia d médulo m sélo se le puede asignar a lo més una cdtedra
o auxiliar.

Z(xzdm + wzdm) < 1 Vd’ m,s (5)

[

1) (0.5 ptos) La cétedra del curso ¢ puede ser asignada en el dia d médulo m y sala s si el
profesor estd disponible y la capacidad de la sala es suficiente (estd restriccién puede estar
dividida en dos)

ZTogm - Nae < cag - dispeam Ve, d,m, s (6)

g) (0.5 ptos) La auxiliar del curso ¢ puede ser asignada en el dia d médulo m y sala s si la
capacidad de la sala es suficiente

Wiy - NG < cas  Ye,d,m, s (7)

h) Naturaleza de las variables
‘rgdmv wgdm € {07 1} VC» d, m,s (8)

Funcién Objetivo (0.5 ptos) Minimizar clases de cétedra en la tarde.

7
win Y3 30 Yt o)

c d m=5 s

2. Para modelar esto una forma es incorporar una nueva variable, una nueva restriccién y cambiar
la funcién objetivo:

Nueva Variables de decisién (0.5 ptos)

Yepmd © 1 si cdtedra o auxiliar de curso ¢ y cdtedra o auxiliar de curso p se dictan en el dia d
modulo m.
Nueva Restriccién (0.75 ptos) Relacién entre las variables z, w e y.

Z(dem + wzdm + x;dm + w;dm) S (1 + prdm) VC?p’ d7 m (10)

S

3. Naturaleza de las variable

ycpdm S {071} vcapad7m (11)



Funcién Objetivo

(0.75 ptos) Minimizar topes de horario.

min Z Z topescp * Yepdm

c,p d,m
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