Universidad de Chile IN34A  : Optimizacién
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Profesores: Natalia Yankovié¢ - Guillermo Duran
Departamento de Ingenierfa Industrial Patricio Conca

Auxiliares: Alejandro Cataldo - Giovanni Medina
Francisco Gonzalez - Sebastidn Souyris

EXAMEN OTONO 2003

DURACION: 3 HORAS.

Problema sobre materia del curso

Responda las siguientes preguntas. Justifique claramente sus respuestas (1 punto cada una).

1.

Indique por qué es necesario validar un modelo matematico. Explique como se realiza en la préctica la
validacién.

Demuestre que un punto interior del espacio de soluciones factibles no puede ser solucién éptima de
un problema de programacién lineal continua, en el cual no todos los costos asociados a la funcién
objetivo son nulos.

Explique como puede resolverse un sistema de ecuaciones lineales aplicando el algoritmo simplex.

Discuta si tiene o no sentido plantear el concepto de precio sombra en un problema de programacion
lineal entera.

Explique si puede o no tener utilidad ocupar el concepto de dualidad para resolver cada uno de los
problemas lineales continuos que se van definiendo en el algoritmo de ramificacién y acotamiento
(Branch and Bound).

Suponga que en el problema de flujo maximo por una red se incorporan capacidades maximas en los
nodos. Modifique la red para poder aplicar el algoritmo de Ford-Fulkerson. Se entiende por capacidad
de un nodo al maximo flujo que puede pasar por él. Graficamente se puede observar en el siguiente
ejemplo, donde se entrega la capacidad de los arcos y del nodo en cuestion.

Figura 1: Ejemplo.



Problema de Analisis de Sensibilidad y Dualidad

Suponga que es el gerente de produccién de una compania que fabrica caramelos. Esta empresa fabrica tres
tipos de productos diferentes, las que sélo se diferencian en las cantidades de chocolate y azicar necesarias
para su fabricacién, informacién que se proporciona en la siguiente tabla.

Cantidad de Azicar | Cantidad de Chocolate | Ganancias
(kilos) (kilos) [$]
Producto 1 1 2 3
Producto 2 1 3 7
Producto 3 1 1 5

La disponibilidad de chocolate para la produccion es de 100 kilos, mientras que la disponibilidad de aztcar
es de 50 kilos.

1. (0,5 ptos) Formule un modelo de programacién lineal que permita encontrar los niveles de produccién
que maximicen las ganancias de la compania.

2. (1,5 punto) ;Cudnto estarfa dispuesto a pagar por aumentar marginalmente las disponibilidades de
azucar y chocolate?. Interprete econémicamente el dual de este problema de optimizacion.
Hint: Puede ser de utilidad plantear y resolver el problema dual.

3. (1 punto) Utilizando la informacién de la pregunta anterior determine los niveles de produccién 6ptimos.
4. (1 punto) jPara qué valores de la ganancia asociada al producto 1, la base éptima no cambia?.

5. (1 punto) Si se dispusiera de 60 kilos de azicar, ;Cudl serfa la produccién éptima?. ;Cuédnto serfan las
ganancias que la empresa obtendria en esta situacion?.

6. (1 punto) Considere que ahora puede fabricar un cuarto producto, que reporta una utilidad de 17 [3]
y requiere de 3 kilos de azicar y 4 kilos de chocolate para su fabricacion. Compare cualitativamente
las ganancias que tendria respecto a la situacién inicial. ;Tendria que fabricar esta empresa producto
tipo 4 en su plan de produccién éptimo?.

OJO: no se esta pidiendo que de los valores de una posible nueva solucion.

Problema de Modelacion Lineal Entera

El inminente inicio de las eliminatorias sudamericanas para el Mundial de Fuitbol de Alemania 2006, con el
partido de “la roja”el préximo 7 de septiembre en Buenos Aires contra la poderosa seleccion trasandina, tiene
muy preocupado al técnico Juvenal Olmos. Como no quiere dejar ningun detalle librado al azar, ha decidido
contratar a Giusseppe Mandinga, director de la consultora de Armijo Catalan y principal especialista chileno
en programacion entera, para que lo asesore en la confeccién de un modelo que entregue informacién que
pueda ayudar a “la roja”en su objetivo de llegar a Alemania 2006. Luego de darle vueltas al problema,
Mandinga no ha podido resolver el problema que tiene entre manos y conociendo el mal humor de Armijo,
ha decidido recurrir a los alumnos de Optimizacion de la Escuela de Ingenieria de la Universidad de Chile
para que lo apoyen. Para esto, usted debe recordar que las eliminatorias son jugadas por 10 equipos, que los
4 primeros clasifican para Alemania y que el sistema es de partido y revancha (ida y vuelta). La asignacién
de puntaje es: 3 puntos por victoria y 1 punto por empate. Con esta informacién se le pide:



1. Disene un modelo de programacién entera que antes de realizada la primera fecha de las eliminatorias
indique cudl es la mayor cantidad de puntos con que la escuadra chilena puede no clasificar para
Alemania 2006. (4 PUNTOS)

2. Siuna vez concluida la primera fecha “la roja”logra ganar! a la ya no tan poderosa seleccién trasandina,
como incorporaria ésta informacién al modelo. ;Y si el resultado fuese un empate? (1 punto)

3. Una vez resuelto el modelo para una fecha determinada de la eliminatoria, qué respuesta le daria
a Juvenal Olmos si éste quiere saber con cudntos puntos tiene Chile garantizada su clasificacién. (1
punto)

Sugerencia: puede utilizar dentro del modelo una variable para cada equipo rival de Chile que valga
1 si el conjunto tiene igual o més puntos que la “roja”’en ese momento, y 0 en caso contrario.

Problema de ruta mas corta

El algoritmo de Dijkstra permite calcular la ruta més corta para ir desde un nodo inicial hacia todos los
demés nodos de una red determinada.

1. ;Cdémo modificaria una red dada si le pidieran que aplique el algoritmo de Dijkstra, una tnica vez, para
encontrar las rutas mas cortas desde cada uno de los nodos de la red hacia un nodo inicial? Apliquelo
a resolver el problema en la siguiente red donde el nodo inicial es el 5. (2 PUNTOS)

Figura 2: Red asociada al problema.

2. ;Coémo resolveria de manera simple el problema de calcular las rutas mas cortas entre cualquier par de
nodos? (1 PUNTO)

3. ;Porqué el algoritmo de Dijkstra puede no funcionar correctamente si hay algin arco con longitud
negativa? Entregue un ejemplo donde el algoritmo falle sin que existan circuitos de longitud negativa.
(3 puntos)

1Imaginemos un 2 a 0 a favor, goles de Armijo Cataldn y Giovanni Mandinga.
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PAUTA EXAMEN OTONO 2003

DURACION: 3 HORAS.

Problema sobre materia del curso

1. Indique por qué es necesario validar un modelo matematico. Explique como se realiza en la practica la

validacion.

RESPUESTA: Al construir un modelo matemético generalmente se deben hacer aproximaciones o sim-
plificaciones: Ellas deben ser tales que no disminuyan sustancialmente la representatividad del modelo.
La validacion tiene por propdsito verificar una razonable representatividad del modelo. La validacion

puede efectuarse con :

= Uso de informacion histérica. Se alimenta el modelo con pardmetros del pasado y se ve si éste

reproduce o no el comportamiento historico.

= Experimentacién. Se cambian artificialmente los pardmetros del modelo y se analiza si la respuesta

del modelo es concordante con los cambios anteriores.

2. Demuestre que un punto interior del espacio de soluciones factibles no puede ser solucién éptima de
un problema de programacién lineal continua, en el cual no todos los costos asociados a la funcién

objetivo son nulos.

RESPUESTA: El éptimo del problema lineal debe cumplir las condiciones de Karuch-Kuhn-Tucker. Si

un punto es interior, todas las restricciones son no activadas. Luego p; = 0 para todo <.

Se tiene que:

V(") + ZMV%(JS*) =0
=1

wigi(x®) =0 Y .

esto no se puede cumplir ya que existe al menos un ¢; > 0, con lo cual se llega a una contradiccion.

Luego un punto interior no puede cumplir Karush-Kuhn-Tucker.

3. Explique como puede resolverse un sistema de ecuaciones lineales aplicando el algoritmo simplex.

RESPUESTA: Se deben seguir los siguientes pasos:

= Definir una variable artificial por ecuacion.
= Cada variable original reemplazarla por la resta de 2 variables no negativas.
= Definir la funcién auxiliar.

= Se resuelve una FASE 1.



Discuta si tiene o no sentido plantear el concepto de precio sombra en un problema de programacion
lineal entera.

RESPUESTA: Mateméaticamente los precios sombra se definen como:

Nz
Ab;

lim

con Ab; # 0.

Si la solucién éptima no tiene restricciones activas entonces el precio sombra es siempre nulo. Si tiene
alguna restriccién activa entonces el precio sombra tendrd valores distintos si Ab; (9b;) es positivo o
negativo, siendo siempre uno de ellos nulo. Dado esto, el concepto no tiene sentido en programacion
lineal entera.

Explique si puede o no tener utilidad ocupar el concepto de dualidad para resolver cada uno de los
problemas lineales continuos que se van definiendo en el algoritmo de ramificacién y acotamiento
(Branch and Bound).

RESPUESTA: Al definir problemas continuos se van agregando cotas (restricciones). Al mirar el problema
dual, se puede observar que este aumenta en el niimero de variables. Es claro que resolver problemas
con aumento de variables es menos trabajoso (en cuanto a la utilizacién de recursos) que resolver
problemas con aumento de restricciones. Luego es de utilidad resolver el problema dual.

Suponga que en el problema de flujo maximo por una red se incorporan capacidades maximas en los
nodos. Modifique la red para poder aplicar el algoritmo de Ford-Fulkerson. Se entiende por capacidad
de un nodo al maximo flujo que puede pasar por él. Graficamente se puede observar en el siguiente
ejemplo, donde se entrega la capacidad de los arcos y del nodo en cuestién.

Figura 1: Ejemplo.

RESPUESTA: Cada nodo que tenga capacidad se reemplaza por 2 nodos unidos por un arco con capa-
cidad igual a la capacidad del nodo. Tal como se aprecia en la Figura.
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Figura 2: Ejemplo de respuesta.

Problema de Analisis de Sensibilidad y Dualidad

Suponga que es el gerente de produccién de una compania que fabrica caramelos. Esta empresa fabrica tres
tipos de productos diferentes, las que sélo se diferencian en las cantidades de chocolate y azicar necesarias
para su fabricacién, informacién que se proporciona en la siguiente tabla.

Cantidad de Azuicar | Cantidad de Chocolate | Ganancias
(kilos) (kilos) [$]
Producto 1 1 2 3
Producto 2 1 3 7
Producto 3 1 1 5

La disponibilidad de chocolate para la produccion es de 100 kilos, mientras que la disponibilidad de aztcar
es de 50 kilos.

1. (0,5 ptos) Formule un modelo de programacién lineal que permita encontrar los niveles de produccién
que maximicen las ganancias de la compania.

2. (1,5 ptos) ;Cuénto estarfa dispuesto a pagar por aumentar marginalmente las disponibilidades de
azucar y chocolate?. Interprete econémicamente el dual de este problema de optimizacion.
Hint: Puede ser de utilidad plantear y resolver el problema dual.

3. (1,0 ptos) Utilizando la informacién de la pregunta anterior determine los niveles de produccién 6ptimos.
4. (1,0 ptos) ;jPara qué valores de la ganancia asociada al producto 1, la base 6ptima no cambia?.

5. (1,0 ptos) Si se dispusiera de 60 kilos de azticar, ;Cudl seria la produccién éptima?. ;Cudnto serfan las
ganancias que la empresa obtendria en esta situacion?.

6. (1,0 ptos) Considere que ahora puede fabricar un cuarto producto, que reporta una utilidad de 17 [$]
y requiere de 3 kilos de azucar y 4 kilos de chocolate para su fabricacion. Compare cualitativamente
las ganancias que tendria respecto a la situacién inicial. ;Tendria que fabricar esta empresa producto
tipo 4 en su plan de produccién éptimo?.
0OJO: no se esta pidiendo que de los valores de una posible nueva solucién.

Solucion:



Sea X; la cantidad de producto tipo ¢ que producira la firma. El problema primal queda dado por:

méX3X1+7X2—|—5X3

S.a.
Xi+Xo+X3 < 50
2-X143-Xo+X3 < 100
X1, X9, X3 = 0

El problema dual queda dado por:

min 50-Y; +100-Y;

s.a.
Yi+2-Y, > 3

Yi4+43-Y, > 7

Yi+2-Y, > 5

i, > 0

Gréficamente, se puede ver que en el éptimo las restricciones activas en el dual son la segunda y la
tercera. Despejando se obtiene Y* = 4, Y3* = 1, los valores 6ptimos de las variables duales, lo que
corresponde a los precios sombra de las restricciones del primal. Asi, se estard dispuesto a pagar 4$
por un kilo més de azticar y 1$ por un kilo mds de chocolate.

La interpretacion econémica es la del comprador de insumos, el que desea pagar el minimo precio por
el azicar y chocolate, asegurdndose que a su actual duefio (el productor de dulces) le sea indiferente
realizar la produccién 6ptima o vender los insumos.

Utilizando el teorema de holgura complementaria, vemos que la variable primal asociada a la primera
restriccién del dual, X7 debera ser igual a cero. De la misma manera Xo y X3 seran mayor o igual a
cero. Resolviendo el sistema se obtiene X3 = X3 = 25 con un Z* = W* = 300.

o e . . . (11 1 (—1/2 1)2
La base asociada a esta solucién optima serd B = <3 1), donde B™" = < 32 —1/2

Necesitamos que X7 contintie siendo variable no basica. Esto, en el caso de un problema de maximiza-
cién con variables no negativas, es equivalente a que el costo reducido asociado sea menor o igual que

CRy=x—(7 5)- (31/22 _11//22> : (;) <0

Asi x < 6 asegura mantener la base éptima.

Al aumentar el lado derecho, aseguramos que se mantiene la factibilidad y la base 6ptima. Asi la
solucién bésica 6ptima estard dada por B! - b.

Xt = <_31//22 —11//22) ' (16000> - (4218>

De esta manera Z* = 340.



Dado que estoy agregando una variable el nuevo éptimo serd mayor o igual al actual, puesto que si
fijamos X4 en cero, la solucién actual sigue siendo factible.

Si calculamos el costo reducido de la nueva variable, para que pertenezca a la base, NO deberd ser
optima, es decir, CR4 > 0.

- -1/2 1/2 3\
CR4—177(7 5)~(3/2 _1/2)~<4) =1>0
Otra manera de verlo, es darse cuenta que agregar una variable en el primal es equivalente a agregar
una restriccion en el dual. La restriccién que debe agregarse es:

3-V1+4-Y, > 17

la que intersecta a las 2 restricciones que actualmente son activas, por lo que en el 6ptimo, esta
serd activa y la variable primal X4 mayor que cero.



Problema de Modelacién Lineal Entera

El inminente inicio de las eliminatorias sudamericanas para el Mundial de Futbol de Alemania 2006, con el
partido de “la roja”el préximo 7 de septiembre en Buenos Aires contra la poderosa seleccion trasandina, tiene
muy preocupado al técnico Juvenal Olmos. Como no quiere dejar ningin detalle librado al azar, ha decidido
contratar a Giusseppe Mandinga, director de la consultora de Armijo Catalan y principal especialista chileno
en programacion entera, para que lo asesore en la confeccién de un modelo que entregue informacién que
pueda ayudar a “la roja”en su objetivo de llegar a Alemania 2006. Luego de darle vueltas al problema,
Mandinga no ha podido resolver el problema que tiene entre manos y conociendo el mal humor de Armijo,
ha decidido recurrir a los alumnos de Optimizacion de la Escuela de Ingenieria de la Universidad de Chile
para que lo apoyen. Para esto, usted debe recordar que las eliminatorias son jugadas por 10 equipos, que los
4 primeros clasifican para Alemania y que el sistema es de partido y revancha (ida y vuelta). La asignacién
de puntaje es: 3 puntos por victoria y 1 punto por empate. Con esta informacién se le pide:

1. Disene un modelo de programacién entera que antes de realizada la primera fecha de las eliminatorias
indique cudl es la mayor cantidad de puntos con que la escuadra chilena puede no clasificar para
Alemania 2006. (4 PUNTOS)

Solucién:

a) Variables:
x;;: cantidad de partidos que el equipo 7 le gana al equipo j.
y; : si el equipo ¢ tiene los mismos o mas puntos que “la roja”.
p; : cantidad de puntos que tiene el equipo 7.
b) Funcién Objetivo:
max Py

Donde ¢ = 1 es “la roja”.
¢) Restricciones:
1) Combinacién de resultados posibles.
I1]+1‘ﬂ§2 Vz,]talquez#j
2) Calculo de los puntos de cada equipo.
.PZ' :32217”‘4-2(2— (xij -‘rl'ﬂ)) V1.

J#i J#i

3) Obligar a la variable y; a tomar valor cero cuando corresponda.
P —P <MQ1-y) Vi

4) Obligar a la variable y; a tomar valor uno cuando corresponda.
P — P <M(y;—1) Y i.

5) Condicién para quedar eliminado.

Zyi24

i#1
6) Naturaleza de las variables.
Tij € {0,1,2} Vi, J.

P >0 V1.
yiE{O,l} Y i.



2. Siuna vez concluida la primera fecha “la roja”logra ganar! a la ya no tan poderosa seleccién trasandina,
como incorporaria ésta informacién al modelo. Y si el resultado fuese un empate? (1 punto)

Solucién: Para ello es necesario agregar como restricciones el resultado. La restriccién asociada a un
triunfo de “la roja”’se escribiria de la siguiente manera, asumiendo que la seleccién trasandina esta
asociada a 2: x12 > 1. En caso que el resultado fuera un empate, se deben agregar las siguientes
restricciones: 12 < 1y x91 < 1.

3. Una vez resuelto el modelo para una fecha determinada de la eliminatoria, qué respuesta le daria
a Juvenal Olmos si éste quiere saber con cudntos puntos tiene Chile garantizada su clasificacién. (1
punto)

Solucién: Como se ha visto, el modelo entrega la mayor cantidad de puntos que puede obtener un
equipo y aun asi tener posibilidades de no clasificar para el mundial. Dado esto, al resultado obtenido
(Pf) se le debe agregar un punto mds, con lo cual se obtiene la cantidad de puntos que asegura la
clasificacién.

Sugerencia: puede utilizar dentro del modelo una variable para cada equipo rival de Chile que valga 1
si el conjunto tiene igual o mas puntos que la “roja”’en ese momento, y 0 en caso contrario.

Problema de ruta mas corta

El algoritmo de Dijkstra permite calcular la ruta maés corta para ir desde un nodo inicial hacia todos los
demés nodos de una red determinada.

1. ;Cdémo modificaria una red dada si le pidieran que aplique el algoritmo de Dijkstra, una tnica vez, para
encontrar las rutas mds cortas desde cada uno de los nodos de la red hacia un nodo inicial? Apliquelo
a resolver el problema en la siguiente red donde el nodo inicial es el 5. (2 PUNTOS)

Figura 3: Red asociada al problema.

Solucién: En ese caso, se debe invertir el sentido de los arcos y resolver el problema sobre la red
modificada utilizando el algoritmo. Una vez obtenidos los resultados se debe recuperar la red original.

2. ;Coémo resolveria de manera simple el problema de calcular las rutas mas cortas entre cualquier par de
nodos? (1 PUNTO)

1Imaginemos un 2 a 0 a favor, goles de Armijo Cataldn y Giovanni Mandinga.



Figura 5: Red asociada al problema.

Solucién: La manera mas simple de utilizar el algoritmo consistiria en resolver el algoritmo utilizando
cada nodo como nodo inicial, luego, se deberia resolver n veces el algoritmo de Dijkstra.

Porqué el algoritmo de Dijkstra puede no funcionar correctamente si hay algin arco con longitud
negativa? Entregue un ejemplo donde el algoritmo falle sin que existan circuitos de longitud negativa.
(3 puntos)

Solucién: La idea es que si existe un arco de longitud negativa el algoritmo no considerara la posibilidad
de cambiar la etiqueta a algin nodo ya visitado. Esto se puede ver en el siguiente ejemplo mostrado
en la Figura 11:

De la Figura 2 se puede apreciar que al partir desde el nodo 1, el algoritmo indicard que se debe
avanzar al nodo 3, luego al nodo 2 (también desde el 1). Luego, para ir al nodo 3 desde el nodo 2 se
disminuird el costo en -2, dando un total de 1 contra 2 que es el valor encontrado por el algoritmo.



Figura 6: Red asociada al problema.

Figura 7: Red asociada al problema.



Figura 8: Red asociada al problema.

Figura 9: Red asociada al problema.



Figura 10: Red asociada al problema.
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Figura 11: Red asociada al problema.
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