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Problema 1 (40%)

1)

2)

3)

(1 pto.) Suponga que tiene un problema de optimizacién con funcién objetivo lineal y
restricciones no lineales.

a) (0,25 ptos.) éConoce algun algoritmo polinomial para resolverlo? ¢Por qué?

b) (0,5 ptos.) éQué técnicas usaria para su resolucion? Describa brevemente los métodos
vistos en clase para este tipo de problemas.

c) (0,25 ptos.) éQué informacion adicional le aporta el hecho de que la funcidon objetivo
sea lineal?

(1 pto.)

a) (0,5 ptos.) ¢Es el algoritmo SIMPLEX para programacion lineal un algoritmo polinomial?
Justifique.

b) (0,5 ptos.) ¢Es el problema de programacion lineal un problema polinomial? Justifique.

(2 pto.) Un auxiliar de nuestra facultad ha notado que su llegada a las alumnas esta siendo
cada vez peor. El, astutamente ha notado que su estado fisico no es de lo mejor, por lo que
ha decidido hacer una dieta dptima y estricta.

Considere que este auxiliar sblo considera que su dieta debe estar compuesta por Papas
Fritas y Coca-Loca Ligth. El asegura que el nivel de utilidad que le reporta cada unidad de
estos alimentos es de 8 y 10 U.M. respectivamente.

Sin embargo el se puso a pensar que, dadas las caracteristicas de sus alimentos, no debera
exceder una cantidad de 24 unidades caldricas (u.c.) ni debera pasarse de un indice de 24
unidades de azucar (u.a.)

Parea ello él analiza los componentes de sus alimentos y se percata de que cada uno de
ellos tiene la siguiente distribucion:

Calorias (u.c.) | Azucar (u.a.)
Papas Fritas 4 8
Cola-Loca Ligth 6 3

a) (0,5 ptos.) Formule el problema como un problema de programacion lineal entera y
encuentre el éptimo entero de forma gréfica.

b) (1,5 ptos.) Use el enfoque de solucion B&B para resolver el problema, explicando en
cada nodo del arbol si ramificar o no y por qué. Los subproblemas pueden ser resueltos
de manera grafica.

Nota 1: El dptimo de la relajacion lineal del problema se da en 2 unidades de papas fritas y
2,67 unidades de Coca-Loca Ligth.

Nota 2: Utilizar la informacion obtenida en el punto 1) para ramificar la menor cantidad de
nodos posibles.



4) (2 ptos.) Un grafo es bipartito si existe una particién de sus nodos en V; y V, de modo que
no existan aristas entre nodos de V; ni entre nodos de V,. Una correspondencia en un grafo
es un conjunto de aristas que no comparten vértices.

a) (0,5 ptos.) Explicar como transformaria un grafo bipartito cualquiera en una red de
modo que el algoritmo de flujo maximo le permita encontrar la correspondencia
maxima.

b) (1,5 ptos.) Aplicar las ideas expresadas en el punto a) para encontrar Ia
correspondencia maxima del siguiente grafo bipartito. (Nota: Debe transformar el grafo
en una red y aplicar detalladamente el algoritmo de Ford & Fulkerson).

Problema 2 (40%)

El detective Peschuwo tiene que resolver su primer caso. Han asesinado a Missu y tiene que
descubrir quien fue el asesino, en donde lo hizo y con que arma lo hizo. Los seis posibles
asesinos son: El coronel Mostaza, la sefiora Pavo Real, la sefiorita Escarlata, la sefiora Blanco, el
Profesor Ciruela y el sefor Verde. Las seis posibles armas son: Un cuchillo, un candelabro, una
pistola, una cuerda, una caferia y una llave inglesa. Los posibles lugares son las piezas de la
casa de Missu: el hall, el salon de descanso, el comedor, la cocina, el salén de baile, el
conservatorio, el salon de billar, la libreria y el estudio.

Para limpiar las huellas y rastros de haber utilizado el arma j, se debe incurrir en un gasto
A;, y para cada pieza k, se incurre en un gasto Py por el mismo concepto.

Adicionalmente se sabe que uno de los cuatro sirvientes de la casa que no son sospechosos
fue sobornado por el asesino para que lo ayudara con la limpieza. El costo del soborno
dependiendo del sirviente | sobornado y del sospechoso i que lo soborné es de S;.

Se sabe que cada sospechoso i cuenta con una fortuna de F;, y que por razones econdmicas
y posibles sospechas no pudo haber gastado mas del 20% de su fortuna en el asesinato.
Adicionalmente se sabe que el asesino gasto lo maximo que pudo de forma de hacer todo lo
posible para que no se sospechara de él. De esta forma es posible encontrar al asesino, el arma
y la pieza analizando quien gastd la menor diferencia entre lo que tenia para gastar y lo que se
gasto.

Mas alla de que asesino, arma y pieza pueden encontrarse como se menciond en el parrafo
anterior, Peschuwo necesita una prueba contundente para mostrarle al juez sobre en que pieza
se cometio el crimen. Para ello, se sabe que el tiempo que pasd desde el asesinato no supera
los 50 minutos y el solvente utilizado para limpiar las huellas demora 90 minutos en disolverse
por lo que Peschuwo tiene 40 minutos para recorrer las piezas, detectar el solvente y reconocer
asi la pieza en la que se asesind a la victima. Para ello sabe que hay una sola combinacién de
orden de piezas que cumple el requisito de los 40 minutos, por concepto de donde estan
posicionadas las puertas con respecto a las otras, y por los pasajes secretos que hay ente ellas.
El tiempo utilizando los datos anteriores de visitar la pieza f después de la g es de t;; minutos, y
el tiempo que demora en registrar la pieza k es t;. Considere que inicialmente el se encuentra
en el hall (pieza N°1) y que debe volver a este una vez terminado el recorrido.

Cree un modelo de programacion lineal entero que le permita a Peschuwo descubrir quien
fue el asesino, con que arma y en que pieza lo hizo y en que orden debe recorrer las piezas.



Problema 3 (20%)

Una vez que ha determinado el orden en que recorrera las piezas, Peschuwo se da cuenta
de que tiene otro problema por delante. Tiene un presupuesto de P = $300.000 y sabe que
para poder reconocer el solvente debe gastar Gy, dependiente de la pieza k (producto del
tamafio y de las cosas que tiene la pieza) y de la técnica f utilizada.

A Peschuwo le reporta una satisfaccion personal de SPs por utilizar el solvente f en la pieza
k.

a) (3 ptos.) Plantee el problema de programaciéon dinamica que le ayudara a Peschuwo a
resolver su problema maximizando su bienestar personal.

Se sabe que existen 3 tipos de técnicas diferentes asociadas a costos distintos. La tabla de
costos que se muestra a continuacion estd en miles de pesos.

[0)]
=

-
n
w

hall 1 20 [ 40 | 60
salon de descanso 2 20 | 40 | 40
comedor 3 20 [ 40 | 60
cocina 4 20 | 20 | 40
salén de baile 5 40 | 40 | 40
conservatorio 6 40 | 20 | 20
salén de billar 7 20 | 20 | 40
libreria 8 20 [ 60 | 40
estudio 9 20 | 20 | 40

La tabla de satisfaccion personal se muestra a continuacion.

SP | 1 2 3

hall 1 40 | 30 | 60
salon de descanso 2 50 | 40 | 60
comedor 3 20 | 60 | 70
cocina 4 60 | 50 | 40
salén de baile 5 40 | 40 | 40
conservatorio 6 40 | 60 | 50
salén de billar 7 20 | 50 | 40
libreria 8 50 | 60 | 40
estudio 9 20 | 20 | 50

b) (3 ptos.) Con dichos datos ayude a Peschuwo indicandole como se deberia resolver el
problema, resolviéndolo como si existieran solo 3 habitaciones (1, 2 y 3), utilizando el
modelo realizado en la parte a). Suponga que para estas tres habitaciones tiene un
presupuesto de $100.000.



Examen
14 de julio de 2006

Problema 1 (40%)

1) (1 pto.) Suponga que tiene un problema de optimizacion con funcion objetivo lineal y
restricciones no lineales.

a)

b)

(0,25 ptos.) ¢Conoce algun algoritmo polinomial para resolverlo? ¢Por qué?
No, no se conocen algoritmos polinomiales que resuelvan problemas no lineales.

(0,5 ptos.) ¢Qué técnicas usaria para su resolucion? Describa brevemente los métodos
vistos en clase para este tipo de problemas.

Se puede utilizar el Método del Gradiente o el método de Newton. (0,25 por cada
método y su descripcion)

Método del Gradiente:

Paso 0:

Se escribe el problema en la forma estandar (como un problema de minimizacion).
Se elige un punto para comenzar a iterar.

Paso 1:

Primero se calcula el Gradiente: Vf(X,,X,)

Luego se evalla el gradiente en el punto de partida. Si corresponde al (0,0), se
para de iterar, ya que se esta en un punto critico. Si la funcion es convexa, se ha
encontrado el dptimo.

Sino se calcula el siguiente punto mediante la siguiente foérmula:
X =Xx*-1 -VF(X*), con 4, Elrrgn X =2, -VF(XY)).
Paso 2:

Se evalla el gradiente en X", si se obtiene (0,0), se para de iterar, sino, se
vuelve al paso 1.

Método de Newton:

Paso 0:

Se escribe el problema en la forma estandar (como un problema de minimizacion).
Se elige un punto para comenzar a iterar.

Paso 1:

Primero se calcula el Gradiente: Vf(X,,X,)

Adicionalmente se calcula el Hessiano: Hf (X, X,)

Luego se evalla el gradiente en el punto de partida. Si corresponde al (0,0), se
para de iterar, ya que se esta en un punto critico. Si la funcion es convexa, se ha
encontrado el 6ptimo.

Sino se calcula el siguiente punto mediante la siguiente formula:
Xk+l:Xk_Hf_l'Vf(Xk).

Paso 2:

Se evalla el gradiente en Xk“, si se obtiene (0,0), se para de iterar, sino, se
vuelve al paso 1.



2)

3)

c) (0,25 ptos.) éQué informacion adicional le aporta el hecho de que la funcidon objetivo
sea lineal?

Nos dice que la funcidn objetivo es convexa.

(1 pto.)

a) (0,5 ptos.) ¢Es el algoritmo SIMPLEX para programacion lineal un algoritmo polinomial?
Justifique.

No, ya que es un algoritmo que recorre los extremos del poliedro factible, y estos
pueden ser exponenciales en el tiempo del problema.

b) (0,5 ptos.) éEs el problema de programacion lineal un problema polinomial? Justifique.

Esto es lo mismo que preguntar si es que existe un algoritmo que siempre resuelva un
problema lineal en un tiempo polinomial en el tamafo del problema. La restpuesta es
si, por ejemplo el Khachiyan. (El ejemplo no es necesario, la justificacion estd en la
primera frase)

(2 pto.)
a) (0,5 ptos.) Formule el problema como un problema de programacion lineal entera y
encuentre el éptimo entero de forma gréfica.

Formulacion del problema:

Max 8X; + 10X;
s.a.4X; + 6X; < 24
8X; +3X; £ 24

Xl, X; € A

Graficamente:

|

Se observa que la solucion del problema entero se encuentra en el X; = 0, X, = 4. Y el
optimo es de 40. (Esto puede hacerse probando las posibles soluciones enteras, que
Son pocas)

b) (1,5 ptos.) Use el enfoque de solucion B&B para resolver el problema, explicando en
cada nodo del arbol si ramificar o no y por qué. Los subproblemas pueden ser resueltos
de manera gréfica.
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(Se debe indicar por que se detiene la ramificacion en cada rama. Las notas son solo para
simplificar el problema, no se descuenta puntaje sino son consideradas.)

4) (2 ptos.)

c)

d)

(0,5 ptos.) Explicar como transformaria un grafo bipartito cualquiera en una red de
modo que el algoritmo de flujo maximo le permita encontrar la correspondencia
maxima.

Lo que se debe realizar es agregar un nodo de inicio y uno de término y agregar arcos
desde el nodo inicial a todos los nodos pertenecientes a Vi, y de todos los nodos
pertenecientes a V, hacia el nodo final. Luego se debe orientar todos los arcos del
grafico, en la direccién que va desde el nodo inicial con el final. Se le asigna capacidad
maxima 1 a todos los arcos, y luego se resuelve mediante el algoritmo de flujo maximo.

(1,5 ptos.) Aplicar las ideas expresadas en el punto a) para encontrar la
correspondencia maxima del siguiente grafo bipartito. (Nota: Debe transformar el grafo
en una red y aplicar detalladamente el algoritmo de Ford & Fulkerson).

(Por esto 0,5)

Las posibles soluciones son:



(1 por aplicar correctamente el algoritmo)
Problema 2 (40%)

Variables: (1,2 ptos.; 0,6 la primera, 0,3 las dos siguientes)

0 Sino.

{ 1 Sisospechosoisobornd a sirviente 1.
il

{1 Si sospechoso i maté a Missu con el arma jen la pieza k.
ijk

0 Sino.
1 Si visita pieza g después de la pieza f.
%10 Sino.

Restricciones: (3,3 ptos.)

a) Gasto maximo posible: (0,5 ptos.)
Z(AJ.ZXU%}ZPI(-(Zxﬁk}z“(sﬂ-xl)so,z-g Vi
j k k j 1
b) Solo existe un asesino, con un arma, en un lugar: (0,4 ptos.)

> X, =1

i,j.k



¢) El asesino solo sobornd a un sirviente: (0,4 ptos.)
z Y, =1
il

d) Relacion entre variables: (0,3 ptos.)

zYil < injk Vi
] I

0
Y, <X, Vi, j,k
e) Va a solo una pieza desde cualquier pieza: (0,3 ptos.)
7, =1 vf
8:.8%f
f) Llega a una pieza desde exactamente una pieza: (0,3 ptos.)
ZZ fe = 1 Vg
fif#g
g) Evitar los subciclos: (0,4 ptos.)
>z, =|sc|-1 2<[8Cl<n-2
f.geSC
h) Se demora menos de 40 minutos: (0,4 ptos.)
D Z 1+ 1, <40
/.8 k
) Naturaleza de las variables: (0,3 ptos.)
X € {01}Y, € {0136, e NU{o} Vi, j.k

Funcién Objetivo: (1,5 ptos.)

min 20,2-E-Xijki—(z(Aj-ZX,.jkj

ijk i k

+
~[M
la*]
7~ N\
g
o
g
N————
+
M
w
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Problema 3 (20%)

a) (3 ptos.) Problema de programacion dinamica:

Etapas: Piezas k: 1,..,9 (0,4 ptos.)
1Si utilza técnica 1.

2 Si utilza técnica 2.
Variable de decisién: X, . (0,6 pto.)

n Si utilza técnica n.

Variable de estado: Y, = Cantidad de dinero disponible para la etapa k. (0,4 ptos.)

Recurrencia: Yiu= Y, -G, . (0,3ptos.)



Beneficio Acumulado:

Beneficio Maximo:

Condiciones de Borde:

Vi(X,.Y)= SPIc,Xk +Vk+1*(Yk+1)

vV, ()= _max V,(X,.Y,) (03 ptos.)

k
x.a.YkZGk'Xk

Y, = 300.000 (0,2 ptos.)

(0,6 ptos.)

*
Vip %) =0 (0,2 ptos.)
b) (3 ptos.) Solucién para tres piezas:
Comedor: (0,8 ptos.)
v % 1 2 3 ' Xs
60.000 20.000 60.000 70.000 70.000 3
40.000 20.000 60.000 - 60.000 2
20.000 20.000 - - 20.000 1
Salén de descanso: (1 pto.)
Y, | X2 1 2 3 ' X,
80.000 120.000 100.000 120.000 120.000 1,3
60.000 110.000 60.000 80.000 110.000 1
40.000 90.000 - - 90.000 1
Hall: (1 pto.)
v [ x 1 2 3 v, X
100.000 160.000 140.000 150.000 160.000 1
Con lo anterior se obtienen dos politicas optimas: (0,2 ptos.)
X" 1 1
X, 1 3
X3* 3 2

Dudas y/o Consultas
xschultz@ing.uchile.cl




