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Problema 1
Responda las siguientes preguntas sobre métodos de descenso:
1. Describa una iteracién del Método del Gradiente y dé una justificacion
grafica y/o conceptual de su funcionamiento.
2. Describa una iteracion del Método de Newton y dé una justificacion grafica

y/o conceptual de su funcionamiento.

Problema 2

Considere el siguiente problema de optimizacion:
Min  f(x,,x,) =X +x,°

Resolver utilizando el método del Gradiente y, luego, el de Newton. Tome como

punto de partida el (2,1).

Problema 3

Considere el siguiente problema de optimizacion:

Min  f(x)=x"-24x

Resolver utilizando el método de Newton. Tome como punto de partida el x=1.

iQué puede observarse?

Problema 4
Considere el siguiente problema de optimizacion:

2 1 2
Min  f(x;,x,) =x," X,

Resolver utilizando el Método de Newton y del Gradiente. Tome como punto de

partida el (2,4). {Qué puede observarse de ambos métodos?

Problema 5

Nombre las principales ventajas y desventajas de ambos métodos.



Considere el problema de la empresa Marime:

El alto mando de Marime esta pensando en abrir una empresa. Para lo anterior sabe que tiene P
sitios en donde puede construir una planta productora, y B sitios en donde puede construir una bodega
para almacenar sus productos. Ademas tiene un abanico de N productos que produce y comercializa.

Se sabe que la demanda por cada producto n es D,, en el periodo Unico de tiempo a considerar,
y ha estimado que la pérdida por no satisfacer la demanda de un producto es A, por cada unidad no
satisfecha.

Sabe ademas que los costos de abrir una planta y una bodega son P, y By, respectivamente, y
los costos por producir y almacenar una unidad de producto son H,,, K., respectivamente. Se estimé
gue el costo de transporte entre planta y bodega es despreciable. Suponga que la capacidades de
produccion y bodegaje son CP, y CB,, respectivamente, y asuma que todo se produce al inicio del
periodo, luego se almacena y se vende al final de este.

Dadas las condiciones de cada terreno, el gerente de operaciones de la empresa sabe que no
todos los productos pueden ser almacenados en cualquier bodega, ni producidos en cualquier planta.
Luego de un estudio profunde encontrd que la factibilidad de producir un producto n en una
determinada planta p esta dada por C,,, y la de almacenar un preducto n en una determinada bodega b
esta dada por E,,.!

Sabiendo que la empresa puede vender cada unidad de producto n en U, y considerando que el
cliente compra el producto directamente desde la bodega, construya un Problema de Programacion
Lineal Mixta que permita a Marime maximizar sus utilidades.

1 . . . .. .
Los parametros toman el valor | si se puede realizar la operacién y cero sino,



Solucion Auxiliar 2

Problema 1

1. Iteracion k del Método del Gradiente:

e« Calcular el gradiente de la funcién objetivo y verificar si V£ (x*)=0.
e Sino, obtener el siguiente punto como se indica a continuacién:

b+l = 2k _ AV f(2F)
» Donde A, es la solucién optima del problema:

win b (A) = f (" + Ad"¥)

s.a. A >0
. . L i .
e Sies, la entonces se acaba iteracion y el punto x" es el dptimo.

Este método se basa en el hecho que la direccion de maximo ascenso de una
funcidon esta dado por su gradiente y por tanto la de mayor descenso viene
dada por menos (-) el gradiente. Observar que nos acercamos zig-zageando
al éptimo pues los gradientes de iteraciones sucesivas son ortogonales.

2. Iteracion k del Método de Newton:
e Calcular el gradiente de la funcién objetivo y verificar si V/(x*)=0.

e Si no, calecular el inverso del hessiano de la funcién objetivo para
obtener el siguiente punto como se indica a continuacion:

gl = gk [H_f(.'r'!" ] v f(2%)

. . . I ;.
e Sies, entonces se acaba la iteracion y el punto x" es el optimo.



El Método de Newton se basa en aproximar la funcién f por una funcién

,y . i . .y
cuadratica (en cada punto x* se aproxima por la expansion de Taylor de
orden 2) y esta aproximacién se minimiza exactamente, generando un

k+1
nuevo punto x“" .

Se detiene la aproximacién cuando se llega a un punto estacionario de la
funcién aproximada lo que es condicidn necesaria y suficiente.

Problema 2
Debemos resolver min f(z1,z2) = 23 + 23 con T = (2,1)

= Método del gradiente: Ty = T — ANV f(Z)
Claramente, antes de comenzar a iterar se requiere calcular V f(7):

2;1"1

V()

2x9
Ahora, comenzamos a iterar:

e [teracién 1:
> Vemos si estamos en el éptimo: V £(2,1) = (4,2) # 0 = Seguimos.
o Calculamos nuevo punto 7y:

a ..) 4
= — o
Ia 1 2
= 1

Para calcular Ay minimizamos h(A):
h(A) = f(@o— AVf(Z0))
2 4
f ) A 5

= (2—4N*+(1-2))?



dh(\)

—
(Si quieren pueden verificar que el punto critico es optimo comprobando que
d*h/dA? > 0)

Entonces:

1
=0=>/\|)=§

e lteracién 2:

o Vemos si estamos en el dptimo: V£(0,0) = (0,0) = 0 = Fin.

0 . .
. ( ) es el minimo de #7 + 32
0

s Método de Newton: 7, | = 7 — {Hf(i";\‘)}—lv_f(:i:’k)

Claramente, antes de comenzar a iterar se requiere calcular Vf(#) y {H(Z)} 1

0 ;
Hy(7) = ( o ) = (Hy @)} = (

Ahora, comenzamos a iterar:

(=R~
= O
~—

e |teracién 1:

o Vemos si estamos en el éptimo: V£(2,1) = (4,2) # 0 = Seguimos.

)(2)-()==- ()

o Vemos si estamos en el éptimo: V f(0,0) = (0,0) = 0 = Fin.
o Calculamos nuevo punto 7y:

(2)-C) (G 3) ()= () === (2)

. 0 .. 2,
.. También se concluve que ( 0 es el miimo de 7 + 23

o Calculamos nuevo punto 7j:

()

e |teracidn 2:

—
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|
T
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Problema 3
Calculamos el gradiente y el hessiano:

VF(x)=4x" —48x
] ].
Hf(x)=12x" —48 = Hf ' (x) = ————
(12x~ —48)
e Iteracién O:
o Vemos si estamos en el optimo: Vf(x=1)=4-48=-44%0,
entonces seguimos.

o Calculamos el segundo punto: x' =1—L(—44) =—;.
e Iteracion 1:
. . 2. 7744
o Vemos si estamos en el optimo: Vf(x=—§)=5i0, entonces
seguimos.
(
2 _—2 | 1 (7744 1
o El segundo punto: x~ =—— - =
9 (2Y \ 729 ] 540
12 —] —48
!\ I'\g/l /

s« Iteracion 2:

. 1 -4
o Vemos si estamos en el dptimo: Vf(.\’z—)z—qio, entonces

540
seguimos.
A
|
1 1 [ —4)
o El segqundo punto: ¥ = - > | — ]=0.

50 0 (1) \ 45 )
[12) — | —48
"\ I'\"" O/I /

e Iteracion 3:
o Vemos si estamos en el optimo: Vf(x=0)=0, por lo tanto se acaba
la iteracion.
o El hessiano esta dado por: Hf(x) =12(0)> —48 =48

. Gradiente Hessiano Funcion
Iteracion Puntro (x) (F(x)) (X)) objetivo
0 1 -44 -36 223
1 - 2/9 7744/729 -1280/27 -1042/881
2 1/540 - 4/45 -48 0
3 0 0 -48 0

Como se puede observar el método hace crecer a la funcion objetivo, convergiendo

a un maximo, esto es porque el punto xo no fue bien elegido dado que el hessiano
de f es definido negativa en el intervalo (-2,2).



Problema 4

Método de Newton:

Iteracion 1:

Primero calculamos el gradiente: Vf

x ) (2% ]
X, B X, )
) [ x 2 0 A % vo0
Luego el Hessiano: Hf = => Hf =
X, 01 X, 0 1

i

Evaluamos el gradiente en el punto: Vf

X
El punto de partida es: [ ! ]
X,

X,

4

4 0 R
= = ol lo que implica que no

estamos en el 6ptimo.
Calculamos un segundo punto a partir del método:
oo 2 (A 0 ‘ 4
' 4 0 1114

El siguiente punto es:

i

Iteracion 2:

0
Evaluamos el gradiente en el punto: Vf(x')= [0} => FIN.

0
El 6ptimo es: x' = (0 ]

Método del Gradiente:

Iteracion 1:

x 2x
Primero calculamos el gradiente: Vf( ' }:[ : ]
X,

X 2
El punto de partida cs:[ ']z[ ]
X, 4
) i . x| 4 0 . )
Evaluamos el gradiente en ¢l punto: Vf — X + ol lo que implica que no
X

-

estamos en el 6ptimo.



Calculamos un segundo punto a partir del método:

. (2 f )
S
con A, — min F=AVFG)

g
ft'.\'u—Agi{.ru]l—f{ =(2-A4)* +(4- 1,47

B A
4- 244 J

Ay = min(2— A 4)* + 4 (4-4,4)

EJ((E—).OM + %(4-4,4)° )

=0=A. =
3 Iy

.JJl I

El siguiente punto es:

27\ AfAN o

1 - Z 73
." & [ I _ ‘z ]
3 J % /

|4

/J

Iteracion 2:

elc....

Vemos que la convergencia del método de Newton en este caso es mejor que la del
metodo del Gradiente. Esto es, con el método de Newton se converge mas rapido al
punto. Esto se debe a que las superficies de nivel son excéntricas lo que se traduce
en un mayor numero de iteraciones en el método del gradiente. Los graficos

siguientes fueron generados con Matlab e ilustran la forma de elipsoide de las
curvas de nivel de esta funcion.
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[x,y] =meshgrid(-10:.5:10) ;
z=x."2+(1/2) *y."2;
contour3(x,vy,z,10)

[x,v] =meshgrid(-10:.5:10) ;
z=x."2+(1/2)*y."2;
contour(y,x,z,10)

Problema 5

En general el método de Newton converge mas rapido que el del gradiente, este
altimo es muy bueno cuando las superficies de nivel son hiperesferas
(circunferencias en dos o mas dimensiones), en tal caso el gradiente encuentra el
minimo en una iteracion, pero si las superficies de nivel son excéntricas la
convergencia puede ser muy lenta.

Otra caracteristica del método del gradiente es que siempre ira orientandose hacia
el punto buscado, lo que no necesariamente ocurre con el método de newton. Otro
problema de este es que hay que calcular el Hessiano e invertirlo, lo que puede ser
complicado.

Una buena técnica seria partir con el método del gradiente, y seguir con el de
Newton.



Variables de Decision:

|, 1 sise construye la bodega b
Xb )
1 0sino
| 1sise construye la planta p
P .
1 0 sino
. [ 1si produce producto n en planta p
pn :
_ 0sino
[ 1si almacena producto n en bodega b

bn 4

0 sino

Vo= Cantidad a producir del producto n en planta p.
Qn» = Cantidad a almacenar del producto n en bodega b.

R, = Cantidad de demanda insatisfecha.

Restricciones:

1.- No se produce en una planta que no se construye.

Z,<Y, vn=1...N,p=1,...P

2.- No se almacena en una bodega no existente.

W

bn

<X, Vn=1...N:b=1..B
3.- Solo se produce en plantas compatibles.

Z =C

pn " pn

Yn=1L..N;p=1...P

4.- Solo se almacena en bodegas compatibles.

W

bhn

<E Yn=1L..N;b=1..B

bn

5.- Solo hay cantidad producida si se produce.

V. <M-Z, Vn=1l..Nip=1...P;M>>1

o



6.- Solo hay cantidad almacenada si se almacena.

0, <MW, Vi =1l Nib=1..,B; M>>1

7.- Cantidad de demanda insatisfecha.

P
R,zD, —Z_V”P vn=1...N
p=l1

8.- No sobrepasar la capacidad de las plantas.

N
Z Qim < CB b Vb = B
]

9.- No sobrepasar la capacidad de las bodegas.

N

2V SCP, Vp =1l,..,P
]

9,- Conservacion de flujo.

r B

ZVP" =Z Qbu Vn = l ..... L"\"‘T
p=l =1
10.- Naturaleza de las variables.
X,Y,.z, W, el Yn=1...N:b=1...Bip=1..P

V,.Q,-R, € Z* U0}

N
Funcion Objetivo:
N P B P P N B N N
maxz = ZZUP Vop = ZXb ‘B, _Z}'P P, _ZZVF" H, _ZZQM Ky, - Z‘Rn A,
| pul bl pml pul nm] bam| ]

nm|



