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CAPITULO 6. MAGNETOSTATICA

‘ 6.1 Introduccion

El estudio de la magnetostatica comprende el fenomeno del campo magnético producido
por corrientes estacionarias. O sea, se cumple J=constante en el tiempo Yy

Z—f = 0 = campos no dependen del tiempo.

A pesar de que los efectos magnéticos de los imanes se conocian ya en la antigua Grecia,
fue Oersted quien en 1819 propuso un primer modelo para explicar la desviacion que sufre
la aguja de una brujula por la accion de una corriente eléctrica. Sus resultados condujeron a
la determinacién de la fuerza que experimenta una carga en presencia de una corriente
eléctrica, y posteriormente a la de las fuerzas entre circuitos eléctricos.

Para presentar estos conceptos, seguiremos un tratamiento analogo al de electrostatica, esto
es, primero veremos la fuerza sobre una carga y luego definiremos el concepto de campo
magnético a partir de esa fuerza. Posteriormente extenderemos el concepto a circuitos
eléctricos en general.

6.2 Fuerza de una Corriente sobre una Carga Eléctrica

Consideremos una carga eléctrica q con velocidad # y una corriente / que circula a través
de un circuito eléctrico (que llamaremos I’) segiin se muestra en la Figura 128.

!

Figura 128. Carga movil frente a un circuito.

Se encuentra experimentalmente que la fuerza que experimenta la carga esta definida por la

expresion:

~ T A'X =
- § oddl (7~ )

= — _3
& 47z'||r—r'||

(6.1)

donde:
i eslavelocidad de carga q

Idl 'es el elemento diferencial de corriente por el circuito "’



7 indica la posicion de q
7' recorre el circuito I"” indicando la posicion del elemento /d!'
— 47 x107[H /m] ©SUnaconstante llamada permeabilidad del aire.

EJEMPLO 32
Calcule la fuerza que ejerce un circuito circular de radio R y corriente I sobre una carga q

ubicada en la posicion z = z, para los siguientes casos:
1) La carga esta inmovil

i) Carga se mueve con velocidad inicial u =v k
iii) Carga se mueve con velocidad inicial # =v_j
o) -

1v) Carga se mueve con velocidad inicial & =v

Solucion:
Consideremos la configuracion de la Figura 129.
z,k
=
R \ )
= T ».J
o /-
xi 7l = g

Figura 129. Circuito circular.
Primero calculamos la integral de linea § sobre el circuito circular, de radio R y corriente
&
I, sobre el eje z. Aqui I"” es el circulo de radio R del circuito. Tenemos
Idl = Idl$ = Idl(— sinQi + COSgD]A') , dl=Rdo
7'=Rp =R(cosqi +sing))
I
f—?’:—Rcosgof—Rsingoj+zl€
||f -7 '|| = [Rz cos’ @+ R*sin’ o+ 2° ]1/2 = [Rz +z° JUZ

luego :
lf' :2: Z;[Rznji(f]m(—singof+cosq)j')><(—RCOS(pf—Rsinq)j‘+zl€)
=N _T L"’(pm[Rsinzgol’€+zsingoj'+Rcos2 gol€+zcosgoz°]
P 4x[R*+2°)
i :Zf ém[zcosgoz+zsmgo]+Rk]
Ny u,JIR* 2 -

o dnlR 4]



Luego la expresion para la Fuerza sobre una carga q en la posicion z es:
2
F=g My IR = 7

F=g——"——iuxk (62)
AR +]"
Entonces:
1) Si la carga esta estatica (5 =0) permanece estatica F =0.
i1) Si tiene una velocidad inicial v, = vk se tiene F =0, es decir, la carga sigue
moviéndose con la misma velocidad.
iii) Si se le da una velocidad inicial en el sentido j, i.e., ¥, = v,/ experimenta una
fuerza dada por la expresion:
Py M IR
o () @
v) Si la velocidad inicial es ahora v, = VO la fuerza que experimenta q es:
_ U IR? A
Fr=qv- 2 (-7) (64

2 (R2 + zg )3/2

6.3 Definicion de campo magnético

Habiamos dicho que la expresion de la fuerza que produce un circuito sobre una carga tiene
la forma

F— i x poldl 'x(7 - 7')

_ 13
& 47r||r — r'||

Es importante notar que las variables que definen a la carga se encuentran fuera de la
integral. Por otra parte, al interior de la integral s6lo se encuentran los parametros del
circuito '’ y la corriente que circula a través de €él. Asi, el efecto que produce la circulacion
de la corriente estd contenido completamente en la integral. Se define el campo magnético
que produce el circuito como

J-uo Idlxr—r) 6.5)
al

Este campo magnético corresponde a un campo vectorial que representa la perturbacion en
todo el espacio que aparece como resultado de la circulacion de la corriente 1.

Con ello, la fuerza que sufre una carga en presencia de B es:
F=qixB (6.6 Esta es la llamada Fuerza de Lorentz

que veremos en detalle mas adelante.
Las unidades del campo magnético se obtienen de



) gl lF] _ V]
[F]=[qlV]B]= [B] a1 [cTm/seg]
Se define

lTeslaz[T]z{N}
Cxm/seg

O sea, una carga de 1[C] que se mueve con velocidad de 1[m/s] en presencia de un campo
magnético de 1[T] experimenta la fuerza de 1[N]. En la practica el Tesla resulta ser una
unidad muy grande, por ello se acostumbra usar el Gauss [G], con la equivalencia

1[T]=10"[G]
EJEMPLO 33
Determine el campo magnético del circuito circular del ejemplo anterior en los siguientes
puntos:
a) Cualquier punto del eje z.
b) Ozbteglga 2una expresion para el campo en cualquier punto del plano x-y, con
x+y™>R".

YsJ

x,i 1dl = Idi¢

Figura 130. Campo magnético de circuito circular.
a) Para el ejemplo anterior tenemos que el campo magnético producido por el circuito
circular en el punto z, del eje z es

[SoT]

2
- %%k 6.7)
(R +z, )
Por lo tanto, dejando variable zy, el campo en cualquier punto z sera
2
gt IR 16y
2 (R2 +2° )3/2

b) Tenemos
1d] = 1di¢ = Idi(~ sing? +cosgy) ,  dl = Rde

F'=Rp = R(cosqi +singy)

F=xi+ y]
F—7'=(x—Rcos@)i +(y— Rsing)j
|7 -7 = [R? cos® @ + R sin” ¢ — 2Rysing —2Rxcosp + y* +x°|

[F—7| = [R* ~2Rxcos p —2Rysing + x* +* ]



D IRd .2 A 2 . A
B= 5—0 - . i o (—sm(pz +cos<pj)><((x—Rcos¢J)z +(y—Rsm(p)J)
0 ”[R —2Rysingp—2Rxcosp+)y" +x ]

5 ] pyIRdg

(Rsin® @ — ysin@)k + (R cos ¢ — x cos go)lé]
0 47r[R2 —2Rysing—2Rxcosp+y” +x

2]3/2[

= IRd .
:J Ho ¢ [(Rfysin(pfxcosw)k]
2 p B ,73/2
0 471'[R —2Rysingp —2Rxcos@ +y +xj|

El problema es ahora resolver esta integral, jcosa nada facil! (tratar de hacerlo). De

cualquier forma, el campo en el plano x-y sélo tiene componente segun k y sera positivo si
estd dentro del circulo y negativo fuera de ¢l (conviene hacer el esfuerzo de esta
visualizacion).

Campo Magnético Producido por una Carga Puntual
Consideremos una carga puntual q moviéndose con velocidad i, segiin se muestran en la
Figura 131.

Figura 131. Campo magnético de carga puntual.
Usando la expresion que habiamos definido para el campo magnético del circuito en este
caso el campo magnético que produce la carga es:

B Ul PP
r - ||
, o~ dq dl
pero aqui Idl = = —dlu —dqzu pero dq—)q, ||u|| y dB— B

— =t —(?_?')

n ||;7 - 77'||3 (6.10) es el campo producido por una carga en movimiento.

Campo magnético producido por distribuciones de corriente
Para el caso de distribuciones de corriente en volumen como las de la Figura 132 se usa el
vector densidad de corriente.

dl
—
<> J(7") %
o
7

Figura 132. Campo magnético de distribuciones de corrientes.




Aqui 1dl =J-dS-dl =Jdv', por lo tanto el campo magnético es:
” j ™) dv' (6.11)

donde V’ es todo el volumen en donde hay J .

Asi entonces, el efecto que produce una corriente puede representarse a través de su campo
magnético, el cual provoca una perturbacién en todo el espacio y puede medirse ya sea
poniendo una carga en movimiento o con un circuito adicional. En ambos casos se
observaran fuerzas que actuardn sobre estos ultimos elementos (carga y/o circuito se
moveran).

6.4 Ley de Biot y Savarat

En 1820 Jean Baptiste Biot y Felix Savarat generalizan los resultados obtenidos por
Oersted. Estos resultados fueron presentados 1 mes después por Ampere. Consideremos
dos circuitos que llevan corrientes I e I’ segiin se muestra en la figura siguiente:

Figura 133.Interaccion de dos circuitos.
Biot y Savarat demostraron que la fuerza neta que ejerce el circuito I'"” sobre I” esta dada
por la expresion:

gy e 1D x(dl X (F -7
F—E@Qj o (6.12)

La expresion diferencial de esta ecuacion, que 1ndlca la fuerza que ejerce el circuito I’
sobre el elemento Id! del circuito I es

dA:Idlx,uoiﬁ]dlx( )(613)
A |
6 dF = Idl x B(F) (6.14)
donde B(F)= ﬂuj (6 15) es el campo magnético producido por el circuito I’
T L —

enr.
Notar que una vez determinado el campo magnético del circuito I"’, podemos calcular la
fuerza sobre el otro circuito ocupando la formula F = §Idf X B(f ) (6.16).

r



EJEMPLO 34

Considere un circuito constituido por un conductor muy delgado que va de -0 a +oo en el
eje y. Este conductor lleva una corriente /). Se pide calcular la fuerza sobre una espira

cuadrada de lado 2a con corriente I; segun se muestra en la Figura 134.

3a| z,k

2aT ?I}

o
=
}

Figura 134.Circuito frente a corriente lineal.
Solucion:

Primero calculamos el campo magnético producido por el conductor infinito en el plano y-

z. Consideremos un punto P localizado en el eje z.
z,k

P

!

A

Lydyj

F=zk

F'=y)

I'dleody]

(3 T Id’\' A r 1, § d [
B(r):f_;L[yQi:ZJT/z X(_yJ+Zk): F::ﬂo J;[yziji]m

haciendo el cambio de variable y = ztgh = dy = z(1+tg> 0)d6



ej (1+1g760)d0i _ml, f o do _yOIOZ_”f do

o, Z tg29+z ]3/2 4wz 3, [1+tg29]1/2 4wz [1+tg20]l/2
1+1g’0 :1+sen20 _ coszé?—l;sin20 _ 12
cos 0 cos 0 cos 0
— I ¢ U, 724
= B(F)= ot J. cos0df ==L sm0|

Tz 2rz

— I -
B(r) — Holo ;
2rz
Ahora calculamos la fuerza z,lg
4_
3a

4

Figura 136. Fuerza sobre conductor rectangular.

Para las corrientes en el sentido  se tiene:
dF, = Ile/€ X B(Z)f = [leB(Z)j
Para las de sentido — k se tiene:
dF, = Ildz(—lé)xB(z)iA = —IldzB(z)j
= dF, +dF, =0
Para el segmento en z=a se tiene:
dF, = [ldyj' X B(a)f = —IIB(a)dylg

_ « I, . ~ Llu, ;
= F,=-1,B(a)2ak =—1I, - Ho%o pak = —2otho
2ra T
para el segmento en z=3a se tiene

dF, = I,dy(~])» B(3a)i = 1,B(3a) dvk

=F,=1I- Mol ‘2a/€:11lo,uo/€
273a kY4
.. Fuerzaneta=F, + F, =M(l_1]]€=_211loﬂo]€
T 3 Ry

10



EJEMPLO 35

En este ejemplo calcularemos la fuerza neta que experimenta un loop de corriente (o espira)
en presencia de un campo magnético, y a partir de esto determinaremos el torque. El
concepto del torque producido por un campo magnético es muy importante en la
comprension del comportamiento de las particulas cargadas orbitando (el modelo de la
materia que veremos mas adelante), motores y generadores eléctricos.

Consideremos un loop de corriente rectangular de largo / y ancho w, el cual esta expuesto a
un campo magnético uniforme de moédulo B tal como se ve en la Figura 137.

4 7z

I

— /

2 W 1

»
>

/ 4 B

v

\ 4

—»

\ 4

\ 4
<

Figura 137. Torque magnético.

En esta figura se puede ver que dl es paralelo a B en los lados 1-2 y 3-4 del loop y
ninguna fuerza es ejercida en esos lados. Solo hay fuerza en los otros dos lados, entonces la
fuerza neta sobre el circuito es

F

Il
~

F

N C— 0 N —

4
I dzléxéujdz(—/é)xé
1

Es decir, la fuerza neta es cero, por lo tanto el circuito no experimenta movimiento de
traslacion neto (no se desplaza).

Sin embargo, las fuerzas de cada lado estan aplicadas en lugares diferentes y, en
consecuencia, produciran un torque neto sobre el circuito. Para examinar esta situacion,
consideremos el caso en que el plano del circuito forma un angulo o con el campo
magnético segun se ilustra en la Figura 138.

11



v

Figura 138. Fuerza y torque.

El elemento diferencial del torque (o el momento mecénico de fuerza) sobre un elemento
de corriente Idl del circuito es

dTl =rxdF

y sus unidades son Newton-metros (N-m). Por lo tanto, el torque neto es
far={rxdF={rxidl xB
(4 (4 C

donde c es la trayectoria del circuito. Es decir,
3 1

T:IIrxdz]%xB+IIrxdzl€xB
2 4

y dado que el campo es constante

T:%M sina(—k) +%'Wl sina(—k)=—IBwl sinct k

Asi, cuando el plano del circuito es paralelo al campo magnético, éste experimenta
torque maximo. En la posicion de equilibrio el vector normal a la superficie del circuito
es paralelo al campo magnético y no hay torque.

el
n

12



6.5 Ley Circuital de Ampere

Consideremos una region Q del espacio en donde existe corriente fluyendo segin se
muestra en la Figura 139.

/

P )

/) i

v

v

enlazada

v

v

J
Contorno I'(S)

v

v
Area S

Figura 139. Ley circuital de Ampere.
Si tomamos una superficie cualquiera por la cual atraviesa una corriente total Ieniazadas
entonces la Ley Circuital de Ampere establece lo siguiente:

(Bodl = .l (6.17)

enlazada
r(s)

donde:

I'(S) contorno de la superficie S recorrido en el sentido de la mano de derecha en
torno del vector del elemento de superficie dS, segun se muestra en la Figura 139.

Lenlazada cOTTiente total que atraviesa la superficie S, la que es igual a la corriente
enlazada por la trayectoria I'(S).

Notar que cuando se conoce el vector densidad de corriente J como en la Figura 140, la
corriente enlazadaes [, , = .Uj -dS.

Contorno I'(S)

[—» N

ds

»
»

]total = _”‘7 -dS

Figura 140. Corriente enlazada.

Es muy importante respetar el sentido del contorno de la superficie, esto es, mantener la
regla de la mano derecha, cuando se aplica esta Ley.

13



Es usual definir la ley de Ampere en términos del vector intensidad de campo magnético
H el cual se define de la expresion

B=u,H (6.17)
donde i es la permeabilidad del espacio vacio igual a 47 x 107 [H /m] segiin vimos
anteriormente. Con esta definicion la ley circuital de Ampere se puede escribir como

= {H-dl =1 (6.18)

r(s)

enlazada

EJEMPLO 36
Calcule el campo producido por una bobina infinita de N espiras (vueltas) por unidad de
largo y que lleva una corriente /.
Solucion:

_

N espiras o vueltas <
por unidad de largo <

o /

Figura 141. Campo bobina.
Por simetria los campos tendran direccion segiin z. Llamemos a los campos en el interior

B = Bl.lg y en el exterior B, = Belé .

Por la geometria del problema, el campo afuera puede suponerse despreciable, ya que el
campo de espiras contiguas se cancela.

Para la interior tomamos el contorno T(S) de la superficie S cuya mitad esta dentro de la

bobina y la otra esta afuera. Se cumple:

§B -dl =u,l

0~ total
I (s)

Pero tomando una trayectoria de largo / en el eje z se tiene = NIl »Yyaqueno hay
corriente enlazada afuera de la bobina. Luego,
~Bl=—-u,Nll = B = u/Nik

La corriente enlazada es negativa dado el sentido de la trayectoria utilizada en la figura 141.
Asi, en un solenoide (o bobina) ideal el campo al interior es constante y nulo en el exterior.

14



6.6 3* Ecuacion de Maxwell

Aplicando el teorema de Stokes a la integral de linea de la ley circuital de Ampere se tiene

§-di = [[(vxH)-dS (6.19)
(S) N

Ademés, en términos del vector densidad de corriente la corriente total enlazada por el
contorno 1°(§)es

I

enlazada

= jjj -dS (6.20)

Esquematicamente esto se muestra en la Figura 142.
I

enlazada

\ Area S

' _ Contorno I'(S)
Figura 142. Tercera ecuacion de Maxwell.

Reemplazando valores obtenemos

= (VxH)S =(j7-a5 ©2D
N N
y esta ecuacion se cumple para cualquier superficie S, luego

=VxH=J (622) esta es la 3% ecuacion de Maxwell

Dado que B = p,H esta ecuacion también se puede escribir como
VxB=pJ (623)

En termino fisicos decimos que las lineas de campo magnético rotan alrededor de J . O que
las lineas de campo magnético B “aparecen” alrededor de una corriente dada.

Mas tarde agregaremos otro término a esta ecuacion cuando veamos campos variables en el
tiempo.

15



6.7 4ta Ecuacion de Maxwell

Otro resultado experimental es que a diferencia del caso de los campos eléctricos que nacen
y terminan en cargas eléctricas, en el caso del campo magnético no existen fuentes de
donde nazcan lineas de campo, es decir, no existen cargas magnéticas. Esto se traduce en
que toda linea de campo magnético es cerrada. Matemdaticamente esto se expresa de la
siguiente forma:

V-B=0 (6.24) esta es la 4* ecuacion de Maxwell

Si integramos esta ecuacion en un volumen cualquiera tenemos

” VeBdv=0 = ﬁBOds‘zo
Q

S(Q)

En otras palabras, el flujo neto del campo magnético en cualquier superficie cerrada es
nulo. Esto se muestra en la Figura 143.

Q
| l
" No existen cargas
, magnéticas

Figura 143. Inexistencia de cargas magnéticas.

En la Figura 143 entran a la superficie un numero igual de lineas de campo que salen de
dicha superficie.

6.8 Movimiento de una carga puntual en el interior de un campo magnético

Una caracteristica importante de la fuerza magnética que actia sobre una particula cargada
movil es que la fuerza es siempre perpendicular a la velocidad de la particula. En efecto, la
expresion de la Fuerza de Lorentz es

F=qixB (6.26)

La fuerza magnética por consiguiente no realiza trabajo sobre la particula y la energia
cinética no se ve afectada por esta fuerza. Asi, la fuerza magnética solo modifica la
direccion de la velocidad pero no su modulo.

16



En el caso especial en que la velocidad de una particula sea perpendicular a un campo
magnético uniforme, como se ve en la Figura 144, la particula se mueve describiendo una
oOrbita circular.

Figura 144.Movimiento de cargas en un campo magnético.

La fuerza magnética proporciona la fuerza centripeta necesaria para el movimiento circular.
Podemos relacionar el radio de la circunferencia con el campo magnético y la velocidad de
la particula haciendo que la fuerza resultante sea igual a la masa m multiplicada por la
aceleracion centripeta vz/r,é. La fuerza resultante en este caso es gvB p puesto que vy B

son perpendiculares. Asi pues la segunda ley de Newton nos da

2
my

qvB = (6.27)
r
0 sea p= (6.28)
qB

Por lo tanto, la particula cargada se mueve en un plano perpendicular al campo magnético
uniforme que esta dirigido hacia el plano de papel (indicado por las cruces). La fuerza
magnética es perpendicular a la velocidad de la particula haciendo que se mueva en una
circunferencia de radio r que satisface la ecuacion anterior.

La frecuencia angular del movimiento circular es

w=2-98 (629
r m

y su periodo vale T= 2 = 27m (6.30)
0] qB

Es importante notar que la frecuencia no depende del radio de la o6rbita ni de la velocidad
de la particula. Esta frecuencia se denomina frecuencia ciclotron.

La componente de la velocidad paralela a B no se ve influida por el campo magnético.
Consideremos por ejemplo un campo magnético uniforme en la direccion z y sea v, la
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componente de la velocidad de la particula paralela al campo. En un sistema de referencia
que se mueve en la direccion z con velocidad v, la particula tiene su velocidad
perpendicular al campo y se mueve en una circunferencia contenida en el plano xy. En el
sistema de referencia original la trayectoria de la particula es una hélice que se enrolla
alrededor de las lineas de B, como se muestra en la Figura 145.

B =Bk
106
| B

Il/

Figura 145. Trayectoria helicoidal.

Cuando una particula cargada tiene una pequefia componente de velocidad paralela al
campo magnético B, se mueve con una trayectoria helicoidal.

Selector de Velocidades

La fuerza magnética sobre una particula cargada que se mueve en el interior de un
campo magnético uniforme puede equilibrarse por una fuerza electrostatica. Dado que la
fuerza eléctrica tiene la direccion del campo eléctrico (en el caso de particulas positivas) y
la fuerza magnética es perpendicular al campo magnético, los campos eléctrico y magnético
deben ser perpendiculares entre si, segun se muestra en el arreglo de la Figura 146. En esa
configuracion se tiene una region del espacio entre las placas de un condensador, en el cual
existe un campo eléctrico y un campo magnético perpendiculares entre si.

XN X
Wi X XX X X X X X
[ = + = + + ]
<X < x| < %
X e x| xB
= == — — —]

T X X X X X X X
XX X X X X X X

Figura 146. Selector de velocidades.

Cuando una particula positiva se mueve hacia la derecha experimenta una fuerza eléctrica
dirigida hacia abajo gE y otra fuerza magnética dirigida hacia arriba gv-B, que se equilibran
si vB=E, Si la carga es negativa, estaran invertidas ambas fuerzas. Luego, para que las
cargas pasen sin ser interceptadas la velocidad cumple con la condicion Vv=E/B,
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independiente de la masa y la carga de la particula. Es decir, las cargas que pasan se
seleccionan en base a su velocidad exclusivamente.

El Espectrografo de Masas.
El espectrografo de masas, fabricado en primer lugar por Aston en 1919, fue disefiado para
medir las masas de los isotopos. Mide la razén masa a carga de los iones (cargas positivas),
determinando la velocidad de éstos y luego midiendo el radio de su orbita circular en el
interior de un campo magnético uniforme. El cuociente masa a carga viene dado por

m Br

22T (631
q 1%

en donde B es campo magnético, r el radio de la orbita circular y v la velocidad de la
particula. Un dibujo esquematico de un espectrografo de masas se muestra en la Figura 147.

+q E = E(j)

_yv+ [fuente

Figura 147. Espectrografo de masas.

En la Figura 147, se ven iones procedentes de la fuente, que son acelerados por un campo
eléctrico y entran en un espacio que contiene un campo magnético uniforme (aqui el campo
eléctrico es nulo). Si los iones parten del reposo y se mueven a través de una diferencia de
potencial V, su energia cinética cuando entren en P1 es igual a la pérdida de energia
potencial gV

%mv2 =qV (6.32)

Los iones se mueven en una circunferencia de radio r e inciden sobre una pelicula
fotografica en el punto P2, a una distancia 2r del punto en el que entraron en el electroiméan.
La velocidad v puede eliminarse de las ecuaciones para hallar g/m en funcion de las
magnitudes conocidas V, B y r. El resultado es

2.2
m_Br (6.33)
q

2V
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6.9 Potencial Magnético Vectorial

Similarmente a lo ocurrido en electrostatica cuando definiamos un potencial desde el cual
se obtenia el campo, para simplificar los calculos de campos magnéticos se recurre al
concepto de potencial magnético vectorial.

Dado que sabemos que la divergencia de B es nula (cuarta ecuacion de Maxwell)
aprovecharemos la identidad matematica

V-(Vxd4)=0 (634
para asumir que el campo magnético B puede expresarse como

donde A se denomina potencial magnético vectorial y es en general mas facil de calcular
que el campo magnético directamente.

Teniamos que por definicion B se representa por

B= M (6.36) para circuitos,
4ﬂllf'Z - "||
o j j " —”r')dV, (6.37) para densidades en volumen, y
r —
o I I F—r)ds (6.38) para densidades superficiales de corriente
5 47r||r -7 ||
[K]=[I/1].

Se puede demostrar que
[ 1 J _(F-7) (6.39) V. opera sobre 7
|

r=rl

r-rl

con ello, si tomamos por ejemplo la expresion del campo magnético para circuitos lineales,

se tiene:
B=—tofiard v 1| (6.40)
RN

aplicando la identidad

)

)= VxF+VfxF (6.41)
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donde f es un campo escalar y F un campo vectorial

— Vx (ldl ] _1 Vx Idl+V( ! szdi' (6.42)
l7=71) -7 |7 =7

V opera sobre 7 = V xIdl '=0

y como Idlxv( ! J v( ! wa' (6.43)

I =7 P =7

:Idi‘x{v[éléﬂz—v{fd{ ] (6.44)

B(F)= f—ﬁv x [;‘_”F"J (6.45)

y como V opera sobre 7 y [ sobre 7'podemos escribir finalmente:

Il
Vx| £ f 22| (6.46)
]

luego

de donde se deduce que

A=1th § [dl para circuitos.

Similarmente para distribuciones de corriente se obtiene

” ”KdS (6.48) para distribuciones superficiales de corriente

J' J' I " JdV (6.49) para distribuciones en volumen

Notar que una vez que se dispone del vector A, el campo magnético se obtiene facilmente
derivando (en realidad se debe calcular el rotor como se defini6 originalmente), cuestion
que en general es mas facil de realizar que el calculo directo.

Usando la identidad
Vx(Vx4)=V(V-4)-V>4 (6.50)

Se puede demostrar que V - 4 = 0 para campos magnéticos que no varian en el tiempo.
Luego

21



Vx(VxZI): —v>4 (6.51)
Pero habiamos demostrado que por la 3ra Ecuacion de Maxwell se cumple

VxB=uJ (6.52)
Por lo tanto, el potencial magnético vectorial cumple con

= V4=- ,uoj (6.53) Ecuacion de Poisson vectorial.

En coordenadas cartesianas A=(A_, A, A) la ecuacion de Poisson corresponde a

VZAX = _lu0‘]x
VA, =—pJ,
VZAZ = _:LtOJz

con
2 2 2
vig = TA 04 A (6 sa
Ox oy oz

Se requieren condiciones de borde para resolver esta ecuacién, en conjunto con
metodologias numéricas de resolucion de ecuaciones diferenciales parciales.

EJEMPLO 37
Si por el plano x-y circula una densidad superficial de corriente K =k j , se pide obtener el
campo magnético en todo el espacio.
Sol™:
De la definicién de 4 tenemos:
gio Mo Kds'
4z |r—r

ds' = dx'dy’

Por simplicidad calcularemos A en un punto del eje z, segun se muestra en la Figura 148.

A

z,k

r

Figura 148. Potencial magnético vector.
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Tenemos

F=zk e,
7'=x'f+y'j}:>7—7——xl—y]—i—z/e
:>||r—77'||—[)c'2+y'2+22]”2
Luego
it K jdx'dy' s /lo dx' dy
4 [x +y7+z ]1/2 _J;_j x4y 4zt
y:[x +z ]1/ tan9:>dy':[x +z ] [1+tan G]dé?
2
N ,uo dx[l+tan 0 [x +z] do
J;(J: (1+t 0)1/2
,U()K Ao 1/2
A= ]jdxj(1+tan 0)"'>do
1
1+tan’ 0 =cos™0
© 6?
;Uo
== J.é‘. cos@
pero sinQ:L,yde la figura:
[y'2+z2 +x'2]1/2
91%_% - 2ukK - dx'
= A= 40 J N2
92_>_ 4 (x +Z)
6.10 Dipolo Magnético

Para abordar el tema de los campos magnéticos en la materia se hace necesario, al igual que
vimos anteriormente para dieléctricos, un modelo elemental para aplicarlo a un medio
material. Este concepto para el caso de campos magnéticos es el dipolo magnético.

Consideremos un circuito circular de corriente como en la Figura 149.
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Figura 149. Dipolo Magnético.

El 4rea del circuito es A=x a’ y conduce una corriente 1. Si llamamos 7 al vector normal a
la superficie, definimos el dipolo magnéticom como el vector

n=Ali (6.55)

Asi, el dipolo magnético (también llamado momento dipolar magnético) es proporcional al
area definida por el circuito y proporcional también a la corriente que circula por €l.

Determinemos ahora el campo magnético B en un punto de observacién P(r,0,¢) producido
por el circuito circular (o /oop) de la figura 150. Para ello primero obtendremos el vector
potencial magnético, y consideraremos el sistema de coordenadas de la Figura 141.

A

P(r,0,9)

=
N

Figura 150. Campo magnético de un dipolo magnético.

- ,u0 Idl
En estas condiciones, el potencial en el punto P tiene la forma 4 =
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Para r>>a, es decir, para lugares lejanos del punto de observacion, se cumple

v + er T0S
Hf‘ - ?" H?H HfHa

Ademas,
idl' = 1ad0'0 = Iad0'(—sin0'i +cos ' })

Luego, despreciando los términos de orden superior (TOS) la expresion del vector potencial
magnético es

2
1 ' . - A
A="to j —+q ladO'(—sinB'1 +cosb' J)
4r 3| || I
considerando que 7 e 7' = rasin @ cos@cosO' + rasin @sin @sin @’ y desarrollando la

integral se llega a que el vector potencial magnético 4 sélo tiene la componente 6 y esta
dada por

2 .
a- W (6.56)
lo que también puede escribirse como:
A=£"0 6 57)
Tr

donde M=1ma’k egel dipolo magnético del loop (notar que £ x 7 = sin ¢ ).

Finamente el campo magnético se obtiene a partir de B =V x 4

B= %(2 cos @7 +sin ¢$) (6.58)

r

Es interesante comparar esta ecuacion con expresiones similares de electrostatica para el

potencial eléctrico V y la intensidad de campo eléctrico E producidas por el dipolo
eléctrico. Esta comparacion estd hecha en la siguiente tabla, en la que notamos las

similitudes entre el campo B lejano producido por un pequefio loop de corriente y £ lejano
producido por un dipolo eléctrico. Es entonces razonable interpretar un pequefio loop de
corriente como un dipolo magnético.

Se puede demostrar que el torque sobre un dipolo magnético estd dado por la expresion
T=mxB (6.66)

Esta expresion es generalmente aplicable en la determinacion del torque sobre un dipolo y
su unica limitacion es que el campo magnético debe ser uniforme. Cabe hacer notar que el

torque estd en la direccion del eje de rotacion y en la posicion de equilibrio 7 y B son
paralelos.
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Las lineas de B sobre el dipolo magnético son similares a las lineas de E sobre un
dipolo eléctrico. La figura 151 (d) ilustra las lineas de B alrededor del dipolo magnético
m=IS.

eléctrico Magnético
a b

V= 0

4rer
E = Q—a’2 No existe

4re,r

[
Om
r
ar
Q
Monopolo ( carga puntual) Monopolo ( carga puntual)
d ¢ d

E= Q ~(2cosba, +2sinbay) Homsinba,

4me,r Ad=——5—

. 4rr
ar P
X  B= fo”;l (2cosBa ,+sinba,)
Dipolo (dos puntos con carga) _
Dipolo (dos puntos con carga)

Figura 151. Comparacion electroestatica v/s magnetostatica.
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6.12 Modelo Atomico de Materiales

Similarmente al analisis de dieléctricos supondremos aqui un modelo microscopico de la
materia. En este caso supondremos que cada atomo se compone de un nticleo con carga
positiva en reposo y un conjunto de electrones rotando en torno de ese nucleo con
velocidad u, segun se muestra en la Figura 152. Asi, los electrones de este atomo pueden

modelarse como un circuito con corriente / = 9q Ly
dt 2nR
Donde q es la carga total de los electrones [C] y R el radio promedio de las trayectorias

circulares. Esquematicamente:

‘

Figura 152. Modelo Atémico de Corrientes.

Asi, es posible representar el &tomo mediante el dipolo magnético

m=1-Si[Am*] (6.67)
Para describir el fendmeno a escala macroscopica se define el vector magnetizacion m
como el momento dipolar magnético por unidad de volumen:

m

~ . 2,
= lim =
AV =0 Ap
Un medio en el cual M #0 se dice un medio magnetizado. Notar que en presencia de un
campo magnético externo los dipolos magnéticos tenderdn a alinearse con ¢l debido al

[A4/m] (6.68)

torque 7 =mx B, seglin vimos en la seccion anterior.

’ ) ’ -

Sin campo B Con B = BOIQ externo

Figura 153. Modelo Atémico de Corrientes.
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Notar que debido a lo pequeia de las corrientes se desprecia el efecto entre ellas y solo se
asume que los dipolos responden al campo externo.

6.13 Corrientes de Magnetizacion

Consideremos un elemento diferencial de volumen de un medio material con
magnetizacion, como en la Figura 154. Luego el momento dipolar asociado al volumen dV”’
es dm , donde:

Figura 154. Modelo de la Materia.

El potencial magnético d4 asociado al dipolo magnético en la posicion 7 es:

_ 7 —7'") (6.69
dAzﬂdnﬁx(’/ r? (6.69)
4r |7 =7
_ _ F—7 6.70
di=Ho g () " =7V (6T0)

4 F=r

) A

y usando la identidad v x ( fF): fVx F +(Vf)x F podemos escribir

v'x(f_(i )]= ?iF‘V‘xM(F‘)+ v'(__,]xM(f') (6.72)

|7 =71

:>A7I(z7')><V[r_ J V'X(M(F_')J+_l_‘ vixM(7') (6.73)

F=#1) I7 -7

Luego

A ] 2T e o

I |7 =71

Aplicando el teorema a la segunda integral

1V < FdV =~ [ F xdS

S
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lF=rl 4w gy lF-7

J'”'VXM )dV' ,Lto ﬁM(A)de (6.75)

Esta expresion tiene la forma.

“(=)_ Mo J,dv' L Ho K, dS'
A = T e By ©79

con J,, = V'xM(7') (6.77) densidad de corriente de magnetizacion en volumen

K,=M (17 ') x7n (6.78) densidad de corriente superficial de magnetizacion (que rodea al
material)

Asi, el efecto de la magnetizacion puede reemplazarse por las dos densidades de corriente
J,, vy K,, que aparecen en el material.

6.14 Permeabilidad Magnética

Recordemos que
Vx (EJ _J (6.79)

Hy
En el espacio vacio, donde J es la densidad de corriente en volumen.

Ahora en general al interior de un medio material habra tanto corrientes libres J, como de
magnetizacion. Asi :
J=J,+J, (6.80)

entonces
B ~
Vx(—] = JL +JM (6.81)
Hy

designaremos VxH =J, y VxM =J,,

:Vx(£j=VxH+VxM (6.82)
Hy
— B=u,(H+M), (6.83)
si anotamos M = y, H (6.84) = B=p,(1+x,)H (6.85)
0 B=uH (6.86)

Con pu=pu,u, (6.87) es la permeabilidad del material y pu,=(1+y,) (6.88) es la

permeabilidad relativa. Analogamente al caso de los dieléctricos, en los medios
magnetizados se tiene:
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o B:[,u]H yB noesparaleloalr[

e B= [,u(f)]ﬁ , pero B|| H = no lineal isétropo

”B” =U (f)”FI” = lineal-isotropo

e B=uH, p=cte. = homogéneo

= no lineal anisétropo

6.15 Clasificacion de los Materiales Magnéticos

Es comun realizar la siguiente clasificacion de los materiales magnéticos dependiendo del

valor pr.
Materiales magnéticos
No lineal
A 4 A 4 A 4
Diamagnéticos Paramagnéticos Ferromagnéticos
Xw <0, <1 Xw >0, 21 X >> 0,0, >>1

Figura 155. Clasificacion Materiales Magnéticos.
Los mas importantes son los ferromagnéticos y en general, y, es altamente dependiente de

la temperatura (alta t° = disminuye y,, ).

La relacion especifica entre B y H depende de la T° y de la historia, por ello bajo
diferentes condiciones p, puede variar de 50 a 600. En el capitulo 7 veremos aplicaciones

especificas de estos materiales.

De la ley de Amperé

§H-di=1

(6.89)

enlazada *

Luego se puede montar un experimento en que variamos H y medimos B (en el capitulo 7

veremos relaciones entre el campo magnético y el voltaje, que se usan para medir B). La

curva resultante es la curva de histéresis' de la Figura 156.

! Significa retraso en griego
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Bmax R

/ <. H
—/ *>«._ Curva cuando material

= r

Ymnl 1

1 Buax esta inicialmente no
magnetizado (densidad de
flujo permanente

Figura 156. Ciclo de Histéresis.

En la Figura 156 B; es el valor residual del campo aunque no haya corriente y Bmax: es el
valor de saturacion del campo

Valores tipicos de la permeabilidad para diferentes materiales se muestra en la siguiente

tabla.

Tabla 4. Permeabilidad Relativa de Algunos Materiales*
Material .
Diamagnéticos
Bismuto 0.999833
Mercurio 0.999968
Plata 0.9999736
Plomo 0.9999831
Cobre 0.9999906
Agua 0.9999912
Hidrogeno (s.t.p.) ~1.0
Paramagnéticos
Oxigeno (s.t.p.) 0.999998
Aire 1.00000037
Aluminio 1.000021
Tungsteno 1.00008
Platino 1.0003
Manganeso 1.001
Ferromagnéticos
Cobalto 250
Niquel 600
Hierro Suave 5000
Hierro-Silicio 7000

*Estos valores son tipicos y pueden variar con respecto a otras publicaciones debido a que
existen muchas variedades de los distintos materiales.
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Propuesto. Considere un material ferromagnético de 2 cms de ancho con permeabilidad
relativa de ur=2.5.

Se ha medido el campo al interior del medio material igual a B = yi — x; . Se pide
determinar a) J , b) jM, c) M, d) KM

6.16 Condiciones de borde

Consideremos dos medios magnéticos de permeabilidades u, y u, segin se muestra en la

Figura 157. Para considerar la situacion mas general, consideraremos que en el plano de
interfaz entre los medios existe una corriente superficial (que se interna en la hoja).

H
AW A IN .
o ® H,
01
HlT o
HZ 62 HZN
H2T
Figura 157. Condiciones de Borde.
De las ecuaciones de Maxwell sabemos que
V-B=0= B,, =B,, © wH,, = u,H,, (6.90)
xH=J= g] =1, (6.91)
r
]E:HITAW—HINA—h—HZN Ak HZTAW+H2N Ah Ah
2 2 N
y para Ah—0 H,-H, = i—E ,  definiendo K =1lim, {AI_} (6.92) como la
w
densidad de corriente superficial se obtiene:
H,-H,-K= 2r_Br_g 693

Hy H,
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Usando estas condiciones de borde se puede demostrar que

tan®, _ 1 (6.94)
tan0, u,

EJEMPLO 38
El plano x-y sirve de interfaz entre dos medios. El medio 1 (z<0) se llena con un material
de permitividad w,=6 , y el medio 2 (z>0) se llena con un material con p,=4. Si en la

interfaz hay una corriente superficial de 0-001 SA/m] Y B, =5i+sk mﬂ; Encuentre H, y B,.
Ho m

7

H, =4

1

L

Figura 158. Aplicacion condiciones de borde.

Solucion:
Imponiendo condiciones de borde para la componente normal del campo magnético
tenemos
By=B,,=B,=8k=B,=8
ademas
-2, =L(52+8/€{m—/1}
Hy 41, m

Aplicando ahora la condicion para H tenemos

H;-H,, =K

2 -3 -3
HZTZS_ZXIO_?’[E}:HlT:SXIO +10 = 9 X10_3[é:|
4, m g B Al

Como B, = uH, = B, =6u,H,
Por lo tanto, igualando componentes: B, = ﬁz°+8l€ My Ho=——i+—k —
4 m2 4”0 6lun m
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6.17 Resumen

En resumen, para campos que no dependen del tiempo se cumplen las siguientes ecuaciones
de Maxwell:

1) V-D = p, —> cargas estacionarias producen campo eléctrico
P g p p

(2) V-B=0—> No existen cargas magnéticas
(3) Vx E =0 —> Trabajo desarrollado por campo eléctrico es conservativo

(4) Vx H = J —> campo magnético “rota” en torno a corrientes

Los campos en la materia cumplen ademas con
D=¢E (6.95)
B = uH (6.96)

La fuerza neta sobre una carga es

F=q(E+axB)(697)

Las ecuaciones anteriores se han deducido para campos estacionarios que solo dependen de
la posicion.

E=E()y B=B(F) (6.98)

En lo que resta del curso veremos que ocurre cuando los campos son dependientes del
tiempo, es decir, cuando E = E(t,7) y B=B(,7).
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6.18 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
Se tienen dos cables paralelos que llevan cada uno una corriente estable /; e /,. Encuentre

la fuerza por unidad de largo entre los cables si la distancia que los separa es d. ;La fuerza
atractiva o repulsiva?

Solucion: A

Iz

v

R
o,
=
A 4

>

Figura P.6.1.1

Debemos calcular la fuerza que ejerce cada una de las corrientes sobre la otra por separado
para después sumarlas.

Sabemos que la fuerza de un circuito sobre otro esta dado por

iMI]aUx(arzxr—r))

Escrito de otra forma:
F=[1dIxB (r)

Pero nos interesa la fuerza por unidad de largo, por lo que al resolver la integral anterior
nos queda

L
F = I[dl x B (r)y=L-1xB (r) lo que buscamos es la fuerza por unidad de longitud, por lo
0

tanto, al dividir por L se obtiene la formula que utilizaremos en el problema para la fuerza
por unidad de largo.

:>F12 =]2X§1(I’)
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Donde 1’7“12 es la fuerza que ejerce por unidad de longitud el circuito uno sobre el circuito

encerrada

dos. Calculemos B (r) utilizando la ley circuital de Ampere fB -l = ol

Para r>a

Mol
2rr

= B2nr=p,l, = B, =
El campo sobre 12 resulta de evaluar en » =d, entonces:

=B =200 ()

Ahora, veamos la fuerza por unidad de largo que ejerce la corriente uno sobre la corriente
dos.

= A e 116y e
F,=0Lkx —-j)= i
12 =Ry d( J) rd

De forma analoga calculamos 1’7“21 que corresponde a la fuerza por unidad de longitud que
ejerce la corriente dos sobre la corriente uno.

Para r>a

Uol,
2rr

= B,2nr=pl, =B, =

El campo sobre I1 resulta de evaluar en » =d, entonces:
Holy
2rd /

=B, =

Con esto la fuerza F,, queda dada por

7 [];X'Uolz ’5:_11[2'%;

I
a = T ond

La fuerza que se origina es atractiva.
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PROBLEMA 2

2
Dado el vector potencial magnético 4 = > {@} , calcular el flujo total para cruzar la

m
superficie. A
7k
Sm|
®0
1 2 7 o]
Figura P.6.2.1
0<Z<5[m]
1<p< 2[m]
_T
0=7
Solucion:
Para encontrar el flujo primero encontraremos B para luego hacer y = jEDdS
B-vxd--2%5_15
or 2
ds = drdz0
e (Taraa LTt 12 1S
y = | BUS = [~0drdz0 = | [ rdrdz=——| (5=—[b]
s S 2 22:0r:l 2 2 1 4

15




Otro método de resolucion:
y =[[Adi =y, +y, +y, +v,
L

3
—> pero A=Ak = Akdls =0
A 1] ¢ 1
Sy=y,+y,=—| |()’dz+|(2)’dz |=—=[5+-20
. v =y, Y, 4U<) z !() } Z15+20]
4
1 15
Sy =—]-15]="2
) 4 4[ ] 4
1 15
F :>l//=—[Wb]
igura P.6.2.2 4
PROBLEMA 3

Si por el plano x-y circula una densidad superficial de corriente K= KO}' se pide obtener

H en todo el espacio.

I
- K 5
o, V.
/

%1 Figura P.6.3.1
Solucion:

Utilizaremos la ley de Ampere, para ello nos damos una superficie de largo b y altura a que

sea atravesada por la densidad de corriente tal como se muestra en la figura.

z,k

Figura P.6.3.2

Figura P.6.3.2
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mH[dl encerrada = Ko+

EﬁHDdl =2Hb

=H-= £
2
Para encontrar la direccion, ocupamos la regla de la mano derecha, llegando a la siguiente
forma de H
— | Hi z>0
H .
-Hi z<0

— | k,/27 z>0
=>H= R
-K,/2 i z<0
También se puede escribir como H :% n donde n es el vector normal al plano.
PROBLEMA 4:

Se tiene una franja delgada de metal de ancho a y muy larga. La corriente total es I
Calcular, por definicion, el campo magnético en el plano de la franja a una distancia b del
borde mas cercano.

Solucion:

=

v
:x‘

b
2

Figura P.6.34.1

Calculando el campo magnético por definicion:
_U J (r Yx(r—r )

=
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dS' = dzdy

Como la franja es delgada, es decir, despreciamos su espesor, podemos aproximar la

densidad de corriente por J="k

a
E:ﬁf]u x((@/2+b-y)]+ (2= 2)k ) dzdy
4 e
2

[@2+b-yy+(z-2)]"

J((a/2+b=y))dzdy .
321
[@2+b-y)+(-2)T

0

47r

bm

el

N‘Q'—.N\Q

Usando el cambio de variable:

z-z' = (al2 + b -y")go
-dz' = (a/2 + b -y")sec’ 0dO

Con esto:
- 25 a/2+b—y )sec’ O N
B=“°JH (o v) 5 dOdy'i
4, g[(a/2+b ) +(a/2+b—y)* tan 9}
2 2
B 2 .
B'Z,UOJIJ- 1 sec” 0 - d0dy';
.= (@/2+b—y)’
22 1+tan’
sec’ 0
2 . ) 3
E:“OJ |1 cos0 0dyi = ”OJ j ! _dy jcosedez
o (@/2+b=y)’ (a/2+b vy
22 2
2
5 _ My N2 ,U()J
B=""-(a/2+b- 2= (————
e (a )2 = +b b)

2
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PROBLEMA 5§:

Calcular el campo magnético producido por un cascardn cilindrico infinito de radio R por el
que circula una corriente uniforme J en la direccion del eje del cilindro. Se pide el campo

en todos los puntos, es decir, tanto dentro como fuera del cilindro.

RN
-

]

~
e
—l

Figura P.6.5.1
Solucion:

Para r>R

[A-dl =J27R
=
H2mr = J27R
g="R_ p_HIR
r r
,UOJRQ
p

B:

El campo magnético para r <R es nulo por la ley circuital de Ampere, debido a que la
corriente enlazada es nula (cilindro hueco)

41



PROBLEMA 6:

Se tiene una particula de masa m y carga q que se mueve en un campo magnético uniforme
B. Demostrar que el movimiento mas general de la particula describe una hélice, cuya

seccion transversal es una circunferencia de radio R = m% B> donde v es la componente de

la velocidad de la particula que es perpendicular a B.

Solucion:
B =Bk

dav ~
m—=qvxB

a7

dv. - dVyA dv. ~ A . o N
m —~i+—j+—=k|=qglvi+v j+v.k|xBk
(dz ar’ dtjq(" v/ )

Entonces, se obtienen las ecuaciones:

X

Ec,:m =qBv,

dv
Ec,:m—==0=v_=cte.
dt

Derivando la ec. 1 con respecto al tiempo, y reemplazando Ec, :

2 d 2 2
v, :qu: v, +k*v_ =0, donde k> :(ﬁ]

m
dr* dt dt* m

La forma general de solucion para esta ecuacion es:

v_= Acos(kt)+ Bsin(kt) = Cilvtx

= —Ak sin(kt) + Bk cos(kt)

dv
£ = kv ,luego:
dt ys U8

v, =—Asin(kt) + B cos(kt)

pero de la Ec, se ve que

Por otra parte, se tenia que v, = cte, luego el movimiento de la particula segun el plano x-y

es descrito por comportamientos sinusoidales, mientras que segtn el plano z el movimiento
es constante, Entonces es posible concluir que el movimiento descrito por la particula es
una hélice, donde el plano x-y puede tener en general, una inclinaciéon en un J o con
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respecto a la horizontal. De esta manera es posible ver que la velocidad de la particula se
puede expresar como vV, =V, + V..

Luego, sea:
V, = ”vp” =y sina +v,cosa}

I I

”‘711 || = vxf + vj”

Como es sabido, la posicion de la particula se obtiene trivialmente por medio de la
integracion de la velocidad:

X = .[vxdt = I(A cos(kt)+ B sin(kt)) dt = 1% sin(kt) — % cos(kt) +cte,

y=[vdt= % cos(kt) + % sin(kt) + cte,

Sin pérdida de generalidad: cte, = cte, =0
Ademés, la posicion de la particula esta dada por:

Rer ) b

k
De donde se obtiene lo que se quiere demostrar:

my,
qB
PROBLEMA 7:

R=

Demostrar que la fuerza entre alambres paralelos que conducen corrientes de intensidad 11 e

I> , ambas en la misma direccion segun i, es atractiva. Si los dos alambres paralelos son
muy largos y estan separados por una distancia a, hallar la fuerza magnética sobre el
segmento dI2 del alambre 2.

A

I

v

+—r| <>
o

v

12

v
-~

4
k
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Figura P.6.7.1

Solucion:
El campo magnético producido por un alambre infinito es:

La Fuerza de (1) sobre (2) esta dado por:

, N AP § A
dF,, = Ldxi x 2 (—f) = dF, = 2172 gy
2ma 2rma

El sentido de la fuerza va seglin j, es decir, hay atraccion siempre y cuando:
dFy, >0 11, >0
Entonces, existe atraccion en la medida que las corrientes por los alambre paralelos sean en

el mismo sentido, o habra repulsion cuando las corrientes circulantes sean de direcciones
opuestas.

PROBLEMA 8.

Considere una espira rectangular en presencia de un alambre infinito por el cual circula una
corriente / (t) =1o cos(wt) (Considere que el alambre coincide con el eje z) segln se
muestra en la Figura P.6.8.1.
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y®

Figura P.6.8.1

A una distancia X (t)se ubica un circuito rectangular de lados a y b, el cual se encuentra
detenido y estatico. Se pide:
1. Sila espira tiene una resistencia total R diga si hay corriente al interior de ella y en
caso afirmativo, calcule su sentido y valor.
ii.  Determine el torque sobre el circuito rectangular
1ii.  Suponga ahora que la corriente en el alambre infinito es /o, se pide determinar la
velocidad del circuito rectangular (06X / Ot ) para generar la misma corriente
calculada en 1).
Hint: Suponga que el campo generado por la corriente del circuito cuadrado es
despreciable frente al campo del alambre infinito.

Solucidn:
)
fa-ar=1
Hollr=T=H-—t o p-tel _ !
A 2117 201 2[0x
<> con I(t) =1Io cos(wt)
I
5o 13 L uol wola™ ¥ dx
=) B%dS =4 = dxdz = ax
p=[[Bras =p= |y axi =0 [
uola
=6 = 5 (ln(x-i-b)—ln(x))

SYE

uola (x+bj
In
211 X
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— > Flujo externo

El voltaje inducido es:

d¢ = _% [¢€JCI€rno + ¢ int erno] = _|: d@xm””” + d¢ int erno

dt dt

dt

d ( u.la (x+bj
e=—— In
dr\ 211 X

Despreciable por enunciado

wola . (x+b) wda 1 (xx—(x+b)x
> e=- In +
21_[ X 21_[ x+b xz
L X
i uoawlosen(wt) (x + bj uola x (—b}&j
= e=—— In +
i 211 x 21T x+b\ x?
uoawlosen(wt) (x + bj uolo cos(wt)abx
e= In +
211 X 2[1x(x+b)
e RI—>=%_ uoawlosen(wt) ln(x + b] N uolo cos(wt)abx
R 2[IR X 2[1Rx(x +b)
Si 5= 0= 7= contwn) w21
2[IR T
i1)
F T I 'l
> B ®
F ol ; F
< e Y >
I I

p—t

producto de la corriente inducida

Para t € [0,%]

we
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r = 7 x F FIIF=T=0

iii) Si ]:]Hqs:uoloaln(ﬂbj

211 X
e:_ﬁ:_[uoloa X (icx—(x+b)5cﬂ
dt 211 x+b x’
Louoabx Louoabx

e=—— = e ——
2[I(x+b)x 211(x +b)xR

Igualando esta corriente con la de la parte 1)
Iougabx . uoabMO

2[I(x+b)xR  2IIR
X = x(x + b)wsen(wt)

sen(wt)

X =x(x,1)

Quedo en funcion de x también. Con esto bastaba.

PROBLEMA 9.

Se dispone de un emisor radioactivo que emite particulas cargadas de diferente velocidad
en direccion horizontal, tal como se muestra en la Figura P.6.9.1

-, I
Canodn de

particulas k
= r — A t
J
o
l

Figura P.6.9.1



Para seleccionar las particulas en funcion de su velocidad, se construye un

sistema compuesto por dos placas conductoras, las cuales generan un campo eléctrico
E = —FEok . Ademas, en el mismo espacio se genera un campo magnético constante

—

B = —Boi . Ambos campos se suponen conocidos.

Suponiendo que la salida del cafién de particulas sélo tienen velocidades segin ;,y
despreciando el efecto de gravedad, se pide:

i.  Determinar la velocidad para la cual las particulas pasan inalteradas por el sistema,
independiente de su masa y carga (su velocidad se mantiene constante)

ii.  Para velocidades menores a las calculadas en 1) se pide determinar la razén entre
masa y carga de las particulas que logran pasar por el sistema de placas (no quedan
atrapadas en la placa inferior)

F = (qBoy — gEok — qBoz]

F =ma =m(¥i + 3] + 2k)

Igualando términos:

mx =0
my = —qBoé
mz = qBoy — qEo

- - . . .k
Siv=cte=>a=0=>:2=0=>0=¢gBy—qEo=> y=—

o

ii) Caso general:

d —
m = —qBoz —Zds i = —qBuE = % = ;" i
q o
/-q—B;in'z' = gBoy — qEo = m(— §) = qBoy — qEo
m qBo
—)./ =W . qBo 2 . q2B0E0
Z. =V B y N y B m2
2 2
q BoEo qBo .
= - % +( y
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m 2

2
CIBo] by = quoEo (1 punto)
) m

<:>iz'y+(

B, B B
Solucion homogénea: vy + (QJ w=0=>w=4 cos(ﬂtj + Bsen(ﬂtj
m m m

o

Solucioén particular: vy = cte = vy =

o

Vy = Vy hom ogenea + Vyparticular

Solucion general: vy(¢) = 4 cos(q—Bo tj + Bsen(q—Bo j + £
m m B
()= 42 sen(qBo tj L cos(qBo tj ey
qBo m qB. m B,
Vy(t:O):Vo:A‘i‘%: 14:\}0—é

Condiciones iniciales: y(t =0)=0= B =0

sowl(t) = (Vo - EJ cos( 95 t] + £
Bo m Bo

Para V:z:

my =—qBoz = v: = — e y
C]Bo

> V:=—

mo (Vo - éj g5 sen( g8 tj
qB. Bo) m m
E

=0
Py 0 ~—
=z(t) = _(Vo — %j m cos(ﬁtj +cte

*

Sea ! =1 el tiempo cuando las cargas llegan a la
posicion z = -h/2

h2
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E() B() * E() *
Reemplazo en y(t) = y(t*)=1= (Vo - Ejﬂsen(q—t j+ Et

PROBLEMA 10.

Una linea de transmision coaxial llena de un material con permitividad no lineal tiene un
conductor interno so6lido de radio a y un conductor externo muy delgado de radio interior b,
tal como se ilustra en la Figura P.6.10.1.

7

N 3

S

Figura P.6.10.1

S
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Si la curva de magnetizacion del material se puede aproximar por
B =1.6H /(1000 + H). Suponiendo que en el conductor interno circula una corriente I,
hacia la derecha y vuelve en la direccion opuesta por el conductor externo, calcule el campo
magnético en todo el espacio.

Hint: Suponga que en el conductor interno la corriente se distribuye en forma
homogénea. Por su parte, suponga que el conductor externo no tiene grosor.

_1.6H
1000+ H
Para r<a:
I Ir’
J: j]enc:.]nl"z:—
142 a’
2
J.Hdl:]enc@H‘znl":[Lz
a
Ay =—2 6= Bory=—2"¢
211a 211 a
a<r<b:
[enc:I
IHdl:Ienc(:)HQHr:I
:Fl(r)z;é
211~
1.6H 1'6(2;[ ] 1.61
Pero-B=1000+m - ; 1000 201r+ 7
51000 + el
2117
= B(r) = 1.6 )
1000 -2[1r+1
Para r>b:
Iem':O
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IHdZ=Ienc:H-2Hr=O
=H=0
= B=0
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6.18 Problemas Propuestos

PP. 1
Se tiene un disco de radio R y densidad de carga o que gira con velocidad angular w.
Determinar el campo magnético en el eje de simetria.

A

s

e

i

Figura PP.6.1

PP.2

Considere dos discos coaxiales de radios a y b respectivamente (b>a) separados por una
distancia h tal como lo ilustra la Figura P6.2. Suponga que h>>ab. Se pide calcular el
vector campo magnético en el eje z.

v

Figura PP6.2
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PP.3 Un motor de plasma es ideado para naves espaciales, el cual se construye con dos
rieles conductores entre los cuales se produce un campo magnético B, segun se muestra en
la Figura PP6.3.

Rieles conductores E}ujo de
; asma
fijos
I /
4' 24 I - L----_-_____’E"_,__
X XX X X X X\j X X i
X X XBX X X ] * X - d
X X X X X X ><ff§5>< X % E
L XX EX X X X XX X
S V : L peonmnee e ’ -’E‘_-_
Plasma de ”  -#----------- :
masa m v L :
Figura PP6.3.

Una corriente de 1000 [A] fluye a través de dos rieles conductores, los cuales estan
comunicados mediante un pulso de plasma de masa m=10 kg, el cual puede moverse sin
perder su forma (conexion a ambos rieles) una distancia L=Im. Suponga que la distancia
entre los rieles es de d=30 cms y que el plasma tiene forma cilindrica.
Se pide:
a) Estime la fuerza sobre la columna de plasma,
b) Siuna nave se equipa con este motor, calcule la velocidad de expulsion del plasma
(extremo derecho en el dibujo),
c) Suponiendo que la nave esta en el espacio y que pesa 5 tons, estime el aumento de
la velocidad que produce un disparo (una columna) del pulso de plasma.

PP.4 Se dispone de un circuito de forma rectangular por el cual circula una corriente
[=2[A], seglin se muestra en la Figura PP6.4.

Il ;b

Figura PP6.4.
Se pide:
a) Calcule el campo magnético en el centro del circuito si a=2 m y b=Im.
b) Si el conductor posee una conductividad g=6x107 [mho/m] y una seccion de 1mm2,
se pide calcular la potencia disipada en el conductor.
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