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CAPITULO 5. CORRIENTE ELECTRICA

‘ 5.1 Modelo de Medios Materiales Conductores

En electrostatica modelamos un conductor como un medio material que dispone de
abundante carga libre, la cual puede desplazarse sin obstaculos hasta alcanzar el estado de
equilibrio cuando se le ha aplicado un campo eléctrico externo. En el estado de equilibrio
vimos que el campo eléctrico al interior del conductor era nulo.

Ahora veremos el fenomeno de la conduccion eléctrica y utilizaremos un modelo mas
elaborado de la materia, pero que incluye al visto anteriormente en electrostatica. La
principal diferencia con el caso anterior radica en el hecho de que ahora los conductores no
terminan en una pared definida, sino que se extienden en circuitos cerrados, tal como se
muestra en la Figura 89.

E(' &)

Figura 89. Corriente en circuitos.

Supongamos que en la Figura 89 se aplica un campo eléctrico circular de magnitud
constante en todo el medio conductor. Si usamos el modelo de conductor visto hasta aqui,
las cargas al interior se moveran debido a la fuerza ejercida por dicho campo, pero no se
alcanzaria la situacion de equilibrio ya que el conductor no termina en ninguna parte. Como

la fuerza sobre cada carga es constante F=qg-E (5.1), las cargas se acelerarian
indefinidamente, cosa que no ocurre en la realidad.

Por ello es necesario ampliar este modelo incorporando las colisiones que experimentan las
cargas cuando se desplazan en el medio material. En efecto, al avanzar las cargas bajo la
influencia de la fuerza eléctrica colisionan con la estructura de la red atdmica hasta alcanzar
una velocidad de desplazamiento estacionaria en promedio (v,). Esta es la nueva situacion
de equilibrio dindmico del fenomeno de la conduccion eléctrica, es decir, al aplicar un
campo eléctrico constante a un conductor como en la Figura 89, los electrones (y cargas de
desplazamiento en general) alcanzan una velocidad de desplazamiento constante en
régimen permanente (para un tiempo suficientemente largo). Dicha velocidad dependera
desde luego del campo eléctrico y de la estructura del medio material. Los electrones con
capacidad de movimiento en el medio forman un tipo especial denominado electrones de
conduccion o electrones libres.



5.2 Definicion de Corriente

La corriente eléctrica es el fenomeno de desplazamiento de cargas en un medio material.
Como vimos anteriormente, dicho desplazamiento incluye mayoritariamente a los
electrones, ya que éstos disponen de mayor movilidad al interior de los medios.

Consideremos un trozo de material al cual se le aplica un campo eléctrico externo como en
la Figura 90.

. Area A E Movimiento
Movimiento de electrones
de electrones =) a Q — >

S 2 S
\\Vl '
Area A

Figura 90. Corriente eléctrica.

Si tomamos el plano A que corta transversalmente el medio material de la figura, se define
la corriente / como:

d :
I = d_? [C/Seg] =[A4] (5.2) esta unidad se llama Ampere.
donde Q es la carga total que atraviesa el plano A en el sentido de E .

Sin entrar en mayores detalles, fisicamente lo que ocurre es que en el estado estacionario
los electrones se desplazan con velocidad promedio constante y sin acumularse en ningun

punto. Asi, para una misma area desplazada una pequefia distancia de A, tal como A' en la
Figura 90, la corriente sera la misma.

De esta forma, para cualquier volumen Q de un conductor, tal como el ilustrado en la
Figura 91, en estado estacionario los electrones se desplazan manteniendo la carga neta
nula.

o..9

Volumen Q

Figura 91. Carga neta nula.
Si designamos por p, la densidad volumétrica de electrones de conduccion y pr a la del
resto de las cargas en el volumen Q, entonces



” p,dv+ J.” prdv=0 (5.3) paratodo tiempo t en estado estacionario.
Q Q

Asi, al aplicar un campo externo se moveran los electrones, pero el numero total de
electrones por unidad de volumen sigue constante.

Consideremos que en este material existe n electrones libres por unidad de volumen que
pueden desplazarse en presencia de un campo externo. Supongamos que v« es la velocidad
de desplazamiento promedio de esos electrones.

Figura 92. Electrones de combinacion.

Entonces, en un tiempo At las particulas avanzaran una distancia Ax y atravesaran el area A.
En otras palabras, todas las particulas contenidas en el volumen AvaAt pasan a través del
area A en un tiempo At. La carga total que atraviesa el area A es por lo tanto:

AQ = gndv,At (5.4)

donde q es la carga de una particula. Luego la corriente que atraviesa la superficie es:
I AQ _ gndv,At
At At
S =qndv, [A] 5.5

Asi, la corriente es positiva en el sentido contrario al movimiento de los electrones.
= I =—endv,[A] (5.6)

EJEMPLO 23

Determine la velocidad promedio de desplazamiento de los electrones en un alambre de
cobre tipico de radio 0.0814 cm que transporta una corriente de 1[A]. Suponga que existen
8.46%10 electrones libres de moverse por cada cm® de cobre.

Sol:

I
[=nxgxv, xA=>y, =—
qxv, d nxqx A (5.7)



A=mx(0.0814) cm’
n=28.46x10% [es/cm3]
q=1.6x10""[C]

I =1[C/seg]

I[C/seg] s )
= Va = C/cem’ | x[cm
‘ T X (00814)2 x 8.46 x 1022 x 1.6 x 10—19 [ ] [ ]

Vi = 3-55X10_3[cm/s]




5.3 Densidad de Corriente

Consideremos un conductor muy delgado por donde transita una corriente I, segun se
ilustra en la Figura 93.

> 1 > X,I

\'>A

Figura 93.Corriente por unidad de superficie.

Se define la densidad de corriente J como un vector que indica la corriente por unidad de
superficie. Para el caso de la Figura 90.

J==ilarm] (5.8)

|~

Asi, J tiene la direccion de la corriente. Para el caso de las particulas visto en el ejemplo

. . I . - : . o
anterior se tiene J =~ = gnv,i (vector en sentido contrario al movimiento de electrones).
A

Por extension, cuando se tienen superficies mayores como en la Figura 94 se define J
como
_ A (5.9
J(#)=lim —i

AS—0 AS

donde Al es la cantidad de corriente que atraviesa en forma ortogonal al elemento de area
AS e i es la direccion de la corriente (y normal al elemento de area).

/ Area total A

_;
AS
¥ Al

=)

v
=<

Figura 94. Vector densidad de corriente.

Asi, la corriente que atraviesa el area A (en el sentido de g5—g453% ) es

1=[[J-dS . (5.10)
A

En general el vector densidad de corriente variara con la posicion.



EJEMPLO 24.
Un conductor ideal tiene la forma irregular de la Figura 92.

1

Figura 95.

La curva del limite superior del conductor es y = ax’+2b, la cual es valida en todo el largo [
del conductor. Por el conductor circula una corriente I, la cual ingresa y sale del conductor
perpendicular a los planos que lo limitan. Se pide calcular el vector densidad de corriente
en los planos extremos del conductor.

Sol"
Supondremos que la corriente se distribuye en forma homogénea al interior del conductor.
Por ello, en el extremo x=0, el vector densidad de corriente se distribuye homogéneamente

en el disco de radio b y apunta en direccion [ .Asi,
_ I
J=—7i
nh
En el otro extremo, el plano de salida del conductor forma un angulo 6 con el eje x. Dicho
angulo se forma entre la ortogonal a la tangente de la curva y = ax’+2b, evaluada en x=I, y

el eje x. La tangente esta definida por la curva y’ =2ax, que por definicion corresponde a
12(90-6 ) en x=I, es decir,

tg(90 - 0) =2al
aplicando identidades trigonométricas cos(90 — ) = [1 +1g° (90 — 0)]_1/2 = (l +4a’l’ )_1/2 y

. 2 2 \1/2

sin(90 - 0) = 2al(1 + 44 1*) .
De las leyes de semejanza de tridngulos obtenemos el radio del disco en el extremo de
salida del conductor

r= %\/(alz +2b)* +(al’* +2b)’1g* (90— 0) = %(az2 +2b)\J(1+1g*(90-0) = %(alz +2b)1+4a’1?

Con ello finalmente el vector densidad de corriente en el plano de salida es

g1 (cos(90 —0)i +sin(90—6) )

2
nr




En forma analoga podemos definir un vector densidad de corriente superficial cuando se
estudian distribuciones de corriente en superficie. Supongamos que tenemos una corriente
fluyendo en el plano y-z, seglin se muestra en la Figura 96.

z, k

=5 Al

\4

~>

W

A\ 4

Figura 96. Densidad superficial de corriente.

Se define el vector densidad de corriente superficial K [A/m] como

ooy i AL (5.11)
KO =lmar/

Inversamente, cuando disponemos del vector podemos calcular la corriente atravesando un
tramo de ancho L como

L
1=jK-jw (5.12)
0

EJEMPLO 25.

Considere un conductor toroidal que trasporta una corriente I segiin se muestra en la Figura
97. Suponga que se desea tener una representacion equivalente en dos dimensiones de este
conductor a través de una cinta. Se pide determinar la corriente superficial por esta cinta
resultante (imagine que resulta de aplastar al toroide hasta dejarlo plano).

Diametro 2a Ancho 2a

Figura 97
Sol.
En la Figura 94, en el lado izquierdo esta representado el toroide (de tres dimensiones) de
seccion transversal A. En el lado derecho se presenta la cinta (dos dimensiones) de ancho



2a. Ambos elementos conducen la misma corriente total , es decir la seccion transversal
del toroide es atravesada por la misma corriente que atraviesa por un corte transversal de la
cinta. Esta situacion se ilustra en la Figura 98. La figura del lado derecho es una
amplificacion de la seccion del toroide. La proyeccion bajo esa seccion es un trozo
transversal de la cinta.

Diametro 2a

Figura 98
Si J es la densidad de corriente homogénea del toroide (J =I /ma’ A/m”) y K la densidad

superficial de corriente de la cinta (A/m), entonces la condicion de equivalencia impone
Kdy = JAS . Desarrollando obtenemos

[.=2\a’ -y’
Kdy = ! 2 Ja’ —y*dy

na’
K 21 Ja® - y?
na’ —
. . . _ 2[\a -y .
Luego el vector densidad de corriente superficial es K = ————— .
ma

Este resultado indica que la corriente no se distribuye en forma homogénea en la cinta, ya
que es mayor en el centro (y=0) y decrece hacia los bordes, llegando a ser nula para (y=a).
Este resultado es coherente con la intuicion, ya que si miramos el toroide desde arriba (un
punto perpendicular al plano de la hoja de papel), efectivamente veremos pasar mas
corriente en el centro y menos hacia la orilla (convénzase de este resultado!).

Propuesto. Determinar K si imponemos que la corriente se distribuya en forma homogénea
en la cinta.

10



5.4 Ley de Ohm

En la mayoria de los materiales conductores se encuentra que al aplicar un campo eléctrico
se verifica la relacion

J=gE (5.13)
donde g es en general constante y se denomina conductividad. Las unidades de g son

[A/Vm]. Es comin llamar Mho (o MHO) a la unidad [A/V], con ello también se usa
[MHO/m] como la unidad de g.

Todos los materiales que satisfacen la relacion anterior se denominan 6hmicos y g puede
depender de otras variables como la temperatura o la presion, pero no del campo eléctrico.
Existen también materiales no 6hmicos en donde g depende del campo eléctrico aplicado,
pero en este curso no los estudiaremos.

Consideremos un conductor alargado de seccion uniforme S por donde circula una corriente
I debido a la presencia de un campo E seglin se muestra en la Figura 99.

1] ! 2],
Seccion S ' 1

= )

X,i
Figura 99. Ley de Ohm.
Por la ley de ohm j =g E, pero suponiendo distribucién homogénea de corriente J = Iry
S

2

de la definicion de campo E:_VVj_IE.dx{:Vz_Vl:>V2_V1:_E.1
1

= m-n:az:é:@i

Reemplazando valores en la ley de ohm se tiene

I iV
s'TE
/
=>W-n)=| I
Sg

Se deﬁnep:l (5.14) como la resistividad del material y g = p xé (5.15) como la

g
resistencia. Las dimensiones de la resistencia son [Volt/Ampere] y se llama OHM. Con esto
podemos escribir

— AV =RI (5.16)

Esta es la Ley de Ohm en conductores.

11



También es usual definir G = 1/R como la conductancia del material.

En general, mientras menor sea la resistencia de un material serd un conductor mas
eficiente, y en el limite, si la resistencia se hace nula hablamos de un conductor perfecto
donde Ar=0. Este tltimo caso ocurre en algunos materiales pero en condiciones de muy
baja temperatura, son los llamados superconductores.

Para un material es posible medir su voltaje y corriente y determinar asi la caracteristica V-
I, y con ello la conductividad, segin se muestra en la Figura 100.

A
V[v] Material ohmico

Material no ohmico

»
»

LTA]
Figura 100. Caracteristica V-I.

En la Tabla 3 se presentan valores de conductividad para diferentes materiales.

12



Tabla 3. Conductividad (aproximada)* de algunos materiales a 20°C

Material Conductividad ¢
(mhos/meter)
Conductores
Plata 6.1x 10’
Cobre (standard) 5.8x 107
Oro 4.1x 10
Aluminio 3.5x 10
Tungsteno 1.8x 10’
Zinc 1.7x 10
Bronce 1.1x 10’
Hierro (puro) 10’
Plomo 5x10°
Mercurio 10°
Carbon 5x 10*
Agua (mar) 4
Semiconductores
Germanium (pure) 2.2
Silicon (pure) 44x10*
Aisladores
Agua destilada 10
Earth 10°
Bakelita 10710
Papel 10"
Vidrio 1072
Porcelana 1012
Mica 10
Parafina 10"
Goma (dura) 107"
Cuarzo (fusionado) 1077
Cera 1077

(*) Estos valores pueden variar en otras Tablas ya que hay muchas
variedades y aleaciones de cada material y la conductividad es ademas

sensible a la temperatura, impurezas, etc.

13



En el caso general se tienen conductores irregulares como en la Figura 101.

—

Y
0 -0 [

Figura 101. Corriente en conductor irregular.

1 2
Aqui la diferencia de potencial entre los extremos es AV =V, -V, = IE dl = J
1

y dado que la corriente en las caras extremas es la misma (no hay corrlente que se acumule

o salga por otra superficie del conductor) se puede definir la resistencia como
2

[E-d
_ 1 (5.17)
”gE'-dS’

donde el recorrido de la integral de linea es cualquiera y el area es cualquier seccion
transversal del conductor.

EJEMPLO 26
Un alambre de didmetro Imm. y de conductividad g = 5x10"mho/m tiene 10% electrones

libres por m>. Si se aplica un campo eléctrico de 107V /men la direccién axial se pide:
a) la densidad de carga de electrones libres
b) densidad de corriente
c) corriente
d) velocidad media de los electrones

Solucion:
Q1—0) @),
Area A

Figura 102. Conductor unifilar.

a) p,=nxe=(10")x(-1.6x10"")=~1.6x10"[C/m’]
b) J=gE=(5x10")x (107 )i = 500000{[ 4/ m?]

)i=([]-dS=J- 4= (5><105)><[7z[1023j ]: 0.393[ 4]

14



J 500000
gxn 1.6x10"

d) J=gxnxv,=v, = =v, =3.125x10"m/s

‘ 5.5 Fuerza electromotriz

Llamaremos fuerza electromotriz FEM a un dispositivo con la propiedad de mantener una
diferencia de potencial definida entre sus terminales. Esquematicamente se muestra en la
Figura 103.

O v,
Vi—V,=AV independiente de lo que se

FEM

conecte entre los terminales 1 y 2.

2
OVz

Figura 103. Fuerza electromotriz.

Una pila comun, una bateria de auto, un generador son ejemplos de fuerza
electromotriz. SIAV >0 Se acostumbra a anotar como:

Conductor perfecto R=0

/L/ \

e
+

Figura 104. Notacion FEM.

Recordemos que por “conductor perfecto” entenderemos un conductor con una
conductividad muy grande y que por lo tanto presenta una resistencia (R) despreciable y no
registra diferencia de potencial alguna. Sin embargo, en la practica las FEM poseen una
resistencia interna Ry, por lo que la representacion mas usada es la siguiente:

+ Rin

Figura 105. FEM en circuitos.

15



Examinemos la configuracion de la Figura 106.

Conductor perfecto Conductor perfecto
—
pY R D) -
—>
» A
X, 1 I I l
Tt
/’ﬂ | !
Cable conductor perfecto €

Figura 106. Conductor real.
Habiamos probado que la diferencia de potencial entre los “conductores perfectos” es
[ -
— IE odl=V, -V,
2 El=V,-V,

donde / es la distancia entre los conductores. Esta diferencia de potencial es
exactamente el valor de la fuerza electromotriz. Luego

e=V,-7,
=ec=F-I,

Por otra parte, la corriente que atraviesa el area A es / =J - 4. Ademas la densidad de
corriente cumple conJ = g E . Luego, si/ es el largo del conductor de seccion A,

tenemos
:Izg—gA:N::LI
[ gAd
o
=¢&=RI

Esta expresion corresponde a la Ley de Ohm vista anteriormente.

La fuerza electromotriz € realiza el trabajo de tomar cargas a un potencial y entregarlas
a uno de mayor magnitud. Al circuito analizado se le representa como:

+ g -
Figura 107. Convencion signos.

16



5.6 Efecto Joule

Consideremos la configuracion de la figura:

—
1 ! BJ 2
| :

|

||

+ € -

Figura 108. Efecto Joule.
La energia de la carga en el disco 1 es

U1:AQ1‘V1

donde AQ, es la carga que atraviesa el plano A; y V; es el potencial en 1.

Similarmente la energia en el disco 2 es U, = AQ,V,.

Por lo tanto la diferencia de energia es
AU = AQV, - AQ,V,

pero AQ, y AQ, son iguales (no hay acumulacion de carga)
= AU = A0V, - V,)

Por otra parte la potencia es el cambio de la energia en el tiempo, o sea

P:M:A_Q(I/I—Vz), pero §=]
At At At

=P=1(,-7,)
y haciendo coincidir 1 con el comienzo del conductor y 2 con el fin tenemos que

= P=1IAV (5.18)
es la potencia disipada en el material.

Dicha potencia se expresa en un calentamiento del material producto de las colisiones
entre las particulas. Esta potencia es suministrada por la FEM.

Como AV=RI , una expresion usual de esta potencia es:

17



P=RI* (5.19) o P=

En general, para un material cualquiera tendremos

! dv
7/
J S
_ :
. L

—— > dr

Figura 109. Energia en elemento diferencial.

La potencia disipada en el elemento de volumen es  gp— (j. dg).( E. df) (5.21)

1 dv

) dP=J-E-ds-dr. (5.22)
Como todos los vectores son paralelos dS - dr = dv 'y podemos escribir finalmente la

expresion

P= jjj] Edv (5.23)

la cual representa la potencia disipada en un material de volumen Q.

18



‘ 5.7 Cargas en medios materiales

Resumiendo lo que hemos visto hasta aqui es lo siguiente:

) Dieléctricos
Figura 110. Cargas en dieléctricos.
D=s,E+P
D=¢F

Los medios se componen de dipolos que pueden girar en torno a su posicion de
equilibrio, pero no se desplazan.

(i1))  Conductores:

Equilibrio electrostatico

E=0
V =cte

Figura 111. Conductores en equilibrio electroestatico.

Soélo tiene distribucion superficial. La carga al interior es nula p=0 y no hay polarizacion

P=0.

Equilibrio Dindmico: corrientes

o & O O
0 B ©

Figura 112. Conductores en equilibrio dindmico.

Electrones se desplazan con velocidad constante. Carga total por unidad de volumen es
nula. También puede existir una polarizacion del material P=0 (orbitas de electrones se

desplazaran de su centro).

19



Sillamamos p, a la densidad de carga de electrones por unidad de volumeny p, ala

densidad del resto de las cargas, se cumple

“ p,dV + ”.[deV =0 (5.24) en todo el volumen Q.
Q Q

Ademés los materiales hmicos cumplen con J = g E .

Asi, en general un medio material puede presentar caracteristicas de dieléctricos (g), o sea
aisladores, o conductores (g) como se muestra en la Figura 113.

E
—»

Hectrones libres
dipolos @ ——

© &
NG & @

Figura 113. Cargas en materiales reales.

Si g—oo = conductor perfecto
Si e»o0 = aislante perfecto

Ambas caracteristicas son contrarias, es decir, si es un buen aislante tendra pocas cargas

libres y sera por lo tanto un conductor pobre, y viceversa.

20



5.8 Corriente de Conveccion

La corriente de convecciéon se produce cuando se tiene una masa con carga en
desplazamiento, por ejemplo un liquido con carga fluyendo por una cafieria. Consideremos
que esto ocurre en la Figura 114, con una masa eléctricamente cargada que se desplaza con

velocidad v..
AN
asQ [

mq@
e e\
PN

o A

v

v

v

Figura 114. Corriente de conveccion.

Si la masa contenida en el cilindro elemental tiene velocidad vc, y si designamos por p. la
densidad de carga en dicho volumen, entonces la cantidad de carga contenida en el
volumen ASxAl es p.x(ASxAl). Por lo tanto, la corriente atravesando al area AS en un
intervalo At es

N:g: PASXAL _ pcASgl, (5.25)
At At At

pero v, = i—i = Al = p ASv, (5.26)

Luego el vector densidad de corriente es

J(F)=pyvii , (5.26)

donde u es el vector unitario en la direccion de desplazamiento de la masa cargada.

Se cumple
I= jjj(f) -dS (5.27)

Donde I es la corriente total que atraviesa el area A (la cual desde luego no se mueve).

Conviene precisar que en las corrientes de conveccion NO tiene sentido la ley de ohm, es
decir, no se cumple la relacion J = g E.
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EJEMPLO 27
El sistema de la figura 115 representa una cinta transportadora de un polvo cargado que

puede modelarse como una densidad superficial de carga ¢ =107 C/m*. La cinta tiene un

ancho de 1m se mueve a una velocidad de 2 m/s. Se pide:

a) calcular la corriente que atraviesa el area A
b) (cuanta carga ha pasado en 5 segundos?

Ancho 1 m

Figura 115. Cinta transportadora de carga.
Solucion:

a) [= oxdxAl_ odv, = 102[C2}<1[m]>< 2[’”}
At m N
I1=2x1072[C/S]=20m4
b) AQ =Ix At =2x1072[C/S]x5[S]=107"[C]

La corriente de conveccion tiene gran importancia en el entendimiento de los seres vivos.
Por ejemplo el intercambio de sustancias entre células se puede explicar mediante un
modelo eléctrico en base a corriente de conveccion de proteinas.
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5.9 Ecuacion de Continuidad

Consideremos un volumen € del espacio en el cual se tiene un flujo neto de corriente
saliendo del volumen.
Isalida = ﬁjdg (528)
S(Q)

aqui dS = dSnapunta hacia afuera del volumen Q.

Figura 116. Continuidad de carga eléctrica.
Si llamamos Q;, a la carga contenida en el volumen €, entonces se debe cumplir

__49,
=- (5.29)

salida

O sea, la corriente que sale corresponde a la variacion de carga encerrada en el volumen.
. . . - 1

Supongamos que Q;, se describe a través de una densidad de carga libre p, .

Luego:

0, = [[[ pa(®ar  (530)

d _
Ixalida = _Ejij pQ (r)dV (531)
Dado que el volumen Q es fijo (no depende de t) podemos escribir:
Isalida = _.[.U|:a PQ (’7):|dV (532)
O ot

y reemplazando en la expresion original tenemos:

[ £ put v = {1705 (533)

S(Q)
Aplicando el teorema de la divergencia al lado derecho

o _
. jmat palr) 7 - J[[v-7av (534
Como se cumple V espacio 2 (contenga este un medio material o no)
=V-J+ % Po(7)=0 (5.35) Ecuacion de continuidad.

La carga no aparece ni desaparece espontaneamente, sino que se conserva.

! Notar que la carga de polarizacion no se desplaza, ya que sélo gira en torno a la posicion
de equilibrio.
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5.10 Ecuacion de Continuidad en Medios Materiales

Consideremos un medio material que posee tanto caracteristicas dieléctricas (€) como
conductoras (g). Supongamos que en t=0 se inyecta instantdneamente una densidad de
carga p (ryen el material. Determinaremos la variacion que experimenta la carga para ;>0

Figura 117. Ecuacion de continuidad en medios materiales.

Tenemos
J=gE=V.J=gV-E,donde hemos supuesto g constante.
Pero
DesE=v.j-8v.p=-& o) Y reemplazando en la ecuacion de continuidad
g £
obtenemos
£ o0+ =02 p= pee™ (539

donde T,=¢/g (5.37) es la constante de relajacion y mide la rapidez con que la carga en

volumen emigra hacia la superficie. Asi, en régimen estacionario no hay carga en volumen
y s6lo hay carga superficial.

EJEMPLO 28
Considere un medio material que forma una esfera de radio R, el cual tiene caracteristicas

dieléctricas € y conductividad g, segiin se muestra en la Figura 118. En =0 se carga dicha
esfera con una carga Qo uniformemente distribuida.

Figura 118.Carga en funcion del tiempo.
Se pide:

a) Determine la ecuacion que rige la carga en la esfera para 1 >0,

b) Evalue el tiempo que toma la carga en volumen en disminuir 36.8% de su valor
inicial,
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c) Cuanto vale el tiempo calculado en b) para los siguientes materiales:

g €rR
Cobre 5.8x10’ 1
Cuarzo fusionado 1077 5
Sol"
a) la ecuacion que rige la carga es:

g op(1)

= p(t)+ =0

S PO+

Integrando en el volumen

=>HI[ p(t)+ap(t)jdl/ 0

:>§j'lj/'j'p(t)dV+5j'lj/'j'p(t)dV=0
o) o)

8 Q(z) L 99(1) aQ(Z)

4
Para t=0 Q, = pogﬂ,’Rs yr,=¢
b) 0.3680, = Qe * =t =T,

c)

0= 0(t)=0pe ™"

cobre

Cuarzo fusionado

Tr 1.53x107" seg

51.2 dias
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5.11 Condiciones de Borde para .J

Consideremos la interfaz de dos medios materiales como en la Figura 119. A ambos lados
hay campos y densidades de corriente.

Figura 119. Condiciones de borde.
De las condiciones de borde para dieléctricos teniamos que la componente tangencial del
campo eléctrico se mantiene (aqui sigue cumpliéndose V x £ = 0) y que la diferencia de la
componente normal del vector desplazamiento es igual a la densidad de carga superficial
(sigue cumpliéndose la primera ecuacion de Maxwell v o D = p). Por lo tanto

E,=E, = & = ﬁ
& &>
Dy =D,y =0,

J J
=gk, —&E, =0, =g " —g "2 =g, (5.38)
& 8>
Por otra parte, también usaremos la ecuacion de continuidad ¢, 5 dp _ , para obtener

ot

J
condiciones sobre J. Tendremos dos casos interesantes.

I. Situacion Estacionaria %°(®) _ . Cuando no existe variacion de carga en la interfaz se
ot

cumple V.J =0. Si tomamos un volumen como el del cilindro de la Figura 118
obtenemos (se procede en forma similar a la usada para derivar la continuidad de la
componente normal del vector D)

J,, =J,, (539

Aqui claramente habrd una carga acumulada en la interfaz ya que las condiciones
(5.38) deben cumplirse. Asi, al reemplazar la componente normal de J en (5.38) se
tiene

& €y _ & EH _
Jln = O-l (71+72) : Yy J2n = O-l (71+72) : (539)

-4 & &
Cuando se cumple esta condicion de borde diremos que el sistema esta en estado

estacionario o en régimen permanente, la cual es equivalente a suponer 0p _ .
Ot

26




II. Situacion Transitoria. Cuando hay variacion de carga tenemos que EZ) # 0. Haremos
t

uso ahora de la ecuacion de continuidad en el volumen Q indicado en la Figura 106.

v.j+a£=o 0 en su version integral ﬁj.dSJrfLQ =0.
ot LES ot

Aqui Q es la carga en Q2 y haciendo tender el largo del cilindro a cero

= [{T-dS =.J,,AS —J,,A5 (3-40)
S(Q)
y 9Q solo se concentra en la interfaz, luego
ot
oQ O
=-—==—(c-AS) (541
= (0AS) (541
= J, AS—J, AS +88—(:AS =0

:>J2n—.1m+%—‘:=o

Esta es la condicion que deben satisfacer las componentes normales del vector densidad de
corriente de ambos medios. Esta situacion se llama transitoria o transiente.
Caso en que uno de los medios es un conductor perfecto.

Consideremos la interfaz entre un medio material y un conductor puro tal como se muestra
en la Figura 120.

o “WW///% Medio material

Conductor puro

Figura 120. Dieléctrico y conductor perfectos.

Al tomar la superficie Gaussiana S, se tiene

{{D-dS = D,,AS - D,,AS =c AS (3-42)
N

Al interior del conductor perfecto el vector polarizacion es nulo. Luego, los campos
cumplen

eE,—¢E =0 (543)

Las condiciones de borde para el vector J en este caso son las mismas que desarrollamos
anteriormente.
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EJEMPLO 29
Considere el sistema de la Figura 121. Se pide:

a) Calcular J,E y Dentre las placas conductoras en la condicion de equilibrio.
b) Idem pero en la situacion transitoria.

. conductor
Potencial Vo P —
/ 7;
\ d/2
7;
&, 8 l Dl»Elsjl d2
T 7 =
B kT ////// /// //
%
conductor
~—  Potencial cero V=0
Figura 122. Condensador compuesto sin acumulacion de carga.
Sol.
a) Supondremos que campos y densidades de corrientes tienen direccion segin z.
Dado que estamos en la condicion de equilibrio, no hay variacion en la carga
superficial o entre los dos medios, es decir, se cumple @ =0 en la interfaz y

por lo tanto de la ecuacion de continuidad =V -J =0 en régimen permanente.
Seglin vimos esto conduce a la condicion

= J2r1 = Jln

Para los campos eléctricos supondremos El, = Ei(_;g) , con E; constante para ambos

medios. De la Ley de Ohm se tiene

Por lo tanto,

glEl =g,E, (5.44)
Por otro lado, sabemos que la relacion entre el voltaje y el campo eléctrico entre dos
puntos (1,2) cualquiera es

2
V,~V,=—[E-dl
1
y haciendo coincidir 1 con el potencial cero y 2 con el potencial V) tenemos
d/2 n n d n n
=V, = —{ [ E,(=k)-dzk + [E, (—k)-dzk}
0 d/2

v, =E2§+E1i = E+E,=-""%
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b)

Usando la condicion (5.44) obtenemos

L 2W,
&2 F v E,=-T0%
81 d
~ 2g.V, ~ ~ 2g.V, ~
= E,=- 80 poy p=- &0 |
d(g, +g,) d(g +g,)
Luego las densidades de corriente son
- 2 Vy =~ - 2 Vo =~
J2:— glg2 0 k y J]Z_ glg2 0 k
d(g, +8,) d(g +g)

Claramente se cumple la continuidad de la componente normal del vector densidad
de corriente en la interfaz. Para los vectores desplazamiento tenemos

. 2 Vy =« _ 2 Vo =«

D, =- £:,81%0 k vy D =- £18:%0

d(g, + &) d(g, + &)
Por lo tanto existira una distribucion de carga o entre los dos medios materiales
dada por la condicién
D, - D, =c, donde usamos la notacion p. = p,(-k)-

Luego,

_ 2V,(6,8 —€.185)

d(g, +g,)

Es importante notar ademas que habra una densidad de carga en la cara interior de

los conductores (interfaz entre conductor puro y medio material). Si llamamos
o, y o,a las densidades en la placa superior e inferior, sus expresiones son

D e(-k)=0, = 01:&
d(g,+g,)
d(g, +g,)

Consideramos ahora el periodo transiente para la distribucion de carga o en la
interfaz . Usamos la misma notacion anterior D,=-D, -k, E =-E, -k
Donde los campos tienen la direccion de la Figura 123.

V=V

x Dl,El, O 1,8

V=0

Figura 123. Condensador compuesto con acumulacion de carga.

Segln vimos la ecuacion de continuidad en el régimen transitorio conduce a la
condicion de borde
0o

Jy,=J,+—=0
ot
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Por otra parte, de las condiciones de borde para el vector desplazamiento
D,-D =oc

Ademas sabemos que

d/2 d

(- Ek)dck - [ E8) aek

d/2

d d 2,
De (5.45) y (5.46) tenemos el sistema:
E+E, = 2
d
-¢E +e,FE, =0

2
£ x(5.45)+(5.46)= ¢ E, +¢,E, = ﬁsl +0o

2
&, x(5.45)—(5.46) = ¢,E, + ¢,E, = 282 _

=K = 1 (&—GJ
"o te d

2

L E =- ! (&—Gj/g:}:— d (Wﬁ—ajé
g+e,\ d g+e\ d

E, =- 1 (%ﬂ;jé:@:— ! (%Jrojlé
g+e,\ d g+e,\ d

Luego las densidades de corriente son:

j :_&(2"082_6),; g

Tomando la diferencia

J. —J z&(z%gl_,_a)_gl(zlfogz —0)
? 181+82 d g +e,\ d

Jo—J = 22V g2V, +G(g1+g2)
> d(g, +&,) d(g +¢,) g +e&,
~J,=J=a+ o
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. . oo
Reemplazando en la ecuacion de continuidad = a + o + > =0
t

Solucion Homogénea o(t)=ke™”

., ) a
Solucidn Particular o =-——

QLa&:@:O:kz%

ZVO(g2€1 _8152)
& _ d(e +é,) :ZVO(g2gl_glg2)

B &t d(g,+g,)
&g t+¢&,
_&tes
o(t)= 2V (226~ 2:82) e BFE ' _1
d(g, +g,)

Notar que para t—o0
_ Wo(gie, — 2:81)

olt>)=o d(g +g,)

0

que es el resultado obtenido en la parte a).
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5.12 Ley de Voltajes de Kirchoff

Consideremos un sistema de conductores como el de la Figura 124.

Conductor perfecto
1 8 & 2 \l/ 3 g,,¢, 4 n-1 &> n

Q) L, )—C) £

+ &
Figura 124. Ley de voltajes de Kirchoff.

La diferencia de potencial entre 1 y n es

n—1

AV =i1§1 ~d7+jE2 wdl ..+ j E,_ -dl (5.47)
1 3 n-1
AV =Y EL=W-V)+V,-V)+..+(V,_ -V,) (548)
Pero AV =¢
S YAV —£=0 (549)
..La suma neta de las diferencias de potencial en un loop cerrado es nula. Esto se
conoce cono “Ley de voltajes de Kirchoft”

EJEMPLO 30
Encontrar el voltaje en el condensador de la figura 125 si este se encuentra inicialmente
descargado.
10
i
+ ——
10V —— ___ 1pF

Figura 125. Circuito RC serie.
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1:
i(l))licando ley de voltajes de Kirchoft:
oV =v,+V.
10=10+V,
dv,
dt

pero i=i.=C

dv,
dt

dv,

dt

=10=C

+V,

10=10"°

+ V.. Ecuacion diferencial ordinaria

Resolvemos la solucidn particular y luego la homogénea.

Solucion homogénea:

—10° e +V, =0

t
=V, =ke® 1=10"°
Solucioén particular:
av,
dt
=V, =10
Solucién completa:
Ve = ch +Ve
t
V.=10+ke
Aplicando la condicion inicial:
Vo(t=0)=0=>k=-10

finalmente

=0

V.(1)=10(1- ef)V

Notar que para ¢t — oo V' (¢#) =10V = no hay corriente en el circuito.
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5.13 Ley de Corrientes de Kirchoff.

Consideremos ahora un sistema de conductores que convergen a un mismo espacio 2
segun se muestra en la Figura 126.

Figura 126.Ley de corrientes de Kirchoff.

Si no existe acumulacion de carga

‘Z—fzoz,»vjzo (5.50)

Tomando el volumen € que contiene a todos los conductores convergentes

= (jv-Jav =0 G3D

y aplicando el teorema de la divergencia

S(Q)
Ujjl -dS, +Ujj2 -dS, +...+Ujjn -dS, =0
s, s, s,

L+ +. 41 =0(5.52)

Si no hay acumulacion de carga la suma neta de corrientes que convergen a un espacio
cerrado es nula. Esta es la “Ley de corrientes de Kirchoft”.
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EJEMPLO 31
Calcular la corriente I de la figura 127 si el condensador se encuentra inicialmente

descargado.
I I2
e
l I |
. _1pF
— 10
10V ——
— 10
Figura 127. Circuito RC paralelo.
Solucion:
De la ley de corrientes de Kirchoff obtenemos que /=1, + 1,
De las ecuaciones del condensador sabemos que /7, =C ddl
t
De aplicar ley de voltajes de Kirchoff y ley de Ohm se obtiene
I, =ﬁ=ﬂ=1o[,4]
R 1Q
I Vi _10-V¢
* R 1

Igualando las dos expresiones encontradas para la corriente /,llegamos a la siguiente

ecuacion diferencial:
L dv,
10°—<=10-V,
dt
En el ejemplo 30 resolvimos la misma ecuacion diferencial con la misma condicion inicial,

llegando al resultado que se muestra a continuacion:

t

V.(t)=10(1—¢ * )W cont=10"

L dlo(1—e 7)

=1,=10
dt
1 -+
=1,=10"° [10—e j
T

t

=1,=10e * [4]
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Finalmente
I=1+1,

](t)=10£1+eij[A]

Notar que para t > o (1) =104 = solo hay corriente en la resistencia Ri, es decir, no hay

corriente en el condensador.
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5.14 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1:
Considere el circuito de la Figura .
I /\/
R1:R
+ 1
e — R=R—" C -~
Figura P.5.1.1

Se pide:

a) Determinar la corriente I en funcion del tiempo si en t = 0 la carga del condensador

es nula (voltaje nulo).
b) Calcular la corriente para la condicion estacionaria (t infinito).

Solucion:
a) Por la ley de corrientes de Kirchoff:

I=1,=1I,,+1,
e
R
dv,
dt
Pero por ley de voltajes de Kirchoff V,, =V

:I:E+C%
R dt

Utilizando nuevamente la ley de voltajes de Kirchoff y la ley de Ohm
Vi =E-Ve

]R2

I.=C

E-V,

=>1=1I =

Entonces formamos la siguiente ecuacion diferencial:
E-Ve Ve cdle

R R dt
dv,

dt
Para resolver esta ecuacion debemos encontrar la solucidn particular y la homogénea.

Solucion homogénea:

RC

+2V.=E
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V,
:O=2VC+RCd—C
dt

2
Ve, (t) = ke %€
Solucioén particular:
- dv, _0
dt
2V.=FE
E
VCp = E
Luego

E 2
V()= +ke e’

Aplicando condicion inicial:

V.(0)=0
:>0:£+k
2
:k=—£
2

2
:Vc(t)=£[1—e RC'J
2
_VC

Pero lo que buscamos es la corriente I, la que estaba dada por 7 =

2
=Ll e
Rl 2

2t

1(1) :%(l—e’“)

b)

limI(¢)= £

1= 2R

Resulta intuitivo este resultado, pues el condensador durante el régimen transitorio se carga
no conduciendo una vez cargado. Correspondiendo entonces la corriente I en régimen
permanente a la corriente del circuito sin el condensador.

PROBLEMA 2

Se tiene un par de electrodos de placas planas paralelas entre las cuales se aplica una
diferencia de potencia Vo. En el interior se coloca un dieléctrico perfecto junto con dos
secciones de dieléctrico con pérdidas. Para este problema se pide determinar:

a) La distribucién de campo eléctrico en todo el sistema. (desprecie efectos de borde)
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b) La capacidad equivalente C del sistema de electrodos.
c) La conductancia equivalente G del sistema de electrodos.
d) La densidades de cargas en las interfaces del sistema.

1
Hint: la energia eléctrica w = —I—dv Y W,ondensador = ) cvy

Considerar profundidad unitaria

d €,8 &, €,8

b 2a b L_
Figura P.5.2.1
Solucion:
a) Los campos Ei,E-, Es estan los tres en la direccion Z y con el sentido de este
mismo vector (van de mayor a menor voltaje). Como estos tres campos son
tangenciales a las interfaces del medio, se tienen que Ev=E»=Ex (condiciones

—

de borde) = Ei=E,=E;=E
Habiamos visto que:

d
AV = —.[E dl = E = % (entre las placas)

A

Luego: E=-2z
8 d

Fuera de las placas el campo es nulo, pues la carga encerrada sera cero.

b) w, =w, +w, +w, como wl=w3:w =2w, +w,

&
= w = —jEZd =4 ?d = 1d2b d-1
& (Vs V02

=22 [loy 2a-d-1
w= = 2d2
luego

2

w =%(aez+bel)

e

So6lo nos queda igual a la energia eléctrica del condensador

2
= CV; =22 (az, +be)

:>C=§(as2 +bg,)
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o) .71:gfl:g7Vo;

[=|[J-dS=1=2[[J-dS
A A

:IZZgTMK) pero [ =GV (leydeohm G=1/R)
d

d) Sabiendo que Di,— D>, = p, pero el campo solo tiene componente tangencial por lo
tanto no hay densidad de carga en las interfaces.

PROBLEMA 3
Un conjunto de n placas conductoras de areas 4,24,44,....2" 4,....2" " 4, estan ordenadas
formando una pila vertical. La distancia entre las placas sucesivas es d y entre ellas hay un
material de conductividad G=cte. Experimentalmente se encuentra que la resistencia
eléctrica entre la primera y segunda placa es 1Q).

a) Calcule la resistencia total cuando n—oo

b) Considere la situacion de la Fig P.5.3.2 en el limite cuando n—o y calcule la

intensidad de corriente que circula por la resistencia de 1Q2. conectada entre la
cuarta placa y la tierra.

| |
N W= =W
V=1Volt [ A ]
I 2A | <—

1 Volt :_

Figura P.5.3.1

© k
Indicacién: Z(lj =2
k=0 2

Solucion:
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1=”J-d5=jjg~E~dS
1=([s0ke)-dS = [[J-dx-dy=J 4
o g EA=I
4
g E-A

R=

VV=—E<:>62—V=—E:dV=—E-dZ
z

Integrando

v, d
[daV=-[E-dzV,~V,=-E-d =V=E-d
(S —

" 0 .

g-4i5 g4
R, :2— pero =R =1Q
g4 g
=R, =2 LJ:zg
g4
b) R,
| |
||
V= IVolt LA ]

Figura P.5.3.2
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d d d

R +R,+R, = + +
g4 2g-4 4g-4

~1[0]+{e]+[0]—1[0]
R, =2[Q]
= & =2[0]-~[0]-,[0]

R -R 1/4-1 1
R = G Y — =—Q
paralelo Rx Ry Rx +Ry 1/4+1 5[ ]

7 1 39

R, ==[Q]+-[Q]=22[Q
V. 1 20

20

Vi + Vo +Ve Vo =1[V]
I (R +R, +R3)+VRJ, =1[V]
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5.15 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
En el circuito de la figura, el interruptor K, permanece cerrado y el K, abierto hasta que el

condensador C se carga a un potencial Vo. En t=0 se abre K, y se cierra . Para
t > 0 determinar:

a) El voltaje en el condensador.

b) El tiempo que demora el condensador en descargarse.

c) La potencia en la resistencia en funcion del tiempo.

V__ =cC %R

Figura PP.5.1

PROBLEMA 2

Se tiene un tren de juguete que se mueve sobre rieles colocados en forma de circunferencia.
Los rieles tienen una resistencia r por unidad de longitud y el tren tiene una resistencia R.
Se aplica una diferencia de potencial V), entre los rieles.

a) Encuentre y dibuje el circuito equivalente.
b) Encuentre la corriente que pasa por el tren cuando este se encuentra formando un
] @ con la direccion de referencia.

AN

Figura PP.5.2
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PROBLEMA 3
Se quiere energizar un circuito electronico por el que circulan 20 mA a 2400 Volts. Para

esto se dispone de una fuente de tension de corriente continua de 3000 Volts que tiene una
resistencia interna de 10 £Q2; y de un divisor de tension formado por dos resistencias; como

se indica en la siguiente figura: R
1

@

R =10kQ
R 2400 Vee
2

20 mA
_l’_

E=3000 Vcc™ _

Figura PP.5.3.1
a) Se pide calcular las resistencias R, y R, para alimentar el circuito de modo que la

potencia entregada por la fuente de tension sea minima; calcule esta potencia.

b) En el mismo circuito se quiere ademas hacer funcionar un galvanémetro ideal (sin
resistencia interna), que funciona solamente si la corriente es igual o mayor que 20
mA. El circuito a emplear en esta parte es el que se muestra a continuacion:

R 2400 Vee
2
20 mA4

R =10kQ

+
E=3000 Vec™ (G I;220mA

Figura PP.5.3.2

Se pide calcular las resistencias R, y R, para alimentar el circuito de modo que la
entrega de potencia por la fuente sea minima; calcule esta potencia.
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PROBLEMA 4

Una barra de cobre de conductividad g y seccion rectangular ha sido deformada como se
indica en la Figura PP.5.3.4. Los parametros del sistema son:

g= 5,.8x107
h1 =1 m
h2 = 0,2 m

b=03m

I. Suponiendo que una corriente I constante fluye atravesando el conductor en el sentido
radial ( /3 )se pide:

o Elvector densidad de corriente .J ,
o Laresistencia entre las caras definidas por p=h; y p=h,,
o Calcule las pérdidas joule en el conductor

II. Suponiendo que una corriente I constante fluye atravesando el conductor en el sentido

tangencial () se pide:

o Elvector densidad de corriente .J ,
o Laresistencia entre las caras definidas por 6=0 y 6=n/2,
o Calcule las pérdidas joule en el conductor

hy hy

hy b

........ -

. P

Figura PP.5.3.4
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