Capitulo 2
Dinamica

2.1. Momentum lineal, fuerza y leyes de Newton

Gal | I eO observo que cuerpos inicialmente en reposo, soltados des-
de la misma altura caen con movimiento uniformemente acelerado y esa
aceleracion es comun a todos los cuerpos. Tal aceleracion se denomina
aceleracion de gravedad. Si un cuerpo es soltado con velocidad inicial nu-
la desde una altura 7y sobre el suelo su altura posterior, como funcion del
tiempo, es g

z(t) =z— Et2

sin importar cual sea la masa del cuerpo. De lo anterior la aceleracion
resulta ser Z= —g. Deduzca que el cuerpo llega al suelo con rapidez z=
—+1/225g donde el signo menos, en este caso, expresa que la velocidad es
hacia abajo.

La cantidad de movimiento o momentum lineal p de una particula de masa
my velocidad V es
p(t) = mv(t) (2.1.1)

La masa de un cuerpo es normalmente una cantidad fija y se mide en kilo-

gramos, K vy, salvo que especificamente se diga lo contrario, se supondra
que la masa de un cuerpo es constante.

> Sin embargo hay casos en que la masa varia. Un ejemplo muy
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tipico es el de un cohete que esta expulsando parte de su masa, en
forma de gases, para poder impulsarse.

Para percibir la cantidad de movimiento se puede experimentar dejando
caer desde el reposo dos cuerpo desde la misma altura. Al recibirlos en
nuestras manos y tratar de detenerlos es necesario un “mayor esfuerzo”
cuando la masa del cuerpo es mayor. La razén de este mayor esfuerzo
reside en que para detener el cuerpo, es decir, para hacer variar su mo-
mentum lineal desde el valor que tiene hasta cero, es necesario aplicar una
fuerza.

— KEFLER NEWTON

—COPERNICG—
BRAHE
>

— GALILEO

BRUNO
SUEL ANGEL
— I

EL GRECQ,
>
BOTTICELL] REMBRANDT
- <=
CERVANTES JSBACH

LEONARDO 1> VERMEER
—=
COLON _ VIVALDI

aALDIVIA

I

1500 XV]| 1600  XVII 1700

Figura 2.1:Los afios en que vivieron algunos de los fundadores de la Ntecgralgunos perso-
najes destacados en otras areas.

Newton descubrié que la relacién general entre la variacion del momentum
(esto es dp/dt) y la fuerza total aplicada es

dﬁ(t) __ pPtotal
— = F (2.1.2)

gue se conoce como la |l ley de Newton.
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Un caso especial es que no haya fuerza alguna aplicada. En tal caso
dp/dt = 0 lo que implica que el momentum permanece constante en el
tiempo. Esto implica (masa constante) que la velocidad del cuerpo no cam-
bia y por tanto la trayectoria es rectilinea. Esta es la | ley de Newton. Un
caso aun mas especial es el de un cuerpo en reposo.

Inversamente, si un cuerpo tiene velocidad constante, entonces la fuerza
total sobre ese cuerpo necesariamente es nula.

En (2.1.2) la fuerza es la fuerza total. Sobre un cuerpo pueden estar ac-
tuando muchas fuerzas simultaneamente y el lado derecho en (2.1.2) debe
tener la suma vectorial de todas las fuerzas que estan actuando sobre el
cuerpo.

> Cuando un mozo lleva un vaso sobre una bandeja hay varias
fuerzas actuando sobre ese vaso: su peso, mg; una fuerza, llamada
normal que la bandeja ejerce sobre el vaso y que es perpendicular a
la superficie de contacto; otra fuerza, esta vez contenida en el plano
de contacto, llamada roce que impide que el vaso deslice en la ban-
deja; también el aire ejerce una fuerza viscosa sobre el vaso, porque
todo fluido (el aire, por ejemplo) tiende a frenar a un cuerpo que se
mueve en él. La lista se podria continuar (la luna, el sol etc).

La Ill ley de Newton dice que si el cuerpo A ejerce una fuerza F sobre un
cuerpo B, entonces el cuerpo B ejerce una fuerza —F sobre el cuerpo A.

> Un cuerpo en reposo sobre una mesa ejerce sobre ella su fuerza
peso F = mg, la que apunta verticalmente hacia bajo, y entonces,
segun la Il ley de Newton, la mesa ejerce sobre el cuerpo una fuerza,
llamada normal, sobre el cuerpo, la que vale N = —mg, la cual apunta
verticalmente hacia arriba. Puesto que sobre el cuerpo esta ademas
la atraccion que le ejerce la Tierra (el peso), entonces la fuerza total
sobre este cuerpo es nula, lo que permite entender porqué esta en
reposo.

Normalmente las leyes de Newton se asocian a sistemas de referencia lla-
mados sistemas de referencia inerciales. Un ejemplo de sistema de refe-
rencia no inercial es un vehiculo describiendo una curva. Un cuerpo dejado
en reposo respecto al vehiculo tiende a moverse alejandose del centro de
curvatura. Mas adelante se dira que en sistemas de referencia no inercia-
les aparecen fuerzas especiales como es la fuerza centrifuga y la fuerza
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de Coriolis. Genéricamente se denominara seudofuerzas a estas fuerzas
propias de los sistemas no inerciales. Pero en un sistema de referencia
inercial no se presentan tales fuerzas.

2.1.1. Ejemplos de fuerzas

A continuacién se hard mencion de algunas fuerzas que se utiliza en estas
notas. Las fuerzas que se describen a continuacion seran explicadas con
mas detalle mas adelante.

0 Peso. Sobre un cuerpo de masa m cerca de la superficie de la Tierra
actla una fuerza cuya magnitud es mgy apunta “hacia abajo”.

o Gravitacional. La Ley Universal de Gravitacién describe la fuerza de
atraccion gravitacional entre cuerpos masivos.

o Coulomb. Cargas eléctricas se repelen o atraen, segun la Ley de
Coulomb, dependiendo si tienen signo igual o distinto.

o Contacto. En cada punto en que dos cuerpos Ay B estan en contacto
sélido-sélido aparece una fuerza Fag sobre A debido al contacto con
B (y lo mismo sobre B debido a A). Si se define el plano tangente al
contacto, la fuerza Fag puede ser descompuesta en forma Gnica en
la suma de dos fuerza: una perpendicular al plano de contacto y otra
paralela a él. Estas dos fuerzas se denominan fuerza normal y fuerza
de roce.

e Normal. Si un cuerpo esta apoyado sobre una superficie, la su-
perficie ejerce una fuerza sobre el cuerpo que corresponde a la
reaccion debido a la fuerza que el cuerpo ejerce sobre la super-
ficie. La normal es una fuerza perpendicular a la superficie de
contacto.

e Roce. Un cuerpo apoyado sobre una superficie puede ejercer
una fuerza paralela a la superficie de contacto. Si la velocidad
relativa entre el cuerpo y la superficie es nula se tiene la fuerza
de roce estatico y si la velocidad relativa entre el cuerpo y la
superficie no es nula se tiene una fuerza de roce dinamico.

Otras fuerzas seran introducidas mas adelante. Por el momento subraya-
MOS que si un cuerpo esta apoyado en una superficie y no hay roce entre
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ambos, entonces la Unica fuerza sobre el cuerpo debido a este contacto es
la fuerza normal.

2.1.2. Ejemplo de argolla en una vara horizontal que gira

Figura 2.2:Una argolla que puede deslizar libremente, sin roce, a Igdade una varilla'y la
varilla gira barriendo con velocidad angular uniformg= cw un plano horizontalargolia

Consideremos el caso de una argolla que puede deslizar, libre de roce,
a lo largo de una vara y esta vara gira barriendo un plano horizontal con
velocidad angular ¢ = w constante.

El problema sera descrito con coordenadas cilindricas y los vectores base
asociados son (p, @, k) de tal forma que k es vertical hacia arriba.

La fuerza total de contacto sobre la argolla, igual que cualquier vector,
puede expresarse con los vectores base:

IE)cont = flﬁ"" f2(p+ f3k

pero la componente en la direccion p representaria roce—ya que es la
direccion en la que puede haber movimiento—por lo cual se debe exigir
que f; = 0. Lo que resta, f2(b+ fsk es normal a la vara y por lo tanto es
la fuerza llamada normal. Las fuerzas sobre la argolla son: su propio peso
P = —mgky la fuerza normal N que la varilla ejerce sobre la argolla. En
este caso normal quiere decir ortogonal a la varilla, por lo tanto es una
fuerza que ya se ha mencionado y que puede tener componentes en la
direccion vertical Ry también en la direccién ¢. Cambiandole el nombre a
las componentes de la normal, ella se puede escribir

N = Nek+ Ny (2.1.3)

Puesto que la argolla no tiene movimiento horizontal, la fuerza total en esa
direccion debe ser nula, es decir, Ngk+ P = 0, que implica: Ny = mg
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Las condiciones que definen el movimiento son

o) = , p(0) = po, p(0)=0 (2.1.4)

y, puesto que el movimiento ocurre en un plano horizontal, la aceleracién
tiene la forma (ver (1.2.4)),

d=(p—p¢’)p+ (200+p9) @ (2.1.5)

El plantear la Il ley de Newton en coordenadas cilindricas se puede separar
en una componente radial y otra en la direccion de ¢ lo que da lugar a dos
ecuaciones escalares

m(2pw) = Ny (2.1.6)
p—w?p = 0 (2.1.7)

Al integrar la segunda ecuacién se obtiene

p(t) = po cosh wt) (2.1.8)

gue da la forma explicita del movimiento a lo largo de la vara. Este resul-
tado implica que p cambia con el tiempo y su variacion esté relacionada a
un coseno hiperbdlico. Esto implica, de (2.1.6), que N, no es nulo.

Al usar la forma de p(t), obtenida en (2.1.8), en (2.1.6) se obtiene la expre-
sion para Ny,
Ny = 2maw? po sinh(wt) (2.1.9)

Lo que se ha deducido es que la argolla se mueve deslizandose hacia
afuera de la argolla. Su distancia al centro de giro: p(t), aumenta exponen-
cialmente con el tiempo (en efecto, para tiempos muy grandes cosh wt) ~
lewt)
5€4).

Si se intenta reproducir la situacién descrita en un experimento real debe-
mos tomar una argolla y una vara tal que haya roce insignificantemente
pequefio entre ambos. Con un motor controlado automaticamente se man-
tendria uniforme la velocidad angular w. Descubririamos, sin embargo, que
llegaria un momento en que el motor no seria capaz de mantener contante
la velocidad angular, porque la fuerza normal que debe ejercer sobre la
argolla es demasiado grande ya que la componente N, crece exponencial-
mente.
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2.2. Muchas particulas

2.2.1. Caso discreto
Se considera un sistema de N particulas puntuales de masas m,, a =

1,2,...,N, de posiciones Iy, velocidades V, y aceleraciones d,. La suma
de las masas se denotara M

M = % M (2.2.1)
k=1

y G sera la forma para designar el centro de masa. La posicion y la veloci-
dad de G son

- 1 X
Re = — Y mia (2.2.2)
PX
- 1 X
Ve = vl MaVa (2.2.3)
K=1
Cada particula satisface una ecuacién de Newton
dvy L
m— = F
18 dt 1
dv, L
2 — E
m dt 2
N
2 — F
my at N
(2.2.4)
que, al sumarlas dan
Mddif = [l donde (2.2.5)
~total s =
Ftotal (= (2.2.6)
2

es decir, la variacién del momentum total del sistema esta dado por la
fuerza total que actla sobre el sistema. Vamos a ver, un poco mas abajo,
que esta fuerza total se debe exclusivamente a fuerzas externas al sistema.

La fuerza que ha sido llamada F; es la fuerza total sobre la a-particula y
puede descomponerse en la suma de las fuerzas que le ejercen las otras
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particulas del sistema, que llamaremos Fgm y la suma de las fuerzas exter-
nas f&! que acttan sobre la particula a,

Fo= ot £t (2.2.7)

A suvez ﬂ{“ esta compuesta de las fuerzas Fa, que cada particula b ejerce

sobre a,
N

fint — Fab (2.2.8)
b=1b+#a

donde automéaticamente la fuerza que una particula ejerce sobre si misma
es nula,

Fop=0 (2.2.9)

Siempre se va a suponer que la fuerza Fyp, entre dos particulas puntuales
es paralela a la linea que une ambos puntos.

A continuacién se argumenta, a partir de (2.2.6), que las fuerzas internas
no contribuyen a la fuerza total. En efecto, al calcular la contribucion de las
fuerzas internas se tiene

> fint — S Fab (2.2.10)

pero por cada sumando Fy, hay otro que es Fy, Y el principio de accién y
reaccion establece que Fy,3 = —Fap, 0 que determina que la suma anterior
sea nula. En resumen,
Froel = 5 £ (2.2.11)
a
y por tanto la ecuacion de movimiento para el centro de masa G del sistema

es

dV _ Fext _ Pext
M = ; fex=F (2.2.12)

Corolario: si sobre un sistema de particulas no estan actuando fuerzas
externas, el centro de masa se mueve con velocidad uniforme.

& Estudie el movimiento del centro de masa del sistema compuesto por dos
particulas masivas unidas por un hilo, que rotan en torno a su centro de masay
estan en vuelo libre en presencia de gravedad g.
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2.2.2. Caso continuo

Es posible generalizar la descripcion de sistemas de muchas particulas al
caso de sistemas continuos. Esta idea se ilusta en lo que sigue a través de
un ejemplo.

Y

Figura 2.3:Un alambre semicircunferencial con densidad lineal de masa ;.

Se considera un alambre semicircunferencial de radio Ry densidad lineal
A= HMR centrado en el origen como lo muestra la figura 2.3. En un caso
continuo se reemplaza la suma sobre el indice a por una integral. Asi, en-
tonces, en lugar de M = 5 ,m, se debe escribir

M:/)\ds

donde ds= Rda es el elemento de arco. Puesto que en este ejemplo la
densidad A es una constante, la integral sobre a desde 0 a T es sencilla
y da el resultado correcto. La expresion (2.2.2) para determinar la posicion
del centro de masa se generaliza en la forma

., 1
RG_M/F’dm

donde dm= Ads= M. Rda = ¥ da. Por otro lado, el vector T que recorre
la semicircunferencia es F = R (Tcosa + jsina). Al integrar en a € (0,11, el
término cosa da cero y el término sina da 2, por lo cual

2R . .
= [~ 0,64R]
T

Ra

& Haga un célculo similar pero para el caso de una lamina semicircular de ra-
dio R. Ayuda: ahora la densidad es masa por unidad de superficie, 0 = M/(2nR?) y
se debe integrar un elemento de area: dS= R dp da, integrando tanto en p € [0,R]
como en a € [0, .
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2.3. Momento Angular y Torque

2.3.1. Ecuaciones generales

Asi como el momentum lineal es una medida de la cantidad de movimiento
de traslacion, el momento angular, /s, es—en cierto modo—Ia cantidad
de movimiento de rotacion en torno a un punto ¢'. Formalmente se define
como la suma de los productos cruz entre las posiciones y los respectivos
momentos lineales

Zﬁ(t) = Z?a (t) x Pa(t) (2.3.1)

Por ejemplo, en el caso de la figura 1.6 (caso de una sola particula), ¥ =
bj + 1Vt y el momentum es p= mwf, por lo que el momento angular del
ejemplo es /o = —mbwk.

& Calcule el momento angular (s de una particula que gira con velocidad angu-
lar uniforme en torno al punto ¢ describiendo una circunferencia de radio R.

Por su propia definiciébn el momento angular de una sola particula “1” apun-
ta en una direccién que es perpendicular al plano que definen T,y p;. Esta
direccion esta relacionada al eje de giro del punto movil con respecto al
punto ¢ en un instante determinado. En general la direccién de ese eje va
cambiando con el tiempo.

> Se tiene dos ruedas de bicicleta de igual geometria —montadas
sobre ejes fijos—girando a igual velocidad angular. La primera es una
rueda normal mientras que la otra tiene plomo en lugar de aire en su
camara. Al tratar de detenerlas se notara que se requiere de mas
esfuerzo para detener a la rueda con plomo. Esto se debe a que es
mas dificil llevar hasta cero el momento angular de un objeto que
actualmente tiene momento angular mas grande.

Si se toma la derivada con respecto al tiempo del momento angular, y se
supone que las masas son contantes, se obtiene

dly < d(faxPa) < dfa . dpa
gt => ot —Z at xﬁa—i—grax ot (2.3.2)

a

El primer término del lado derecho es cero porque cada sumando es pro-
porcional a V, x V; y el ultimo término se puede escribir sencillamente

2.3. MOMENTO ANGULAR Y TORQUE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecéanica 43

Ta X PBa, €S decir,
dég(t)
dt

Para escribir esta Ultima expresion se hizo uso de la segunda ley de New-
ton, (2.1.2). El lado derecho de la expresiéon anterior es lo que se conoce
como torque total T, que producen las fuerzas F, sobre el sistema de par-
ticulas,

=3 Ta(t) x Flotal (2.3.3)
a

7o = 3 Ta(t) x B (2.3.4)

y por tanto

dly (t)
dt
que quiere decir que la variacion del momento angular se debe a la acciéon

del torque total que actlia sobre el sistema.

_ 7, ol (2.3.5)

Para estudiar la dinamica del momento angular se debe ver el valor del
torque total y la forma de descomponerlo. El torque total T, es la suma del
torque de las fuerzas externas y el de las fuerzas internas. Demostremos
que este Ultimo es nulo. Como la suma no depende del nombre de los
indices, se la puede escribir intercambiando el papel de ay b. Luego se
suma ambas sumatorias y se divide por dos,

?gt - %r‘a X 'Eab
a

l — l —
= ZYTlaxFap+ )T xFpa
PR

1 R
a,
es decir
To=S Fax £ (2.3.7)

El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas que son
externas al sistema.

> Los frenos, en un vehiculo ejercen torque sobre las ruedas, el
motor también.

Si para un sistema el torque de la fuerza total es nulo, entonces el momento
angular tiene derivada temporal nula, es decir, es constante.
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