Problema 1.

Un trompo simétrico de masa m cuyos momentos principales de Inercia en
su pua son C' = %mh2, A= %mh2 se coloca en movimiento de modo que
inicialmente 6(0) = %, 6(0) =0, ¢(0) =s=/%. Aqui h es la distancia desde
la pua hasta el centro de masas. Determine

a. Los valores extremos de la inclinacién del eje del trompo
b El minimo valor de la magnitud de la velocidad angular de precesién
o.
Solucién:reemplazando tenemos
: 1
a = Ag¢sin®f+ Cscos = —3mh2 g (1p)
16 h
9 2 g .2 25
2E - Cs® = A¢ sin"0+ A0 + 2mghcost = 1—6mhg (1p)
luego
2
25 1—u?  [(Bmh?/Z - imh?/Tu
2 _ 6 h 3 h
W = f(u)= (Emhg — 2mghu) Tk — ( Tk
g 2
= —=2u-—1)(192u” — —131 1
a1 5, (2w — 1) (192u” — 86u — 131) (1p)
1
Uy = 5 =0, = 60° (075 p)
- B 1 27001 = —0.632 = 05 = 129° (0,5 p)
"7 192 102 - 2= P
b= L 2cos \/E
3sin” 6 h
Loy
__4
f(u) - 3(1 _ ’LL2)

tiene un minimo en u = 0.344 (por derivadas) y resulta

Grnin = 0.969 \/% (2 p)
Problema 2.

Respecto a la figura. Se dan como datos

3R 83 NP
h—8, IG_320MR, 0(0)=Q = 7
tenemos que
t¢ = x+4hsinf=ig=2di+ hhcosb
ye = R—hcost= yg=h#sind
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Figure 1:
Luego
1 . . 1. .
L = 5M(i? + 2ih cos + 2% + 51(;92 + Mgh cosé, (1 p)
haciendo algunas derivadas
oL .
Erll M (& + hf cos ),
oL
= - 0
Ox ’
oL . .
= = Mihcos6 + Mh2?6 + 150,
8—L = —Mihfsinf — Mghsin6,
00
entonces las ecuaciones de Lagrange son
d . ;
ﬁ(M(x—&—hOcosO)) = 0, (1p)
Mihcosf + Mh20 + IO + Mghsing = 0, (1p)



las cantidades conservadas y sus valores son

Py = M(x'+h€cosﬂ):M(Vo+g\/9R)y
1 . 1.
H = E:§M(V02+h202)+§l(;02—Mghcos@
1 7
—MVE — —M
pMVo = 3 MR

Para obtener el maximo de 6, hacemos 0= 0, resultando
3 1
gg(l —cosf) = ERQQ.

0 =

=Vl

8 o
1—1—5—c050:>9—62.4

Problema 3.

(1p)

Con respecto a la figura x es horizontal y perpendicular a la barra en su

extremo fijo, y a lo largo de la barra, z perpendicular a los anteriores.

v

la velocidad angular es

& = 01+ Q(sin 0k — cos )
L = IL.= %MLQ, I, =0
luego
L= %%ML%Q + %%MLQQQ sin? 0 + Mgg cos



de aqui, la ecuacién de movimiento es

p . 39 .
— 02 fnc e .
0 = Q7 cosfsinb sin 6

Problema 4

I) Solucién con matrices

11 92 11 922
K = S3ML% +52ML%
L L 1 L L
= —Mg=cos¢— Mg= “h(E0 - Ze)? ~
9200s¢ g2c039+2 (20 2¢)

L L 1
Mg=¢* + Mg=6 + <kL?*(0 — ¢)?
4 4 8
Para oscilaciones pequenas

11,2 11 . L L
S ML+ §§ML292 - Mg76* - Mg

I~
4

2_1 2 _ 2
~ 3 0> — ShL* (0 — )

De allf las matrices Ky V son (n, = ¢,n, = 6)

iML? 0
— 3
K = ( 0 %MLQ)’
L
vV Mg;l—kikLQ —L%kLQ
—1kL? Mg% + LkL? )~

por lo cual los valores propios satisfacen

ipr? 0 Mgk + 1kr? —1pr2
2 3 _ 93 T 1 1
det (“ < 0 lmrz ) ( 1k Mgk 4 gL ))

3
39 3k 3g
2 2J 2 v s
(“ 2L>( v +2M+2L)

(1p)

= (10p)

0
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2

2 _
wiy =

3k

W = 38
2 L' 2M

El sistema de ecuaciones lineales es

o ( LML 0 a Mgl 4+ 1pr? —Lpr2 @
w 3 1 2 = 20 Lt 12 )
0 EML as —3kL Mgs + 3kL as

Para las dos frecuencias propias se obtiene

a1 a21

a2 = —a22

y de alli salvo normalizacién irrelevante las coordenadas normales y frecuencias
propias son

3
& = ¢+0: wi= (1p)
3 3k
£, = ¢-0: W%:§%+W (1p)
IT) En otra forma (la forma simple)
11 2 11 .2 L L 1
L~=-ML? —ZML*0" — Mg=¢> — Mg—0* — =kL*(0 — ¢)%. (1
53 ML + 53 ML 979 970" —ghl"0-9¢)° (1p)
Ecuaciones de Lagrange
1 9 1 1. 5 1.,
gML ¢+§MgL¢—ZkL 9+ZkL¢ =0 (1 p)
1 25 1 L, oo Loro, _
3ML 0+ 2MgL@—F 4kL 0 4kL ¢ = 0 (1 p)
Sumando 1
gML2(¢5+ 0) + MgL(¢+6) =0 (1p)
restando L 1 1
§ML2(¢ —0)+ (5MgL+ 5kL2)(¢ —0)=0 (1p)
0 sea
2 39
& = o+6: wi= T (0.5 p)
3 3k



