CAPITULO O

Sistemas continuos

5.1. Principio variacional de Hamilton

La accién de un sistema mecénico se define por:

t2

5= / Lig(t). d(t). 1)t (5.1)

t1

es decir una integral sobre un posible camino ¢;(¢) que permita al sistema
pasar entre los instantes de tiempo t; y t5 en forma compatible con los vincu-
los, y con las condiciones en t; y t5 . La accién, como veremos, tiene un doble
e importante rol:

= Primero, su variaciéon a extremos fijos, supuesta nula conduce a las
ecuaciones de movimiento, ya sea en su forma lagrangiana o forma
hamiltoniana. Esto es los caminos fisicos son caminos extremales.

= Segundo, su variacién en los extremos, suponiendo satisfechas las ecua-
ciones de movimiento, conduce a las integrales de las ecuaciones de
movimiento.

De lo primero trata el principio variacional de Hamilton. De lo segundo,
que se verd con més detalle més adelante, trata el método de Hamilton Jacobi.
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5.1.1. Principio variacional de Hamilton

La accién puede considerarse una funcional de los posibles caminos ¢;(t)
compatible con los vinculos y las condiciones en ¢, y ¢, . El principio variacio-
nal de Hamilton establece que la accién es un extremo si y solo si el camino
es la trayectoria fisica, solucién de las ecuaciones de movimiento del sistema
(conservativo).

Demostracion:

En lo que sigue, llamaremos caminos fisicos a los caminos extremales
entre los puntos extremos fijos y caminos variados a otros caminos, préoximos
a los caminos extremales, entre los mismos puntos extremos. Se requieren
elementos de cédlculo variacional que no estudiaremos aqui, pero de los cuales
haremos uso (ver [?]). Para que la accién sea un extremo se requiere que su
variacién S sea cero, para variaciones d¢;(t) infinitesimal, compatibles con
los vinculos y nulas en los extremos y salvo por eso, arbitrarias entre ellos.
Como se sabe, usando la “notacién ¢”, se tiene que

¢
oL oL .
S = /Z <3_qi5% + 6_46%) dt ,
t1

)

Ccomo

o d
8q = %561, Yy 0qi(t1) = 6qi(t2) =0,

la primera variacion de la accién puede escribirse

t
oL  d oL
08 = / > ( 90 @ aq'i) Sqidt . (5.2)
t1

= Si se cumplen las ecuaciones de movimiento, ecuaciones de Lagrange
en su forma original, es decir

OL d oL
Z (8%‘ B an‘i) % =0,

y si ademds se trata de un sistema conservativo, donde por definicién
QN¢ =0, Vi, entonces 45 = 0, lo que significa que S es un extremo.
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= Sila accién S es un extremo, o sea 0.5 = 0, tenemos

t
oL d 0L
[ (5; 557 ) dwee =,

d OL
Z/ (8% Ea%) dtéqi =0

Si las variaciones d¢; son arbitrarias en el intervalo, serdn cero los inte-
grandos.

o bien

oL  d oL
dq;  dtog
que son las ecuaciones correctas de Lagrange para sistemas conservati-
Vos. .

5.1.2. Variaciéon en los extremos

Si variamos las trayectorias haciendo ¢; — ¢; + d¢;

d

(5'1':
"=

la variacién de la accion sera

t

5S = & / L(g(t), 4(t), t)dt

= L(q(t) q(t), 1)t — L(q(t1), 4(tr), t1)dts +
('3L 8L d
/Z( a —04 > dt
- L<q<t>>q'<t>,t>5t—L<q<t1>,q'<t1>,tl>5t1+z(g; ) _z(g—gaqi)

t
oL d oL
t1
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Si las coordenadas generalizadas satisfacen las ecuaciones de Lagrange

oL d oL
dg;  dtdg

entonces

oL
08 = L(q(t),q(t), t)ot—L(q(t1), 4(t1), ta 5t1+g ( ) g <aq-5Qi> :
i t1
(5.3)
Si la accién se conociera como funcién de ¢;(t), ¢;(t1), t y t1 entonces

S = S(qi(t),qi(tr), t, 1),

la ecuacién anterior implica

0S(ai(t), gi(t), t, ) — (OL\ _

Oq;(t) a (a%’>t =nilt) o4
05(gi(t), ¢i(th), t.th) _  (OLY\ _

D, (11) - (aq)tl pilh): )
dS(Qi(t)a zit<t1)7 t, tl) _ L(q(t), q'<t)7 t)’ (56)
PO 00D B0) g0, (). 1), (5.7)

Por 1ltimo considere que

s I — dS(gi(t), gi(tr), t,t1) 08 +Z (6L ) |

at dt ~ o g,
o bien
aL _ 98 0S(g:(t), ai(t1), t, t1)
L — = H(qg
la famosa ecuacién de Hamilton Jacobi para la accién S
aS(%(t)?g’;(tl)a t, tl) _ H(qi(t), 8S<Qi(t)a Qi(tl)a t, tl) , t).

dqi(t2)
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5.1.3. Ejemplos simples

Particula libre

t

_ 1 (q—Q1)2 _1 (q—q1)2
S—/immdt—imm.

t1

La ecuacion (5.5)

Jq(t1) ()
se convierte en
(¢ — @) _
—-m = —muq,
(t—t1)

que efectivamente resuelve el problema pues resulta
qg=q +vi(t —ty).

Fuerza constante

Una fuerza constante puede ser representada por un potencial

V=—Fq
de manera que la accién sera
t 1 9
p
S = —— + Fq)dt
/ (5 + Fa)dt,

t1

p = p+ Ft—t),

_ Pry oy e
q = Q1+m(t t1)+2m(t ty)”. (5.8)

S:/%@Hfg—my+ﬂ%+%w4o+£ﬁ_hﬂMt

el integrando se simplifica a

2

—_— 201 —(t — ¢ F —(t—1
2mp1+ plm( 1)+ Faq + m( 1),
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luego
1 F F?
S =—p(t—t (=t +Fq(t—t —(t—1)3
2mP1( 1)+p1m( 1)+ Fau( 1)+3m( 1)°

eliminamos p; sacdndolo de 5.8

q—q1 F
—m— — (t—t
obteniendo
1 q—q F 2 qg—q F F 2 r? 3
= — = (t—t,))2(t—t —Z(t—t)))—(t—t1) >+ Fqu (t—t1 ) +—(t—t
§ = g (m == (t=t) (1=t +H(m I = (1=t) (1=t P+ P (=t + = (1)

que se reduce a

1o la-q)? 1o Y
§=gm r—y +2F(t t1)(q+aq) 24m(t t1)
La ecuacién (5.5)
aS(Q(t)u Q(t1>7 tu tl)
= —p(ty),
aq(tl) P( 1)
se reduce a
(Q—Q1) 1 )
RS S LT A - _
m(t—t1)+2 (t—t1) maq,

1F
= n(t—t)+=—(@t—t)°
q a1+ i ( 1>+2m( )%

que es la solucién del problema.

5.2. Oscilaciones transversales

Revisaremos de nuevo al sistema de N particulas de igual masa m unidas
por resortes sin masa de la misma longitud natural y constante eldstica k de
modo que en la situacién de equilibrio ellas estdn en linea recta, y los resortes
sometidos a una tensién igual 7. Si las particulas se desplazan poco lateral-
mente, estardn sometidos a fuerzas de modo que la segunda ley de Newton
conduce a
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a a
my; = Tisin6; —T;_1sin0;_,,
mi; = T;cos0; —T;_1cosb;_q,

si no hay desplazamientos longitudinales en = y los transversales en y son
pequenos, podemos aproximar, para dngulos pequenos

myj; = Tisin6; —T; ysinf; 4,
0 = T, —Ti
de modo que
L=
mij; ~ t(tanf; —tan6; ;),
(?Ji+1 — Y Y yiq)

~ —

a a

Y

de modo que tenemos como ecuaciéon de movimiento aproximada

T

Ui = — (Yit1 + Yio1 — 2v;).
ma

Es f4cil ver que estas ecuaciones se derivan de un Lagrangiano
N N 2
L—l o L Yit1 — Yi
=5 my; — 57a ,
: , a
1=1 1=1
que en una préxima seccién se considerard de nuevo.

5.3. Limite continuo

Deseamos estudiar lo que sucede si hacemos N — oo, a — 0, y las masas
tender a cero de modo que
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siendo o una constante llamada la densidad lineal de masa. La ecuaciéon de
movimiento

-
(Yit1 + Yio1 — 2v5),

i = —
ma

pasard a ser dependiente de una variable continua en la posicién
Yi — y(x ) t)?

siendo

dy(z,t)  1Py(x,t) ,
or T2 g2 O

a l’,t 182 l’,t
yio1 — ylz—a,t) =y(z,t) — —yéx )a z y( )a2

Yiv1 — y(l‘ + a7t> = y(l‘,t) +

2 Ox? ’
de modo que obtenemos
0? T Py(z,t) ,
- ) = —2 2V
8t2y<x’ ) ma  0z2
at OPy(z,t)
m  Or2

y finalmente, la llamada ecuacién de onda para la cuerda eldstica con masa

uniforme:
Py(z,t) 7 y(w,1)

ot? o 02

=0.

5.3.1. Lagrangiano para la cuerda continua

Para el caso de las N particulas, antes de pasar al limite continuo, el
Lagrangiano del sistema es

1N 1 N y y 2
— 2 Jitl = Ji
L—szyi 27’(1;( o > ,

pues el da correctamente las ecuaciones de movimiento. En efecto

OL )
= my;,
a3 Y
oL T T

a0 = +5 (ym - yi) - E (yz — yifl) )
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luego

Ui = —(Yit1 + Yio1 — 2y5).
ma

Para pasar al limite continuo debemos hacer m, a infinitésimos pero con la

razén o = % — Cfi—rg la densidad lineal de masa

a — dzx,

m — dm
wlt) =y,
dm -,

dx ’
Yir1 — Vi oy(x,t)
- - -

a ox

. y(x, 1)

Ui -

ot

luego el lagrangiano sera:
1< m 1 & Y Y 2
- = 2a— = Jitl  Ji
L = QZ;ayia 27';( o ) a,

(e ) e

5.3.2. Densidad Lagrangiana

Para el caso analizado anteriormente, definimos la densidad lagrangiana
(por unidad de longitud) mediante

5 ()5

5.3.3. Principio de Hamilton para sistemas continuos

Admitiendo densidades Lagrangianas del tipo analizado en la seccién an-

terior
oy oy,
y? ax7 at 9

to
S:/ dt/Ld:r,
t1

L=L(

la accién sera
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y el principio de Hamilton establece que la variacién, a extremos fijos es nula,

es decir
to
5525/ dt/Ldm,
t1

y haciendo uso del formalismo de las variaciones ¢, esto puede escribirse

t2
0S = / dt/éde:

_ / dt/( T fa ) (83//895)—1—%5(8@//&)) da

pero

9] 0
d(dy/0x) = %5‘% d(dy/ot) = a&y.

Entonces

0= / | ( + Sy <a§at>a‘5y> e

La segunda integral puede ser integrada parcialmente respecto a x, la tercera
parcialmente respecto a t, la parte integrada se anula por la condicién de
extremos fijos

dy=0ent=1ty t=to,

resultando

oL 0 0L
0= / | ( axa (@y/07) %(ay/at))éyd‘“o’

de donde, como dy es arbitrario en el intervalo

o0 oL N o oL 0L
Ox d(Qy/0x)  Oto(dy/ot) Oy

:07

son las ecuaciones de Lagrange para un sistema continuo con Lagrangiano

Oy O
L(y, 3%, 32).
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Otro tipo de Funcional

Considere

5= / " Flay(e), o (2))d.

1

Su variacién con variaciones nulas en los extremos serd

55 = / (%F(x,y() /()3 + (.f, (o, y(2). 4z )>5y> "
= /ml ((%F(:r,y() ())5y+88, (, (:L‘),y'(x))dixay) diz

2

_ %F@,ym,y%x))éy -

200 , d o ,
(G a0 0) = oo 0(e). () ) e
Como 6yl,, = dyl,, =0, 65 = 0 implica
d 8 , 0 , B

» TEOREMA 5.1
Teorema de conservacion: Si 2 F(z,y(z),y'(x)) = 0 entonces

H=y aa,F F' es constante
DEMOSTRACION 1
Considere
0 0
H = '—F —F —dF
d dy 3y +yd8 - d
OF 0 or oF
= dy— +yd—F — —dy — —d
Yoy TV %" oy ™ T oy ™
0 OF
= yd—F — —d
oy oy Y
_aF_ (LOF,
B oy’ dz Oy’ Y
luego
dH ,, d OF d OF  dy

dr :y(%ﬁy) (dxﬁy )dm
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Problema de la Braquistécrona

Si una particula baja deslizando sin roce sobre una curva y = y(z), el eje
y hacia abajo, la rapidez dependerd de la energia de acuerdo a

E = 5m’u2 — mgy
de manera que el tiempo de bajada desde x; hasta x5 serd

_ /xz ds /f@ V14 y2da
no U e J2(E A+ mgy)
De acuerdo a lo anterior se conserva

R R R

Y o7 = constante
V2 (E+may)  \J2(E+may)
0 sea
(y/)Q — Y L+ y,Q = constante
\/1+y’2\/%(E+mgy) \/%(Eergy)
-1
= constante

1+ y? %(E—l—mgy)

Si la particula partié del reposo en el origen entonces £ = 0 con y(0) = 0
entonces y'(0) = 0o
—1

NN

1 d
1 @Y

= constante = —H

29H?y dz
[ —
S 1
29H2y 1
Sea
1 .2
IViE sin“fd = y.
1
dy = —=sinfcosfdb.

gH?
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entonces

1 sinfcosf

v :/ :
o s -1
1
= ?\/SIHQQd@
g

finalmente, la ecuacién paramétrica de la curva es

do

1 )
y = 2gH2sm 0,
1
r = W(Q—cos@sin@).

Mediante parametric Plot de mapple, ploteamos
(0 — cosfsinb)

—sin% 6

-0.27
-0.47
-0.67
-0.87

-1.2]
-1.47
-1.67
-1.87

Para el caso de la cuerda

Reemplazando

es decir
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justo la ecuacion de onda

Py(x,t)  Pylz,t)
oz oz

5.4. Soluciones de la ecuaciéon de onda

La ecuacién de onda puede escribirse

Py(x,t) 2 0*y(x,t)
ot? Ox?

» TEOREMA 5.2
Las soluciones de la ecuacién de onda (5.9) son

y(z,t) = F(z + vt) + G(x — vt),
con 'y G funciones arbitrarias de una variable.

DEMOSTRACION 2
Si cambiamos a variables ( = x + vt, 1) = x — vt podemos escribir

) oo o
oz~ 0zxoc oz ow
0 0
ac
0 _ Ko owd
ot ot oc ' Ot o

_ 0,0
= UaC U@¢’
y también
6_2 — 8_2+a_2+26_2
oz 9 o OOy
o = v28—2+v2a—2—2v2 o

o2 aC> on? ACOY’
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de modo que
P L

o~ Vo~ Yooy

Entonces, en estas variables, la ecuacion de onda es

Py 0
acon

que es trivial integrar obteniendo

Jdy
8_C:f(o’
y=F()+GW)=F(zx+vt) + Gz — vt).

Las soluciones anteriores corresponden a una forma invariable que se pro-
paga hacia la derecha G/(x — vt) o hacia la izquierda F(z + vt) con velocidad
constante v = y/7 /0. Sin embargo en una cuerda, debemos hacer considera-
ciones adicionales pues debemos satisfacer por ejemplo que y(0,t) = y(L,t) =
0 en el caso de extremos fijos.

5.4.1. Condiciones de frontera

Supongamos que queremos resolver la ecuacién de onda sujeta a las con-
diciones anteriores de extremos fijos y(0,t) = y(L,t) =0 .

Método de separacién de variables

Suponga una solucién de la forma
y(e,t) = X(2)G(?),
entonces si se sustituye se obtiene
X(2)G"(t) — v* X" (2)G(t) =0

o bien
G'(t) _ 2 X"(2)

G(t) X(z)
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de modo que cualquiera de los lados no puede ser funcién ni de x ni de ¢, por

lo tanto
G"(t) o , X" () N 2

Gy U X@)

de donde el signo se ha elegido de modo de tener soluciones oscilatorias

G(t) —_ Ceiiwt

donde hemos llamado

Para satisfacer la condicién de frontera X (0) = 0 debemos tomar
X(z) = Dsin kz,
y para que X (L) = 0 debe ser
sinkL =0,

de modo que hay un nimero discreto de valores de k& permitidos, es decir

k:n—gconn:1,2,3---

de ese modo, la solucién general, que satisface las condiciones de frontera es

) =R Dttt 4 D e vty gin 1L 5.10
(1) = Re 3 (D" 4 Dye ) sin ™7 (5.10)

n=1

5.4.2. Condiciones iniciales

La determinacién completa de los coeficientes D,, requiere de conocer la
forma inicial del hilo F'(z) y su perfil de velocidad inicial V(z), es decir
supondremos conocidos

F(r) = y(z,0),
Vi) — —‘9?/5;’” R
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Considerando esto y haciendo ¢ =0 en 5.10 y su derivada se obtiene

> nmwx
F(z) = S (DF + D )sin 222
(0) = S+
Viz) = nﬁi%v(D:{—Dn)Sinn—zx.

Pero las funciones sin nmz/L son ortogonales en el intervalo (0, L) de modo
que podemos despejar

2 L
Di + D = f/o F(q;)sinﬂ;dx

21 L . nTx

Df-D, = —— V —d
n n nmwv J (x)SIH L €,

de donde
i L

1 [F nww nww
Dt = F(z)sin —dzr — — V(z)sin —d
! /0 (x) sin 7 de = — i (x) sin 7 de

Fn__Vn

L
1 7
L nmwv

1 nwr

L L
D, = z/o F(x)sinn—zxdx—l—ﬁ/o V(:C)sianx

1 1
- _Fn _Vn7
L + nmwv

donde hemos llamado
L
F, = / F(z)sin DY g
0 L

nmtx

L
Vo, = /0 V(x)sdex.

Asi finalmente la solucién es

o0

1 i 1y
y(z,t) = Z((EF'H_%VW,)(E L4
n=1
1 ) s nmw
(an + %%)G*ZTW/) sin —mIzj,
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que se reduce a

> s NI
F —ut + — vt) sin —. A1
; cos v + mrvv sin — 7 ) sin 7 (5.11)

hll\ﬁ

Caso particular, la cuerda parte del reposo

Para este caso, lo anterior se reduce a

2 — t
y(x,t) = ZZFnCOSTMZU sinn—zx,
n=1

L
F, = /F(m)sin@dx
0 L

EJERCICIO 5.4.1 Demuestre que el resultado anterior puede escribirse:

=7 Z F, (sm ( (x + vt)) + sin (%(I - vt)))

o sea, tal como lo establece el método de D’Alembert (vea mdas adelante).

5.5. Meétodo de las series de Fourier

Todas las funciones que se anulan en x = 0, x = L pueden expandirse en
serie de Fourier como

donde

de modo que la solucién de la ecuacién de onda para la cuerda con extremos
fijos puede expandirse asi

Z by ( sm
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que al sustituir en la ecuacién de onda da

" . nTT 9 nem . NTT
3:1 by (t) sin < +v nEZI 72 by, (t) sin - = 0,
de donde por la independencia de las funciones base sin “7* permite obtener
vin?r?
b (t) + 2 b,(t) =0,

ecuacion del movimiento arménico simple con soluciones
vnm . onm
b, (t) = A, cos Tt + By, sin Tt

de modo que

> VNI vnT nmT
1) = (An — ¢+ B,si —t) in ——
y(x,t) ; cos — + B, sin Tt sin—
Para tomar en cuenta las condiciones iniciales considere
it nmT
0) = F(z)= A, sin —,
y(,0) () Z_; sin —
dy(x,t) = vnm nwx
’ = Vi(x)= —— B, sin ——,
ot |, — L L
de donde los coeficientes son
9 L
A, = E/o F(z)sin n—zxdx
9 L
B, = — V(z)sin —mmdx
vntm J, L

o sea se ha obtenido el mismo resultado de (5.11).

5.6. Solucion de D’Alembert

Para una forma inicial y perfil inicial de velocidades conocido

y(x,0) = F(z), 0<z<L

oy, t) = V(x), 0<z<L
o,
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es posible extender dichas funciones de modo que la solucién de la ecuacién
de onda es la forma propuesta por D’Alembert

y(z,t) = %(F(x +ovt) + F(x —vt)) + L /HU V(u)du. (5.12)

2U r—vt

Esta obviamente satisface la ecuacién de onda por tratarse de funciones
de x £+ vt. Sin embargo, las definiciones de F'(z) y V(x) que originalmente
estdn hechas en 0 < x < L, deben ser extendidas a —oo < x < oo como se
explica a continuacién.

5.6.1. Condiciones iniciales.

La forma inicial de la cuerda y su perfil inicial de velocidad

y(xz,0) = F(x), 0<z<L, (5.13)
L
L P

, (5.14)

son satisfechas por 5.12 puesto que

Fa) = $(F()+F()
Jy(x,t) 1, , 1
gy = 5(’UF (x +vt) —vF' (x —vt)) + §(V(ac +ot) + V(x — vt)),
Via) = S(V()+ V()

5.6.2. Condiciones de frontera

Como veremos la condicién de extremos fijos

y(0,¢) = 0, (5.15)
y(L,t) = 0. (5.16)

Impone ciertos requisitos a F'(z) y V() que veremos.
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La 5.15 impone que

0= S(F(ut) + F(ut)) + - / "V w)du,

—vt

lo cual se satisface si se extiende el rango de definicién de F(z) y V(x) de
modo que ellas sean antisimétricas, es decir

F(—ZL‘) = —F(l’),
V(i-z) = =V(z).

La ecuacién 5.16 impone que

L+t
0= 1(ITT(L—{—vt)—{—F(L—vif))—l——/ V(u)du,
2 2v L—vt

cuestion que exige extender el rango de definicién de F(z) y V(z) de modo
que ellas sean antisimétricas y de periodo 2L, es decir

F(z+2L) = F(z),
V(z+2L) = V(a).

5.6.3. Casos particulares

El método de D’Alembert es especialmente ttil cuando F'(z) y V(x) sean
dadas como funciones antisimétricas de periodo 2L.

EJEMPLO 5.6.1 Como ejemplo supongamos que

y(z,0) = F(x)=Asin—, 0<z<1L, (5.17)

y(z,t)
ot

z<L. (5.18)

t=0

Esta F(z) es de antemano antisimétrica y de periodo 2L. Luego la solucion

serd . ( t) ( t)
o nmle +v . nmlx —v
y(x,t) = 5 (AsmT +AsmT) :

que se reduce a

ylx,t)=A (cos %vt) sin %x,
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que muestra con claridad como oscila la cuerda con un periodo

2L
T=—.
nv
y una longitud de onda
2L
A= —.
n
Note que
LA
==
EJEMPLO 5.6.2 Otro ejemplo es
y(x,0) = F(x)=0, 0<z<IL, (5.19)
dy(z,t
9yl 1) V(z) = Vpsin=2,  0<az<L. (5.20)
ot |, L

Esta V(x) es de antemano antisimétrica y de periodo 2L. Luego la solucion
serd

1 et nmwu
y(z,t) = % Vo sin %du,
r—uvt

WL . nmx . nmut
= sin sin
nmwv L L

5.6.4. Extensién de F(z) o V(z)

Las funciones dadas deben ambas anularse en z = 0 y en z = L. Sus
extensiones antisimétricas de periodo 2L son las series de Fourier

- nw
F = b, sin —,
(x) nEZI sin —
B . nmw
V(z) = ng_l b, sin I
donde los coeficientes estdn dados por
o (L
b, = Z/o F(z)sin n—zmdx,

2 L
v, = Z/o V(x)sinﬂ;dx.
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La demostracién de esto descansa en la propiedad de .°rtogonalidad" para

m, n enteros
L mmz . nmx L 5
sin SIN —— = —0n-
0 L L 2

5.7. Ejemplos

5.7.1. Si la cuerda parte recta con un perfil de veloci-
dades iniciales

. T
V(z) = Vpsin T

V(z) es de antemano impar y de periodo 27, por lo tanto

1 T+t
y(x,t) = % t V(z)dx
WL . = . x
= Esmzvtsmﬂz
VoL r — vt x + vt
= 27w(cos7r 7 T cosT—r ).

EjemMPLO 5.7.1 Si la forma inicial fuera una semi sinusoide

T
F(z) = Asin —
(x) sin —

esta funcion es de antemano impar y de periodo 2L. Entonces

Yo t) — é (sin W(IZ— vt) +sin w(x[j 'ut)>

T T
= Asin —x cos —=vt.
L L

EJEMPLO 5.7.2 En general, una extension impar y de periodo 2L de F(x)
es

nwx
F = E by, sin —
(x) 2. sin —
2 L
b, = 7/ F(z)sin %dz,



222 Sistemas continuos

luego

1 & t — vt
Yo t) — ! an (sin nw(:v;—v ) + sin mr(mL v ))
n=1

o0
= Z b, sin mrz CoS nzfut.
L L

n=1

EJEMPLO 5.7.3 St la cuerda parte recta con un perfil de velocidades iniciales

. T
V(z) = Vpsin T

determine la solucion de la ecuacion de onda.

Solucién. V(z) es de antemano impar y de periodo 27", por lo tanto

1 T+vt
y(x,t) = % V(z)dx
r—vt
VWL . = .
= ——sin—vtsinm—
™ L
VoL r — vt T+ vt
= (cosm —cosT

2mv L L )

A

EJEMPLO 5.7.4 Una cuerda de longitud L con extremos fijos comienza a
oscilar partiendo del reposo de manera que su forma inicial es:

Az/L si x<Lj2
F@)—{ Al —z/L) si o> L2

Determine y(z,t).

Solucion. La solucién serd

> nmwx
y(z,t) = E A, cos Tﬂtsin%
n=1

siendo
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donde evaluamos

o (L2 o (L
E/o (A:);/L)sin?dquz/LmA(l—%)sinn—zxdx
resultando
2 sinint  onm nwT
_ 2 -
y(x,t) = 4%1;1 .2 COS t sin 7

- (=D vk + Dt . (2k + V)ma
= 4AZ 2k +1)277 cos 7 sin 7 .
k=0

Esta solucién sin embargo dice poco de la forma que tiene la onda. Ana-
licemos la solucion de D’Alembert

y(z,t) = %(F(x + vt) + F(x — vt)).

En la figura siguiente se ilustra la extensién periédica de F'(z) corrida hacia
la derecha en vt y corrida hacia la izquierda en vt

De modo que cuando ha transcurrido un tiempo ¢, F(x +vt) y F(xz — vt)
son corrimientos a la izquierda y a la derecha de F'(z). Ambas curvas las ana-
lizamos en el intervalo donde estd la cuerda y las promediamos, obteniendo
la forma ilustrada en la figura siguiente:
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Es aparente que la forma de la onda serd simétrica respecto al punto me-
dio, y formada por segmentos rectos, a pesar de la aparentemente complicada
serie de Fourier de la soluciéon anterior.

A

5.8. Consideraciones energéticas

Consideremos el trozo de cuerda desde x en adelante, como se indica en
la figura (5.1). Sobre ese trozo acttia la fuerza ejercida por la parte izquierda
de la cuerda es decir

F=—7sinf ~ —7tanf = _Tﬁy(x,t)‘
ox
Por otro lado la velocidad de ese extremo de la cuerda es
y(z,1)
U=

de modo que la potencia entregada al lado derecho de la cuerda (por el
izquierdo) es

B  Oy(xz,t) 0
P=Fv,=—1 e aty(x,t). (5.21)

5.8.1. Potencia en ondas armodnicas

Para una onda arménica sinusoidal del tipo

y = Asin(kx — wt),
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Figura 5.1: Potencia en una onda.

resulta
P = 7 A%kw cos® (kx — wt).

Aqui se tienen las relaciones
k =
v =

de modo que la potencia puede escribirse
P = ow?A*v cos® (kx — wt).

o sea en una onda que viaja hacia la derecha hay una potencia positiva
entregada desde el lado izquierdo al derecho. La potencia promedio puede
calcularse y resulta

1
< P >= §aw2A2v.

5.8.2. Membranas
Considere una membrana eldstica tensionada y denotemos por
o(z,y)
la densidad superficial de masa y mediante

u(z,y,t)
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el desplazamiento vertical de la membrana a partir de su posicién de equili-
brio, como se indica en la figuraEl drea de equilibrio dA y el drea deformada

Y A A
Sk
z
y (17
ds
u(x,y,t)
dA
» X
Figura 5.2:
dS estan relacionadas mediante
k- ndS = dA.

Si o representa ahora la densidad superficial de masa, la energfa cinética del
elemento de masa dA de membrana serd

1 ou\ >

—odA | =) .

27 ( ot )
Si 7(x,y) es la tensién superficial (fuerza por unidad de longitud Nm™1) o
equivalentemente la densidad de energia de superficie ( energia por unidad

de drea Jm™2 = Nm™') la energia potencial es igual al trabajo de cambiar
el drea desde dA hasta dS es decir

(dS — dA) = T(—— — 1)dA,

k-n

pero la normal estd en la direccion del gradiente de la superficie. La ecuacion
de la superficie es

F(z,y,z,t) =z —u(z,y,t) =0,
y entonces

V(z—u(z,y,t)) k— Vu(z,y,t)

’]/’\[/: =

Ve =uw@ g, ) i~ Vu(e, y,t)

?



5.8 Consideraciones energéticas 227

pero Vu(z,y,t) estd sobre el plano (z,y) de manera que

~ ’I;'_ VU(QL’,y,t)
n= ,
\/1+ [Vl
y su proyeccion sera
k-h =

v
1+ |Vul?
Entonces
1 2
7(dS —dA) = 7(= —1)dA=7(1/1+|Vul" -1)dA
( ) (kA ) (V14 |Vu[”—1)

n

12

T(% IVul?)dA
de modo que la densidad Lagrangiana serd
o (0Ou ou 1 ou\? ou\?
b= (G) =5 (5) ‘ﬂ(%) (&) )
2u o du,
ot’ ox’ oy’

Si se supone que la membrana est4 fija en alguna curva cerrada C' en el plano
x, 1, el principio variacional de Hamilton con accién

8u ou 8u
S = / / ETREs 8 Ydxdydt,

tiene por variacién

oL oL
4S = / / ( ED) (58u/8t + W(Sé?u/@m + W§8u/8y) dxdydt,

Pero du(x,y,t1) = 0, du(x,y,ts) = 0y du(x,y,t) = 0 sobre C. Entonces
podemos escribir

oL 0 oL 0
05 = / / ( au/at 2 Saujom) o Blou oy 8y5u) ddydt
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La primera integral, integrada parcialmente respecto al tiempo dard

/ /( ot o 8u/at))dwdydt6u,

La segunda y la tercera respecto a zy pueden transformarse

/ o _or ou —l—ﬁ _OL ou _9f_ oL 6u—2 _oL ou
Oz | 0(0u/0x) dy | 9(0u/0dy) Oz | 0(0u/0x) dy | 0(0u/0dy) (

A

y haciendo uso del teorema de Green

f (Pdz + Qdy) = / / (g—f - 88—];) dzdy,

las dos primeras se reducen a una integral sobre C'

oL oL
%(——a(au/ay)éudx + —8(8u/8x)6Udy =0

por ser du = 0 sobre C. Asf resultard

2 g 0L g 0L o oL
05 = /t1 / <_§W 92 0(0u/or) 0_y8(8u/8y)) dxdydtou,
A

dando como ecuacién de movimiento

o0 0L +2 oL _'_ﬁ oL
ot 0(8u/8t) ox 8(8u/8:v) dy d(0u/dy)’

Lo (V1 ([ (0uY’
o2\ ot 2" \ \ oz dy
Fu_ _(Pu  Pu) _

7 or ox2  Oy2) 7

la ecuacién de onda en dos dimensiones. La velocidad de propagacion sera c
donde

0 =

O sea

T
C2:—.
g
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5.8.3. Solucién para geometrias especificas

Primero, buscaremos los modos normales de vibracion, es decir modos
donde todos los elementos de la membrana, excepto los que estén fijos,

oscilan con la misma frecuencia w. Tendremos entonces
u(z,y,t) = p(x,y) cos(wt).
Al sustituir en la ecuacién de onda resulta
0? P?p 0%
p(x, y)é?tQ cos(wt) = c*cos(wt) (W + @)
= —w2,0(a:, y) COS(Wt)a

Ppla,y) | Pplz,y)\ | _
( axg + 8y2 ) + gp(xa y) - Oa

la llamada ecuacién de Helmholtz bidimensional.

O sea

Membrana rectangular

2
Llamando k? = “;—2 debemos resolver

2 2
<8—+6—) + k*p = 0.

ox?  0y?
Usando la técnica de separacién de variables
p=X(@)Y(y),
resulta L 2X 12y
Xar v T

por lo cual deben ser constantes
1 d?°X 1 d*Y
X dx? Y dy? » Ry

Las soluciones que satisfacen bordes fijos en un rectdangulo X (0) =

Y (0) =Y(b) =0 son

2 2
X(z) = \/jsinkxx:\/jsinm °
a a

m=1,23...00

a
3 7
Y(y) = \/;sinkyyz\/;sin%, n=1,23... 00
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donde las frecuencias de los modos normales (m,n) son

2 2,2 2,2
kQ_wmm_mw n*m
R b2

La frecuencia mas baja, la fundamental es

12
W1’1:7T —+b_2

sin 27 sin Sy

4

\“““““/’o \\\\\»
\!\

0.6 X

g ,,;:‘ \\\\\\“'

‘v '

\\ 4[[ I

Membrana circular

Buscaremos nuevamente los modos normales de vibracién, es decir modos
donde todos los elementos de la membrana, excepto los que estén fijos, oscilan
con la misma frecuencia w. Tendremos entonces usando coordenadas polares

u(r, ¢,t) = p(r, ) cos(wt).

Al sustituir en la ecuacion de onda resulta

p(r, ¢)—2 cos(wt) = c*cos(wt)V?p,

= —w2p(x, y) COS(Wt)a

Ahora tenemos que resolver la ecuacién de Helmholtz con k? = ¥
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V2p +k*p =0,
donde supondremos como condicién de borde p = 0, en r = a.En coordenadas
polares 7, ¢ la ecuacién de Hemholtz sera

19 0 18
;Ergpntﬁa?gntkp—o,

donde nuevamente, usando la técnica de separaciéon de variables

p= R(r)®(¢),
conduce a L4 | P
L0 a 2.2, LO&%
RdeR kr +<I>d¢2 0,
luego
2
d
e

por lo tanto
1

L ,

y la parte radial satisface

b —

dr dr
) & d 2,2 2
WR—FTCZ—R—F(]CT m*)R = 0,

la cual puede ser reconocida como la ecuacién de Bessel. Como es bien sabido,
las soluciones regulares en el origen son

R = J,(kr),
y la condicién de contorno fijo en 7 = a conduce a que
(k) = Jm(%) = 0.

Denotemos por a;, ,, el enésimo cero de J,, luego las frecuencias propias serén

Wi @
—— = Q.

C
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Las funciones de Bessel

Las de Bessel, J,(z) = BesselJ, (2) y Y,(z) = BesselY, (z) son soluciones
de primera y segunda clase de la ecuacién de Bessel

Las de primera clase son regulares en el origen y el gréafico siguiente muestra
las tres primeras.

0.87

Jo (rojo), Ji(verde), Jy (azul)

5.9. Elementos de mecanica de Fluidos

Para estudiar la dindmica de los fluidos, se han seguido dos caminos. Uno
debido a Lagrange utiliza las coordenadas de cada particula de fluido a me-
dida que transcurre el tiempo de acuerdo a las fuerzas que ella experimenta.
Otra forma debida a Euler consiste en abandonar el intento de precisar las
coordenadas de cada particula de fluido, y en vez, preocuparse de la den-
sidad y la velocidad del fluido en puntos fijos del espacio en cada instante
de tiempo. De este punto de vista, Euleriano, la atencién se pone en un ele-
mento de fluido que pasa a través de un volumen de control el cual esté fijo
en el espacio. Este es el método que usaremos principalmente aqui. Se defi-
nen p(z,y,z,t) la densidad del fluido en un punto del espacio en tiempo ¢ y
U(x,y, z,t) el vector velocidad de un elemento de fluido ubicado en ese mismo
punto y en ese mismo tiempo. Las particulas del fluido en el volumen de con-
trol cambian continuamente. A pesar de que nos concentraremos en puntos
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fijos del espacio, las ecuaciones usuales de la mecdnica aplican a particulas y
por lo tanto serd inevitable seguir el movimiento de las particulas al menos
por intervalos de tiempos cortos. Asi estaremos interesados en dos tipos de
derivadas. Por ejemplo si p(z,y, z,t) representa la presién en un punto z, y,
z, en un tiempo t determinado, la derivada Euleriana

Op
ot

representard la tasa a la cual estd cambiando la presiéon en un punto fijo y la
derivada Lagrangiana

dp _ 9p  Opor  Opoy  Opoz
dt ot Ox ot Oydt 0z 0t
dp

- 245V
ETARCARY 2

representard la tasa a la cual estd cambiando la presién en un punto que sigue
el movimiento de una particula del fluido. Esto aplicard a cualquier funcién
de las coordenadas y del tiempo, lo cual anotaremos simbdlicamente como

d 0 .
a—a—i—v-v.

5.9.1. Cambio del volumen

Consideremos un elemento de volumen dV que se mueve con el fluido de
modo que contiene siempre el mismo mimero de particulas de fluido. Si el
fluido se mueve, ese elemento se mueve y en general cambiard de volumen.
Supongamos que se trata de un elemento de volumen rectangular de lados
dz, 0y, 0z. Entonces sus caras tienen velocidades v, vy, v,. Asf el cambio de
volumen debido al desplazamiento de las caras dy dz (una en x la otra en
T + dx) serd

AoV = Sydz(vy(x + 0z, t)dt — v, (x + dx, t)dt)

ov
= Sydzdr = dt
y Z0T ax s
O sea
doV ov,
TR L
_ 5‘/8%

or



234 Sistemas continuos

o4 5y

——V,(X+0X,t)

OX

Figura 5.3:

Mis en general, si varfan las posiciones de las seis caras, se tiene

% ov, Ov, Ou,
TR R
O Ssea
OV _ g sy,
it

Algunas propiedades del operador V se explican en el apéndice. Mds en
general, como se explica en la figura que sigue, el cambio de volumen que se
produce por el cambio del drea se puede expresar como (producto mixto)

(basexaltura)

(dFy x diy) - Gdt = 7 - vdtds,
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luego la superficie cerrada completa cambia un volumen

v = 7{27 ndtdsS

S
dv .
S

Si se utiliza el teorema de la divergencia la tltima expresién puede escribirse

COmo dV
= = / V- 5dV.
a ),

Fluidos incompresibles

Si el fluido es incompresible, es decir si el volumen de un nimero determi-
nado de particulas no cambia con el tiempo, entonces del resultado anterior
sigue que

V.7 =0.

Ecuacion de continuidad

La masa de un elemento de volumen que sigue el movimiento del fluido no
varfa. Eso se puede escribir utilizando el concepto de densidad volumétrica
de masa p como

om = pdV = constante,

es decir
dp d
i \% +pdt \% 0
dp . B
dp L
% + pV - = 0.
pero
dp_Op |
a - 8t +v V,O,
luego
dp

E—FU-V,O-F,OV-??):O,
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ap L
5 TV (o) =0, (5.22)

Esta ultima relaciéon se denomina la ecuacién de continuidad de un fluido.

5.9.2. Lineas de flujo

Para visualizar el movimiento de un fluido se utilizan tres tipos de lineas,
llamadas lineas de velocidad, caminos y de trazadores.

1. Lineas de velocidad. Son las lineas del campo de velocidad v(z,y, 2, t),
es decir lineas que son tangentes y paralelas al vector velocidad en cada
punto de coordenadas fijas x, y, z en un instante ¢. La ecuacién de las
lineas de velocidad se obtiene de

dx dy dz

ve(z,y, 2,t)  vy(w,y,z,t) vy, 2 t)

Integrando estas ecuaciones para t fijo permitirfa encontrar las lineas
de velocidad. Puede ser 1itil expresar las coordenadas en forma para-
métrica © = z(s), y = y(s), z = z(s). Por ejemplo sean

v, = z(1+42t),

Uy = y?
v, = 0,
luego se debe resolver
dx _dy
w(1+2t) gy’
integrando
1
Inx =1
A+ 20 nr=Iny
luego
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2.

Caminos. Es la curva trazada por una particula del fluido a medida que
ella se mueve. Ella satisface

dx B ( )
dt - UI %y,% I
d
= = @y,
d
= = leyz),

ecuaciones que al ser integradas permitirfan encontrar x(t), y(t), z(¢).
Consideremos el mismo ejemplo anterior

d
d—f = v, =x(1+2t),
dy
% = Uy = y7
que son facilmente integrables
In S t+ 12
Zo
mZL = t,
Yo

de manera que la trayectoria o camino es

r = zoelHD),

= yoet.

Lineas de trazadores. Son las lfneas que siguen trazadores continua-
mente inyectados al fluido. Ellos pueden ser humo, tinta, y otros. No
discutiremos este tema aqui.

5.10. Ecuacién de movimiento de un fluido

ideal

En un fluido ideal, por definicién, no actian otras fuerzas de un elemento

sobre otro de fluido, méas que las fuerzas de presién, que actian normalmente
a las superficies de los elementos considerados. En los fluidos reales, actiian
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ademds fuerzas tangenciales o de viscosidad que por ahora despreciaremos.
Aceptaremos ademads que pueden actuar fuerzas externas sobre cada elemento
de volumen, tal como el peso de aquel. La presion es isotrépica de modo que
la fuerza que actia sobre cada elemento de drea se obtiene simplemente
multiplicando la presién sobre el drea por el drea en cuestion. Asi, si se trata
de un elemento de volumen como un paralelepipedo rectangular de aristas
ox, 0y, 0z, la fuerza resultante en la direccién = debida a la presién serd

oF, = p(z,y,2)0y6z — p(x + dx,y, 2)0ydz

dp
= —%(%53452,

y en su forma vectorial
§F = —VpsV.

Sea ademds [ la fuerza externa que actia por unidad de volumen. Asi la
fuerza resultante sobre el elemento de volumen serd

§F = —VpsV + foV.

La segunda ley de Newton establece que esta fuerza es la masa por la acele-
racién del elemento de volumen, o sea

p(ﬂf% = —-VpiV + f5V,
o bien
dv -

ahora, si realizamos la derivada total obtenemos

ov o
p(ﬁ—: LTV = f— Vp, (5.23)

y asi obtenemos la ecuaciéon de Euler para el movimiento de un fluido ideal:

ovr S
E—F’U-V?}—

® I,

Vp
- == 5.24
P (5.24)
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5.10.1. Onda sonoras en un fluido

Supongamos un fluido en equilibrio a una presién py una densidad p, y
sometido a una fuerza externa volumétrica f. Para esta situacién, la ecuacion
(5.24) se convierte en

fo = Vpo. (5.25)
Supongamos ahora que el fluido se somete a una perturbacién pequena de
modo que la presién y la densidad se alteran a
p = potyp
p = potp,

siendo p/ < py p < p y supondremos ademds que la velocidad u sus
derivadas son también pequenas. Si sustituimos en (5.24) se obtiene

o7 % /
W, ooy — _Jo  Vpotp)
ot potr  potr
. Jo Vp+p)
Po Po

si despreciamos términos cuadréticos en ¥ y en las cantidades pequenas p’ y
P’ se obtiene

o7 fo V(po +p)

ot potp potr
fo Vp+p)

Po Po Po

Q

O Ssea

ot Py

Ademds si se sustituye en la ecuacién de continuidad (5.22) se obtiene

o vy

(5.26)

o/ g
0 = E+V-((p0+p)v)

oy’ .

aﬂLV'(PoU),

O Sea a ,
a_pt = —poV T — T Vp,. (5.27)
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Finalmente supondremos que la densidad en equilibrio es practicamente cons-
tante de modo que la 1ltima ecuacién puede escribirse

op' L

La compresibilidad « y su reciproco B

En termodindmica se definen la compresibilidad isotérmica

L[
T—BT— %4 ap T7

y la compresibilidad adiabética

1 [oV 1
K = —— _— = —’
5 V 8p S BS
donde T" y S denotan la temperatura absoluta y la entropia del sistema.
Cuando una onda acistica pasa a través de una substancia los cambios de

volumen son en realidad adiabdticos en vez de isotérmicos, de modo que la
segunda de las anteriores es la que aplica. Ella puede ser escrita como

1. __L(am_/P) _l(@)
Bg 5 m/p Op S P op 5‘

De este modo el incremento en la presiéon y la densidad estdn relacionadas
por

1 10
L /is_—ﬁ,
Bs Po P
po= pg,—p,-
S

Asi podemos eliminar p’ de la ecuacién de continuidad (5.28) obteniendo

op’ .
g_(;ﬁ = —pV -7 (5.29)
Wo_ _pv.s (5.30)

at
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Si derivamos respecto al tiempo y utilizamos (5.26) se obtiene finalmente

82p/ o _
atQ = —BSV . E'U
B
= —V.Vp,
Po

es decir tenemos que las variaciones de la presion p’ satisfacen la ecuacion de
ondas en tres dimensiones
82]7/
ot?

donde la velocidad de propagacion estd dada por

Bs
V=4 —.
Po

5.10.2. Ondas de canal

Consideraremos un fluido incompresible sometido a un campo gravitacio-
nal uniforme. Trataremos primero de ondas de canal (ondas tidales), donde
la longitud de onda es grande respecto a la profundidad del canal. En este
limite, el movimiento principal de las partes del fluido es horizontal, de modo
que el fluido se mueve hacia adelante y hacia atrds. Cuando se acumula en
un punto, el nivel sube y aumenta la presién hidrostatica. El fluido entonces
fluye horizontalmente respondiendo al exceso de fuerza vertical .

— 0’V =0, (5.31)

Ecuaciones de movimiento

Considere un elemento de masa dm contenido en un volumen dV. La
ecuaciéon de Euler es

v -
siendo la fuerza peso por unidad de volumen
— dm ~ ~
= gk = —pgk
f==av9 pgk,
luego
dv ~ 1
& —gk — =Vp.
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Z /
/2

Figura 5.4:

Pero estamos suponiendo que el movimiento vertical tiene velocidad y acele-
racién despreciables y entonces

—g———p~0
p Oz
que nos indica la variacién de la presién con la altura o profundidad en el
fluido. A nivel z = ((z,y,t) la presién es la atmosférica py resultando por
integracion
p=po— pg(z —C(z,y,1)).
Recordando que
dv  0v LTV ov
_ e v - Y —
dt ot t’
En las direcciones horizontales tenemos

dv, v, 10

0
ot ot paal T —gaC(%%t),
duy, _ Oy, 19 0

Note que las aceleraciones horizontales son independientes de z.

Ondas unidimensionales

Consideraremos una onda unidimensional

¢= C(l‘,t)
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v(x+dx)

dx

Fl fluido tiene movimiento en el eje x solamente y como consecuencia de la
ecuacion de continuidad, lo que se acumula provoca un cambio en la altura.
El flujo (volumen/4rea x tiempo) es

Jx = p’U(I’),

de modo que

(pv(x) — pv(x + dx)) (h + {)b(x)dt = pbdxd(,

o bien
ov(x) B
~on (h+ Q)b(x)dt = bdC,
ov(x) 0
3, (h+ ()b = bat,
_3v(x)h S
Ox ot
Pero 9 9
v, 0
at - gaxg(x7y7t)7
luego

_gav(x)h S

ot Oz oY
Bz 02¢
Shgs @) = Fa
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Que es la ecuaciéon de onda con una velocidad de propagacion

R

El significado fisico es que a mayor profundidad, mayor velocidad de propa-
gacion de la onda.

5.10.3. Ondas de superficie en liquidos

Para alturas mayores, un andlisis més fino es necesario. Consideraremos
ondas superficiales en dos dimensiones en un fluido tridimensional.

y

v

Respecto a la figura, el plano xy es el nivel de equilibrio del liquido en un
canal de profundidad h. El liquido serd considerado como incompresible con
densidad volumétrica p constante de modo que la ecuaciéon de continuidad
(5.22) se reduce a

V-u=0.

Supondremos también que el movimiento del fluido es irrotacional, es decir
que

V xv=0.

Potencial de velocidades. Ecuacién de Laplace.

Cuando el movimiento del fluido es irrotacional, el campo de velocidad
del fluido es derivable de un potencial de velocidades ®(7,t) tal que

T(7,t) = —V (7, 1).
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En términos de este potencial, la condiciéon de incompresibilidad sera
V- i=V -Vxi=V=0, (5.32)

es decir el potencial de velocidad satisface la ecuacién de Laplace en el inte-
rior del fluido en todo instante. En situaciones estacionarias, ® = ®(7), y las
lineas del campo de velocidad son fijas. Estas lineas del campo de velocidad,
denominadas lfneas de corriente, son tangentes al campo de velocidades del
fluido en un cierto instante. No hay que confundirlas con las trayectorias se-
guidas por una particula determinada a medida que transcurre el tiempo. En
situaciones dindmicas como la que estudiamos, la propagacién de ondas en
un fluido ® = ®(7,¢), las lineas de corriente irdn cambiando como un todo
a medida que el tiempo progrese. El resto del anélisis intenta establecer las
condiciones de contorno que debe cumplir el potencial de velocidad. Obvia-
mente en el fondo del canal la velocidad normal debe anularse. Similarmente
ocurre en las paredes laterales.

En la superficie libre del fluido tendremos condiciones adicionales. La
dindmica del fluido ideal estd dada por la ecuacién de Euler (5.23)

De aqui se puede establecer el llamado teorema de Bernouilli. La fuerza f
representa a la fuerza externa por unidad de volumen.

Teorema de Bernouilli

La ecuacién de Euler puede ser escrita de otras manera

ov o1

— +0-Vi==—--Vp.

at+v v )5 P
Es una identidad matematica que

1, . S

Vav‘v—vx(va):v‘Vv

entonces la ecuaciéon de Euler puede escribirse como

ov 1, . o
E—l—V;&wv—vx(va)—

< Iy

Vp.

=
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reemplacemos ¥ = —V®, V x ¥ = 0 y supongamos que la fuerza externa (el
peso por unidad de volumen por ejemplo) es conservativo, luego

f=-VU(#1),
se obtiene 50 e U )
—Va—l—V?v- = _V; —V;,
vk P L 0%

pr_E

En otra palabras la cantidad que tiene gradiente cero es sélo funcién del

tiempo

p U 1, 0%
p+p+2v 8t_C(t)'

El potencial de velocidad puede alterarse a
® - a(71) - [ Clt,

sin que se altere el campo de velocidades y entonces la funcién C(t) se cancela

obteniendo S 00
ot
B == U2 (T7 )

p p 2 ot
En la superficie libre del fluido z = (, la presién es la presion atmosférica py.
Supondremos también que la fuerza aplicada por unidad de volumen proviene

de un potencial gravitacional

= 0. (5.33)

2 se obtiene

Po _09(rt)

y si despreciamos v
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y haremos otro cambio en el potencial de velocidad

t
& — (7 1) - 22,
P
luego
0P(7,
_ (T7 t) — 07
ot o=

o bien, en la superficie libre se cumple

B 18(1)(x,y,§,t) N 18@(%,?;,0,75)

O sea las variaciones de la altura del nivel libre del fluido se deben a que en
la superficie ¢ cambia con el tiempo.

Forma de la superficie libre

La altura z es alguna funcién de z,y, t. Esto es, la forma de la superficie
estard dada por

F(rt) = F(x,y,2,t) = 2z — ((z,y,t) = 0.

En un pequeno intervalo de tiempo dt, la velocidad normal

I ;0 _ 50¢

- An o a k 28:1: j@y
Up = NN -V, con n = 1= .

b — 98 _ 50¢

ox j[’)y

causa un desplazamiento de la superficie dado por
F(F+ T,dt, t + dt) =0,

y haciendo una expansiéon de Taylor

oF OF
Z<U”>i8_zm tor T 0,

pero
VF
[VE|

n =
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Z AN
n
A - X
f
h
v
Figura 5.5:
luego
Up - VF =0-VF,
y entonces
oF
v-VF+— =0.
v-VF + 5
Pero
F(x7y727t) =z C(x7y7t) = 07
luego
a¢ ¢ 0¢
= Uy — Uy — — = 0, 5.34
V2T % T Yoy T Bt (5:34)
ademds
U —_— %
ot
luego
a¢ o _
Vg + vy 9y 0

Condiciones de contorno

El potencial de velocidad satisface la ecuaciéon de Laplace
V2 =0,

y tiene como condiciones de contorno en una superficie fija, el fondo por
ejemplo
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v, = —n-V® =0,

y en la superficie libre z = ¢

b, = 96 _ 0%
ot 02
109 -
¢ = Jar (De Bernouilli)

que pueden combinarse en

00 OC_10°0(z,9,0,1)
9: ot g o

V, =

Relacién de dispersién

Consideremos como un ejemplo, una onda unidimensional que viaja con
velocidad ¢ en la direccién z, siendo el ancho del canal constante b y la
profundidad h. Tratemos una solucién

O(x,2,t) = Z(z) cosk(x — ct),

coloquemos esto en la ecuaciéon de Laplace

0? 0?
cos k(x — ct)@Z(z) + Z(z)@ cosk(x — ct) =0,
de donde
d? 9
por lo cual
7Z(z2) = AeF* 4+ Be ™,
pero en el fondo del canal z = —h, v, = 0 o sea
k-VZ(z) = 0,
Z'(—=h) = 0,
entonces

0= kAe " — EBe™",
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luego = B
Z(z) = Ae~Hh(eh=thh e—kh—kz)’
= C'coshk(z+h),
pero tenfamos que
0P % 1 0?d

V, = —— = = ——— en la superficie libre
92 ot go P

o e od 10°d
5 = g oE ® = C cosh k(z + h) cos k(z — ct),
conduce a ]
ksinh kh ~ 5]45262 cosh kh.

Note que

2T

E=2"

)\ )

entonces

= % tanh kh,
O sea la solucién para el potencial de velocidad es
® = Ccoshk(z+ h)cosk(z — ct),

con
= % tanh kh.
Note que si h es pequeno respecto a la longitud de onda
5 gA 2w g\ 21
=Z—.tanh—h ~=——h = gh
© T gy R 27 A g

el resultado obtenido anteriormente. Haremos algunos célculos numéricos,

tomandok::%”,C’zl,hz?,)\zl,gzl.

c= \/% tanth k(¢ + h) ~ \/% tanh kh = 0,398 94
¢ = y/£ tanh 2 = 0,398 94
¢ =0,39894
® = (C cosh k(z+h) cos k(x—ct) = cos (6.283 2z — 2. 506 6) cosh (6. 283 2z + 12.566)

® = C cosh k(z+h) cos k(z—ct) = cosh (6. 283 2z + 12. 566) cos (6. 283 2 — 2. 506 6t)
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La forma de la superficie
100 1
¢ 5% = E%Ccoshk(z%—h) cos k(x — ct)
1
—C cosh k(z + h)kesin k(x — ct)
g
v=-Vo
Para t, el vector ¥ evaluado numéricamente es
7 —6.2832 cosh (6.283 2z + 12.566) sin (6. 283 2z — 2. 506 6t) , e
N 6. 283 2 sinh (6. 283 2z + 12. 566) cos (6. 283 2 — 2. 506 6t) Y

diante la opcién Vector Field Plot 2 D con muPad, se obtiene

Parat =0

|

—6.283 2 cosh (6. 283 2z + 12. 566) sin (6. 283 2x) ,
6. 283 2sinh (6. 2832z + 12. 566) cos (6. 283 2z)

|

0

02

04

-0.21
-0.44
-0.61
-0.81
z-14
-1.27
-1.47
-1.67
-1.81

-2-

~

Parat =0,1

U=

—6.283 2 cosh (6. 283 2z + 12. 566) sin (6. 283 2z — 0,25066) ,
6. 283 2 sinh (6. 283 2z + 12. 566) cos (6. 283 22 — 0,2 506 6)
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02 04 X 06 08 1

-0.27 ~ — — = v ~ — -
-0.47
-0.6
-0.87
z-17
-1.21
-1.41
-1.67
-1.8

¢ = C cosh k(2 + h)cos k(x — ct),

con
%tanhk(c+h) =,
v, = —kCcosk(x—ct)sinhk(z+h)= % = % +7- Vo, ~ %
v, = kCsink(x —ct)coshk(z+ h) ~ %

Trayectoria de una particula

Tenemos que el campo de velocidades es con ® = C cosh k(z+h) cos k(z —
ct)

Uy = % = —Ckcoshk(z + h)sink(z — ct),
v, = % = Cksinh k(z + h) cos k(x — ct).

Si al lado derecho aproximamos x = zy, z = zg, estas son satisfechas por las
siguientes coordenadas

r = x9-— ¢ cosh k(2o + h) cos k(xy — ct),
c

z = zy— %sinh k(zo + h)sin k(xg — ct)
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de donde
T — 2 N T — T 2 B 22
cosh k(zy + h) sinhk(zo+h)) 2’

la ecuacién de una trayectoria eliptica

5.10.4. Mas sobre ondas de superficie

Primero recordemos las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un
fluido ideal, incompresible y con flujo irrotacional

1. El potencial de velocidad satisface la ecuaciéon de Laplace en todo el
fluido (5.32)
V20 = 0.

2. La ecuacién de Bernouilli es (5.33)

U 1 o0P(r,t
p U L, 020D _,

pp 2 ot
En la superficie libre del fluido z = (, la presién es la presién atmosférica
Po. Supondremos también que la fuerza aplicada por unidad de volumen
proviene de un potencial gravitacional

. dm -
f= —ng = —Vpgz,

y que en la superficie libre z = (

U
_2967
p

ahora no despreciamosv?, obteniendo

@ 1 Q_aq)(ﬁt)
p +gC+2v T

=0,
y haremos otro cambio en el potencial de velocidad

t
o — o7 1) - 2,
p



254 Sistemas continuos

luego
1, 0%(rt)
1 d(r,t
9¢ + 3 (Vd) — 0 g’ ) = 0, en la superficie libre. (5.35)
3. Sobre cualquier superficie fija que contenga al fluido
n-Vo=0.

4. La superficie libre tiene una forma dada por

2 C<x7y7t) = 0.
De la ecuacion (5.34), se dedujo que

ac  9c A
Vy — Vg — — = =0,

o Yoy ot

que serd escrito en términos del potencial de velocidades ®

od | ¢
—5 — V- VC - a == 0,
_g_cb +Vo.-V( - % = 0, en la superficie libre del fluid¢5.36)
z

Una ecuacién extendida para ondas de canal

Busquemos una solucién de la forma

[e.9]

cosh [k(z + h)] €™ f(k, t)dk.

— % N
Satisface (3) en el fondo del canal, puesto que
1 [ g
v,(2 = —h) = —— ksinh [k(z + h)] e®* f(k, t)dk — 0.

2r J_o

Satisface la ecuacién de Laplace. Calculemos

0?® 1 [, o

- - h ikx

52 o | k*cosh [k(z + h)] €™ f(k, t)dk,
9?d 1

= — [ K*cosh[k(z + h)] e f(k,t)dk.

072 21 ) _o

Luego
V2o = 0.
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Aproximacion en la superficie libre kh << 1.

En la superficie libre, z ~ 0

1 o0
b~ — cosh[kh] ™ f(k, t)d _—/ ““”f(k t)dk
2w
Llamemos

Fat) = % /_ e etk

[e.o]

luego la ecuacion anterior puede escribirse

1,02 o
d~(1-— Eh @)f(x, t). En la superficie libre.
Similarmente
aq) 1 > : ikx 7
% = o _ooksmh [kh] e™ f(k, t)dk
e R e r
~ — [ k(kh ™ f(k, t)dk
82 5 O
= (- h@ + 6h ax4)f(x, t). En la superficie libre.

Sustituyendo en (5.36) y (5.35),

a 1.,
9, 1, 1o

despreciando términos no lineales V@ - V(' y 5 (Vq)) obtenemos

a o2 o
= = (- h@+ e} (5.37)
B , O

Bt 2 a2
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Ondas planas

Busquemos soluciones ondas armoénicas simples

C _ Coei(kzx—wt)7
f — foei(kwfwt%
al sustituir da
1
—iwCy, = —(hk*+ 6h3k4)f0, (5.39)
1
9oy = (—iw— §h2k2’iW)f0, (5.40)
dividiéndolas Lo
1+ 2h°k
> = ghk>—S%—— 5.41
R VET L (5.41)
constituye la relacién de dispersion.
5.10.5. Ecuacién no lineal efectiva
En la seccién anterior aproximamos
1 oo ikx 7
o = Dy cosh [k(z + h)] ™ f(k,t)dE,
™ —0o0
tomando z = 0. Una simple generalizacién de los anterior expandiendo

[k(h + ¢)] conducird a

b ~ (1—(h+0)? > t
0 o 1 o
o 2 (O + o (h+ P f ()

Sustituyendo en (5.36) y (5.35), y despreciando

o P 1 ;0 9P ¢
o —(—(h+C)@+—(h+C)@f( T o o’

6
1 [(0®\?
o = F-ghr e -5 (5)

~—

8
~
~

o 1 , O
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pero
9 9 , 02 af
I —%(1—511 axQ)f(x t)—%,
luego
o O’f 1,30 9foc
o = Q75 —gh a +8x8x (5-42)
of 1, &f af\?
9 = 5 T G or ) (5-43)

que se denominan ecuaciones de onda extendidas no lineales.

Ondas solitarias
Busquemos soluciones de la forma
C(.f,t) = C(JZ‘ - Ct)?
flxt) = flz—a).
Al sustituir en las ecuaciones 5.42, 5.43 se obtiene

_CC/ — (h+<>f//_ éh?f////_’_f/C/’

o = —ef ek~ ()

ecuaciones acopladas para f, (. Afortunadamente la primera puede ser inte-
grada

_Cgl _ —éh3f////+hf”+f/<,+<f”

—cC + %hgfm —(h+¢)f" = constante (5.44)

que debe ser resuelta junto con

1

S ()7 (5.45)

1
I —h2 "o
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5.10.6. Una solucién aproximada

Una solucién aproximada se logra haciendo algunas otras aproximaciones.
Primero mantener sélo el primer término de 5.45

cf’ = —g¢.

Reemplace la velocidad de propagaciéon por su aproximacién de orden
cero (5.41)
2:w_2:g 1+ $h*k?
k? 1+ %h2k2

Luego la ecuacion 5.44 puede ser escrita

c ~ gh.

1
—cC + gh?’f”’ — (h+¢)f' = constante

¢+ Sh(—gC") ~ (h+ O)(~g0) = constante

h 1
(1-— gc—Q)C + ghQC" — ch = constante

Voh

Haciendo algunas otras aproximaciones, vea [?, p 401] una solucién en forma
de onda solitaria se encuentra

1
2 3¢ T—Ci
cosh l <f> Tt]

5.10.7. Algunas soluciones de la ecuacién de onda.

C(l‘, t) = CO

De acuerdo a las propiedades del operador V puede probarse que son
soluciones de la ecuaciéon de onda tridimensional

82

ﬁ - 02V2¢ =0.

5.10.8. A) Ondas planas

Esta son soluciones de la forma

¢<$,y,£€,t) = F<E T — Wt) = F<kx$ + kyy + kZZ — wt),
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donde F es una funcién arbitraria (diferenciable), v es la velocidad y k es un
vector constante cuya magnitud se denomina nimero de onda. Para demos-

trarlo basta considerar que
VFE(k-F—ovt) = kF'(k-7—wt),
V2F(k-7—vt) = k-VF(k-7—wt)
V2 = K2F"(k-F— wt),

2
% W AF" (k- 7 — wt),
que prueba lo establecido siempre y cuando
L w
V=

Hay que observar, que los puntos donde F' tiene un valor constante, digamos
F(0) estan sobre el plano

k-7 = wt

k-7 = wt,

es decir un plano que viaja precisamente con la velocidad de propagacion de

la onda v = w/k, de alli se justifica la denominacién de ondas planas.
A

Onda plana

5.10.9. B) Ondas esféricas
En coordenadas esféricas el Laplaciano puede escribirse (ver apéndice)

2
1920 1£sin9£+ L9

2 _ 22 -
r20r Or  r%sinf 06 90 r2sin®0 0¢*’
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de modo que si buscamos soluciones de la ecuacién de onda que dependan
de la distancia al origen solamente, la ecuaciéon de onda serd

P¢  ,10 ,0
a2 U ea a0

pero usted puede establecer que

19,0 1

2oy a? " rae)
de modo que la ecuacién de onda es
Plrg) P
o~V ap =0

de modo que
ré(r,t) = F(kr — wt),

por lo cual una onda esférica es de la forma

o(r 1) = F(lm“—wt)7

r

donde la velocidad de propagacion es ahora

_v
v = k‘
5.10.10. Las ondas electromagnéticas

Como ha sido bien establecido, los campos eléctricos F' y magnético B en
vacfo satisfacen las cuatro ecuaciones de Maxwell

V-E = 0, (5.46)
V-B = 0, (5.47
. OB

_ OE

B . 4
V x Hoo57 (5.49)
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Vacio significa la nada. Una solucién de estas ecuaciones diferenciales son lo
trivial, no hay nada E = 0, B=0. Pero, hay soluciones no triviales. Veremos.
Tomemos el rotor de la tercera

. OV xB
Vx(vx B+ By
ot
y reemplazando la cuarta
S O’E
V x (V x E) + pyeo =0,

ot?
pero como consecuencia de la primera
V x (VxE)=V(V-E)—-V’E = -V2E,

luego el vector campo eléctrico satisface la ecuacién de onda tridimensional

o PE
V?E — — =0,
Ho€o 12
con velocidad de propagacién
1
C =

vV Ho€o

Considerando que €y = 8,854187817 x 1072 Fm~! y p, = 1,2566370614 x
1075 N A~ resulta ¢ = 2.9979 x 10%2 la rapidez de la luz en el vacfo. Simi-
larmente, tomando el rotor de la cuarta

= OV x E
V X (V X B) :MOGOT,

reemplazando la tercera

_ 9’B
2D
~V'B = —Hoco g5

es decir la misma ecuacién de onda

. i
VZB — MOEOW = 0.
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5.10.11. Ondas electromagnéticas planas

Probando soluciones de la forma

i o i(kr—wt
E = Epe' ).

B = B'Oei(l;f"—wt),

al sustituir en las cuatro ecuaciones de Maxwell se obtiene que

k-E 0,
k-B = 0,
_EO < Vei(k-?ﬂut) . Z-wéoei(kffwt) _ 07
—EO x Vellkr—wh)  — —uoeoiwﬁo,
o bien
k-E 0,
k-B = 0,
EO X E = —u}éo,

E() xk = MOEOWEo,

que muestra que los vectores EO, Eg y el vector de propagacién k son orto-
gonales y ademés que

k? 1
E = Moo = g»
w = ck.

Es la relacién de dispersion.

Interferencia de ondas

Consideremos ondas sinusoidales unidimensionales ¢ (z,t) = Asin(kx —
wt + ¢) donde ¢ se conoce como la fase de la onda. Debido a que la ecua-
cion de onda es lineal, la superposicién de este tipo de ondas de la misma
velocidad v = w/k es también solucién de la ecuacién de onda, La superpo-
sicién de ondas de este tipo causa el fenémenos llamado de interferencia, en
particular de interferencia constructiva e interferencia destructiva. Considere
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por ejemplo que la frecuencia sea la misma, entonces la longitud de onda
también es la misma y el fenémeno que ocurre en la superposicién depende
de la diferencia de fase. En efecto, la superposicion serd

= Aysin(kx — wt + ¢;) + Agsin(kx — wt + ¢,).

Aqui conviene utilizar elementos de los nimeros complejos. Considere

A ilkz—wt+ey) 4 A2ei(km—wt+¢2) — Apilkr—wt)

?

esto es cierto si

ei(%)(Al + A26i(¢z—¢1))_

Este nimero complejo puede colocarse en su forma polar de acuerdo a
A=|A|e"?
donde

|A] = \/(Al + Az cos(py — ¢1))? + (Azsin(gy — ¢))?
= \/A% + A2+ 2A; Ay cos(py — ¢y),

Agsin(py — ¢)
Ay + Ay cos(dy — ¢1)

tang =

En resumen

Alei(kmfwt+¢1) + Azei(szthrd)z) — |A| ei¢>ei(szwt)’

donde la superposiciéon de ondas sinusoidales es la parte imaginaria de la
iltima expresién, es decir

Y = Ajsin(kzr —wt + ¢y) + Agsin(kz — wt + ¢,)
= \JAE+ A3+ 24, Ay cos(9, — ) sin(kr — wt + 9).

Es decir la superposicién es una onda del mismo tipo, con otra fase ¢ y con
otra amplitud. La interferencia se llama constructiva si la amplitud de la
onda resultante es méxima y destructiva si es minima. Estos casos ocurren
evidentemente si
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a) Constructiva: ¢y — ¢, = 2nm,n =0,1,2...,
= |A; + Ag|sin(kx — wt).
b) Destructiva: ¢y — ¢y = (2n+ 1)m,n =0,1,2...,
= |A; — Ag|sin(kz — wt).

Pulsaciones

Otro fenémenos ocurre si las ondas que se superponen tienen la misma
velocidad pero diferentes longitudes de onda y en consecuencia diferentes
frecuencias. Suponiendo las mismas fases y amplitudes la superposicién es

v = Asin(kiz — wit) + Asin(kox — wat),
w1 W2
ko ok
que puede escribirse como

w _ 2A sin (]{71 + ]CQ)I ; (Ldl + Ldg)t cos (]{71 — ]CQ)I ; (w1 — (.{)2)757

esto es el producto de dos ondas que se propagan a iguales velocidades

v

v — W) +Wwy Wi — W
kit ke ki — ke
y que tienen frecuencias, una alta frecuencia
w1 + wa
2

y otra que puede ser muy pequena
W1 — W2
2

si las ondas que se superponen tienen frecuencias proximas. Este fenémeno
se puede escuchar como un batido de baja frecuencia cuando se pulsan dos
cuerdas de guitarra casi afinadas en la misma nota.

(k1 + k2)(x — ot) (k1 — ko) (x — vt)

1 = 2Asin 5 oS 5
w1 + Wo . (kl + kQ)U
2 B 2
W1 — W2 (/ﬁ — kg)’U

2 2
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5.10.12. Velocidad de grupo

La superposiciéon de muchas ondas de casi la misma frecuencia y con
longitudes de onda parecidas también, causa el fenémeno de la formacién
de un grupo que se dispersa. Para precisar las cosas supongamos que se
superponen ondas con frecuencias en un cierto rango continuo, donde esas
frecuencias dependen de la longitud de onda de alguna forma funcional tal
como

w=w(k).

Esta relaciéon se denomina relacion de dispersién. En otras palabras estamos
suponiendo que la velocidad de propagacién v = w(k)/k es alguna funcién
de k£ es decir de la longitud de onda. Este caso tiene una representacion
concreta en el caso de las ondas luminosas que se propagan en materiales
transparentes, donde la velocidad de propagacién en ese medio es dependiente
de la longitud de onda. Bueno, para ver lo que ocurre considere entonces una
superposicién continua para algin rango continuo de valores de &

= / A sin(kz — w(k)t)dk.

Supongamos que la superposicién es hecha en un entorno a un valor ky. Si
expandimos hasta primer orden

w(k) = wo + wy(k — ko),

entonces

ko+A
Y = / A sin(kz — w(k)t)dk,
ko—A

k‘0+A
_ / Agsin(kz — (wo + wh(k — ko)),
k

k‘0+A
= / Ay sin(wikot — wot + k(z — wit))dk,
k

sin (A(z — wyt)) sin (kox — wot)

donde hemos supuesto A, ~ Ai, = Ap. O sea, la resultante

sin (A(x — wqt))

/
T — wyt

Y =24

sin (koz — wot)
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es una onda que viaja con la llamada velocidad de fase wg/ky modulada por
otra onda que viaja con la llamada velocidad de grupo

dw(k)
dk g, '

—_— ,_
Vg = wy =

Note que en esta aproximacion la amplitud méxima de la modulacién ocurre
en
_ /
T = wyl

Representaremos el grupo viajero para kg = 10, A =1, Ay =1, wj = L,wo =
1, en dos tiempos, t =0y t = 2.

'AVA\/A \N\ | M/\ e
IAvAYRYAY v\) \/zVXV\/VG

Grupo en t = 0.
y parat = 2

ANA M

LPPRTATITT: MA
i

iN

Grupo en t = 2.
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NoTA 5.1 En realidad la formacién de grupos no se debe a la superposi-
cién de ondas que sean soluciones de una determinada ecuacién de onda. La
funcién considerada

Y= /Ak sin(kz — w(k)t)dk,

no satisface la ecuacién de onda. Ejemplo real donde se forman grupos se
hard a continuacion.

5.10.13. Efecto Doppler clasico

Suponga una onda viajera hacia la derecha del tipo arménico de velocidad

de propagacion v
o(z,t) = Asin(kx — wt).

Si otro observador se aleja hacia la derecha sobre el eje x con velocidad
u < v, {que onda es observada por el observador movil? Para el observador
mavil llamaremos la coordenada x’. Supondremos vilida la transformacién
de Galileo, es decir obtendremos el denominado efecto Doppler clésico. Esta
transformacién puede escribirse

¥ = x—ut,

t = t
Asi resulta

¢’ t) = ¢(z,1) = d(a’ +ut,t),
Asin(k(z" 4+ ut) — wt),
= Asin(kz’ — (w — ku)t)

es decir una onda arménica pero con frecuencia

W o= w-—ku,
ku

= ]_——
w1 =),

u

et 1——
w1 =),

es decir una frecuencia menor. Si al contrario, el observador y la onda tienen
direcciones de movimiento de distinto sentido resultard
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/: 1 E
W= w( +v)’

una frecuencia mayor.

5.10.14. Efecto Doppler relativista

Para velocidades del observador muy altas, cercanas a la velocidad de la
luz, debe aplicarse la transformacion de Lorentz

¥ = v(x—ut),
Uz
t, = V(t - ?)7

donde c es la velocidad de la luz y v = 1/4/1 — u?/c2. Asi resulta

S ) = lat) = o0 +ut), (' + =),

= Asin(ky(a' +ut') — wy(t + “C—f)),
= Asin(y(k — w%)x' —y(w — ku)t',

es decir

, w w — ku v—u
v = —_— = == .
u uv

K k—wc—2 — 2

5.10.15. Efecto Doppler para ondas luminosas

Si las ondas tienen la velocidad de la luz, entonces v = v = ¢ y los
resultados anteriores se reducen a
1 U
o= y(w—ku) = ——w(l - -),
_u? ¢
C2
/ 1— %
w = w

—_
_l_
ol
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5.11. Ejercicios propuestos.

EJERCICIO 5.11.1 Demuestre que si F(x) y V(x) representan extensiones
impares y de periodo 2L de la forma y de la velocidad inicial de la cuerda,
entonces la expresion

Y t) — %(F(Jc +ot) + Fz — vt))

1 x+vt
+— V(x)dx

2v r—vt

satisface la ecuacion de onda y ademds

y(a,0) = F(z),

0y(z,t) B
8t o - V(:L')a
y(07 ) = 07
y(L,t) = 0.

FEsta solucion se denomina de D’Alembert. Vea [?].

EJERrRCICIO 5.11.2 Una cuerda eldstica de largo L con extremos fijos parte
del reposo con una deformacion inicial

foex si x<L)2
y<0’x)_{ 0 si x> L2

Resuelva para y(x,t) en su desarrollo de Fourier. Esquematice cuidadosa-
mente la forma de la onda parat =T /4, T = T /2, mediante la solucion de
D’Alembert.

EJERCICIO 5.11.3 Repita el problema anterior si la cuerda parte tensa con
un perfil de velocidades inicial

Oy, t)|  _ { voz/L six<L/2
=0

ot vo(l—=x/L) si x> L/2

Solucién. La forma inicial es cero y el perfil de velocidad inicial es

vox /L siox<L/2
V(I){ vo(1 —/x/L) si xiL/Q )
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que debe ser expandido

nwx
V(z) = B, ,
(x) ; sin —
siendo entonces
2 L
B, = Z/o V(z)sin ﬂLxdm
2 L/2 2 L
= L; 2 8in == ﬂ/ (L — ) sin L gy
L2 J, L L2 [
4'1)0 . 1
= gsingnm
luego
dogxm 1 .1
V(z) = % 2 — sin SnT sin ELI,
y finalmente
1 4y =1 . 1 . nrx
y(z,t) = W) 2 — sin o sin de,
Ldvg=L . 1 ( nr(z — vt) nﬂ(x—l—vt))
= —— ) —sin=nn(cos ———= — cos ———).
20 md =32 L L
A

EJjErRCICIO 5.11.4 Obtenga una expresion general para la superposicion
Y = Ay cos(kxr — wt + @) + Az cos(kx — wt + ¢,).
Solucién. Sea ¢ = kx — wt. Ademds proponga
b = Acos(¢+0) = Ay cos(¢ + ¢y) + Az cos(d + ¢).

coeficientes de cos ¢ y sin ¢ se obtienen

Acosd = Ajcos@, + Ascos g,
Asind = A;sing; + Ay sin ¢y,
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de donde

A = /(Aicosd; + Az cospy)? + (Arsing; + Ay sin ¢,)?
= \/A% + A%+ 2A; Ay cos (¢ — by),

y la fase
_ Aising; + Agsin ¢y

~ Ajcosd; + Ascosdy
A

tan &

EJERCICIO 5.11.5 Obtenga la superposicion de las dos ondas
Y = 2Asin(kr — wt + 7/4) + Asin(kx — wt).

Solucién. Utilizando lo anterior la amplitud resultante es

A = \/4A2 + A2 + 4A2cos (%)

= A\5+2V2,

y la fase dada por

2Asin% B
2ACOS§ + A

2 — V2.

tand =

A

EJERCICIO 5.11.6 Determine la potencia promedio transmitida por la onda
del problema anterior.

EJERCICIO 5.11.7 Demuestre que st un punto se mueve sobre un plano de
manera que sus dos coordenadas varian armonicamente como

x = Acos(wt — ),
y = Bcos(wt— ),

entonces el punto describe una elipse. Determine ademds la orientacion de
esa elipse respecto al eje .
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Solucién. Para obtener la ecuacién cartesiana, es necesario eliminar el
tiempo entre z, y. Una forma de hacerlo es usando niimeros complejos. Con-
sidere

e@t=) — cos(wt — a) +isin(wt — a)
x . x?
similarmente
e ilwt=B) cos(wt — f3) + isin(wt — )
Y ) Y2
= _— 1 I
B B?

Multiplicando ambas se obtiene

i-0) _ (E a2\ __2
e (A—l-z 1 AQ)(B i1 5)
1
- E_Z \/l‘ﬁ+3y\/1‘_+\/l__\/1‘ﬁ’

tomando la parte real

cos(ﬁ—oz):%—i—\/l——\/ e
\/1——\/1———cos5—oz)—%,

finalmente, elevando al cuadrado y ordenando

reordenando

2 2
% + % — 2% cos(B — ) = sin*(8 — a),
que es la ecuacién de una elipse.

A

EJERCICIO 5.11.8 Demuestre que una superposicion de ondas de la forma

0= [ Ausinis — ko)
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no satisface la ecuacion de ondas a menos que

w(k)
k

sea constante. Esto naturalmente cuestiona el hecho de superponer ondas que
no satisfacen una ecuacion lineal. Las situaciones fisicas donde se forman
grupos son complejas. Vea([?, pag.370])

EJjercicio 5.11.9 Demuestre que si v denota la velocidad de fase de una
onda armonica y v, la velocidad de grupo, entonces

dv
dk

Solucién. Sea w = w(k) la relacién de dispersiéon. Tenemos, por definicién

vg=0v+k

Wy =
kK7 dk

Derivando la primera respecto a k resulta

v =

dvv  dw d%w w
dk — dkk kK2
vy W
= %R
que prueba lo solicitado.
A

EJERCICIO 5.11.10 Si n(A) denota el indice de refraccion de un material
transparente en funcion de la longitud de onda, demuestre que la velocidad
de grupo estd dada por

vy ==(1+ %n’()\)).

Solucion. El indice de refraccion se define

c
\) =
siendo v la velocidad de fase. O sea
c c
AN =—=—k
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o bien
Y ck
-~ n(\)
Derivando respecto a A resulta
dw d ck c ck d

YTk T dkn(N)  n(y) - n20v)

que puede reordenarse

pero
2m
A= —
k )
luego
c k 2m
A
= 5@+—wu0.
n n
A
EJjERrCICIO 5.11.11 Demuestre que
1 - = — — — —
Vav-v—vx (V x0)=1-V0.

Solucién. Es 1itil saber que (suma sobre indices repetidos)

(Ei X b) = eijkajbk,

(2

€ijk€kim = 5mj5li - 5lj5mi7
donde el simbolo de Levi Civita

0 si  hay dos o tres indices iguales
€ijl = 1 si 25k permutacion par de 123
—1 si ijk permutacién impar de 123
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Luego

(Ux(VX1)), = €jx€uimVj0vm

Uj&vj — vﬁjvi

= &Evjfuj — U Vvi,

que prueban el resultado.

A

5.11.1. Calculo variacional

EJERCICIO 5.11.12 Una cuerda de longitud fija L cuelga estando sus extre-
mos fijos en dos puntos. Obtenga la ecuacion para su forma con la condicion
de que su energia potencial es minima.

Solucién. La longitud sera

T2
L:/ V1+ (y)2de,
1

y su energia potencial

Uzag/ yv 14 (¢)2%dx

1

donde o es la densidad lineal de masa. Variando la energfa potencial

) T2 y/ d
ou = Ug/ oyn/1+ (v')%dx + og y————9
o ( ) o /1+(y1)2 dg;
T2 xr2 d yy/
= og oyv/1+ (y')3dx — Ug/ ———————0ydxr =0,
/901 ) n 4 \/1+4 (y)?

debe entonces satisfacerse

ydx

para integrar reordene

ydy — d gy
VI+(y)2dr 1+ (y)?

= ydy,
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o bien
/ /

W g W
VIHW)? Vit )
que puede integrarse tomando y'(0) =0y y(0) = ¢

1 y*(y)? Ly 1,

§T(y')QZEy T3¢
o bien
y2 )
§:1+(y)

cuya solucién es

x
Yy = ccosh;,

la ecuaciéon de una catenaria. El llamado pardmetro c¢ de la catenaria se
determina por

2
L:/ Vl—l—(y’)zdx:csinhﬁ—csinhﬁ,
. ¢ c

siendo x; y x5 las coordenadas de los puntos fijos.

A

PROBLEMA 5.11.1 Se tiene una curva en el plano xy que va desde x1,y; a
X2, Y2. Si esa curva se rota en 21 respecto al eje y se genera una cierta drea.
Determine esa curva para que el drea generada sea minima.

Solucién. El drea generada serd

S:/ 27T:L‘ds:27r/ zy/1+ (v')3dx.

1

La ecuacién de FEuler Lagrange serd
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0 sea
0
?(I\/ 1+ (y')?) = —¢ (constante),
Y
luego
y/
x = —c
1+ (y)?

cuya solucién es (una catenaria)

Y
x = ccosh =.
c

A

PROBLEMA 5.11.2 5% una particula baja deslizando sin roce sobre una curva
y = y(x), el eje y hacia abajo, la rapidez dependerd de la energia de acuerdo

a

1
E= §mv2 — mgqy

de manera que el tiempo de bajada desde x, hasta xo serd
_ /fcz ds /w V1+y2ds
no U e J2(E A+ mgy)

Determine la curva y(z) que da el minimo tiempo de bajada.

.., . . 1fl+y’2daz
Solucién. De acuerdo a lo explicado, el "Lagrangiano" no

%(E-Fmgy)
contiene xr de manera que se conserva el "Hamiltoniano"
a /1 12 /1 12
y'F Y — +Y = constante
Y \/%(Eergy) \/%(Eergy)
0 sea
N2 /1 2
(y ) — +Y = constante
\/1+y’2\/%(E+mgy) \/%(Evngy)
-1
= constante

1+ y’QQ/%(E + mgy)
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Si la particula partié del reposo en el origen entonces £ = 0 con y(0) = 0
entonces y'(0) = 0o

-1
= constante = —H
V1+y%/2gy
1 _dy
2gH?y  dx
dy
v 1
29H2y 1
Sea
1
IViE sin“fd = y.
1
dy = ﬁ sin  cos 6d6.
entonces

1 sinfcosf

v = /
H?2 [ 1
g sin29_1

1
= F/SiHZ 9d9
g

finalmente, la ecuacién paramétrica de la curva es

do

1 )
y = 29H251n 0,
1
= W(G—cos@sin@).
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(0 — cosfsinb)

Mediante parametric Plot de mapple, ploteamos _ain?p

02 04 06 08 1 12 14

-0.27

-0.47

-0.67

-0.8]

A

PROBLEMA 5.11.3 Determine la ecuaion de la curva que tiene la minima
longitud entre x1 e xo.

Solucién. La longitud de la curca ("la accién") serd
T2
S= / 1+ (7 (@) de.
z1

El "lagrangiano"L = /1 + (¢/(x))? no depende de y luego se conserva o es
constante

. oL y(x)
oy’ 1+ (y(x))?

y'(x) = constante.

O sea se trata de la linea recta. Esa distancia minima sers

S(ya, y1, T2, 21) = /(22 — 21)% + (32 — 11)2.

A

PrROBLEMA 5.11.4 Con relacion al problema anterior verifique las ecuacio-
nes (5.4, 5.5, 5.6 y 5.7)
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Solucién. En notaciéon puramente matematica esas ecuaciones son

aS(yQ: Y1, T2, .I'1>

ay2 = p($2>,
85(3/2,3/17$2>$1> .
ayl - p(xl)
dS(ya, y1, Ta, T ,
Wanlis 2 01) ) (),
T2
dS(ya, Y1, T2, T
S N o)
X1
y podemos calcular
8S(y2ay17$27‘r1> _ Y2 — U1
9ys V(@ —21) + (g2 — y1)?
8S(y2ay17$27‘r1> _ Yo — U1
I V(w2 —x1)? + (g2 — )2
ds(ymyl,ﬂ?mlﬂl) _ To — T n
d; V(w2 —x1)? + (12 — )2
(Y2 — yl)?/(@)
V(w2 —x1)? + (2 — )2
ds(y%yl?m%xl) _ To — I1
dz V(w2 — x1)? + (g2 — 11)?

(y2 — y)y' (z1)

V(@2 — 1)+ (12 — 11)?

A

(5.50)
(5.51)
(5.52)

(5.53)

(5.54)
(5.55)
(5.56)
(5.57)
(5.58)

(5.59)
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Verifique las igualdades considerando que

y/ _ Y2 — U1
Ty — 11
Por ejemplo
/ Y-y
Yy _ To—T1 _ Y2 — U1
VIFW)? i emmye V= n) + (=)

PROBLEMA 5.11.5



