Auxiliar #1

Conceptos Generales

» Vinculos Holonémicos (Constricciones): Son relaciones entre las posi-
ciones (y posiblemente entre las velocidades [no-holondmicas]) de las par-
ticulas del sistema; también pueden ser vistas como las “restricciones” del
movimientos que tienen las particulas.

Ci(7) =0 (1)

i=1,..., A, si hay A restricciones; j = NN, siendo N el numero de dimen-
siones del sistema.

Ejemplos

1. Una particula se mueve en una mesa, que estd a una altura a del
piso, entonces

Cl(‘rayvz) = 0

z=a=z—a=0

2. Una particula se mueve en una superficie que se oscila verticalmente
con frecuencia w, entonces,

Cl (Ia Y, Z) =0
z = cos(wt) = z = sin(wt) + D

» Coordenadas Generalizadas (Grados de Libertad del Sistema): Son
las coordenadas independientes necesarias para describir el movimiento.
En general, si hay N particulas y A constricciones, entonces hay 3N — A
grados de libertad.

= Ecuaciones de Euler-Lagrange: Sea una accién del tipo

s= [ e

entonces, al extremar la accién se encuentran las ecuaciones del Euler-
Lagrange

d (0L 0L
dt (aw‘) T o 2



Si el sistema cuenta con constricciones, al utilizar multiplicadores de La-
grange se pueden encontrar las fuerzas relacionadas a las constricciones:

d (0L oL ok
— ) - —= = gNC :
di (asgz) oo~ L T N ®)
En el caso de haber fuerzas disipativas,
d (0L oL Dis 067
dt (ag;«i) R )

Siendo &7 la direccién de la fuerza disipativa.

El lagrangeano general para mecénica clésica es

L:%mivf—U:T—U (5)

Ejercicios

1. Péndulo doble

g

Lo primero es definir las coordenadas generalizadas, lo que es simple si se
eligen las coordenadas adecuadas: polares. Luego vienen las constricciones
del sistema (este paso se puede omitir con la practica): como todo se
desarrolla en un plano z; = z9 = 0, ademas, las cuerdas son de largo fijo,
r1 =11, ro = l2, 0 sea, las Gnicas coordenadas generalizadas son ¢ y ¢s.

Ahora hay que determinar Ty U:

1 1
T = imlvf + §m2v§

el valor de vy es conocido: v1 = [3¢2, pero el valor de vy es més complicado:



vs = %4>

r = licos¢r + lo cos o
—& = lid1siney + loghs sin do (6)
y = lysingy + losin¢o

§ = lig1cos gy + lag cos o (7)

Usando (6) y (7), usando propiedades trigonométricas se encuentra 1"

1 . 1 . . .
T = Smilidd+ gma (B4} + B35 + 2hbadidscos(ér — ¢2)) (8)

También es facil de encontrar U:

U = —maglicospr —mag(ly cos dr + la cos ¢s) (9)

Ahora utilizando (9), (8), (5):

1 . 1 . . Lo
L= smilddd+ ma (1363 + 393 + 20adidz cos(é1 — 6))
+mygly cos @1 + mag(ly cos ¢y + I cos @)

Las ecuaciones de movimiento son, usando (2):

0 = (m1+ma)pily +maladscos(dr — ¢2) — malod?sin(pr — bo)
+mlagrdasin(¢r — ¢2) + (my + my)gsin ¢y

0 = malogo + malidi cos(dr — ¢2) — malid? sin(pr — ¢2)
+magsing; =0

. No unicidad del Lagrangeano

Demuestre que si consideramos 2 lagrangeanos que difieren solo por una
suma de una derivada total con respecto al tiempo,

T (At 40 i 0 d Y
L(qlaq7t):L(anat)+%f(q7Qat)

ambos lagrangeanos describen las mismas ecuaciones de movimiento.
Solucién:

Esto resulta directo si se utiliza el principio de minima accién. Sean Sy
S las acciones, entonces:

q2 . .
Jrr

q1

q2 o q2 d o
/ M%¢ﬁﬁ+/ @ﬂ%¢ﬁﬁ

q1 q1

g = S+f(q27427t)_f(Q17(jlat)

El termino extra es una constante, entonces, al extremar, esta se hace 0,
por lo tanto, L y L expresan las mismas ecuaciones de movimiento



3. Sea una masa mq que se desliza sobre una superficie sin roce, atado a un
resorte, y que del otro extremo cuelga un péndulo de masa mo de largo [,
encuentre las ecuaciones de movimiento,

Solucién:

iy . 7 c e . -
Como ya se hizo anteriormente, es mas facil ocupar cartesianas para e
presar el movimiento del péndulo:

1 1

T = §m13'32 + §m2(3'3% +97)

T = T + l Sin0

i = i+ 16 cos 0

y1 = lcosf

=T = §(m1 +ma)d? + §m2(5202 + 210 cos 0)

1

U = 5]@;32 — mgl cos 6

Usando (5),

1 1 . . 1
L= §(m1 +mg)i? + §m2(1292 + 2104 cos 0) — ik::z:Q + mgl cos 6
Usando (2) se pueden obtener las ecuaciones de movimiento:
(my + meo)Z + malf cos 0 — molf? sin + kx = 0
Mai cos 0 — mail cos O + moll + mabi sin 6 + mgsinf =0

4. Un péndulo plano se desplaza uniformemente con la base sujeta a una
circunferencia que rota con una frecuencia vy

Grados de libertad: 1 ¢

Como en el caso del péndulo doble es mas facil descomponer el caso en
coordenadas cartesianas, que a la larga dejaran el sistema en funcién de

¢:



x = acos(yt) + lsing y = —asin(yt) + L cos ¢

Con esto, s puede calcular el valor de L:

L= gm(PF + a2 + 2adysin( — 1)) + mg(I cosd — asin(71))

Pero, como ya vimos, uno puede eliminar las derivadas totales con respecto
al tiempo, ademas, también se pueden eliminar las funciones que sélo de-
penden del tiempo y las constantes, entonces, un lagrangeano equivalente
pero mas simple es:

1 .
L= §m12q§2 + mlay? sin(¢ — vt) + mlgcos ¢

Con esto la ecuacién de movimiento resulta ser

mlp +mary? cos(¢p — yt) + mgsing = 0



