Capitulo 1

Expansiones y Trigonometria

En este primer capitulo se recopilaran algunos resultados de las matematicas que son basicos
para los capitulos que siguen.

1.1. Expansiones y series

Consideremos las expansiones:

1+2)! = 142

(1+z)? = 142z+2?

(1+z) = 1+3z+32%+2°

(1+2)* = 144z + 62 + 423 + 2*
(1+2)° = 145z +102? + 1023 + 52" 4 25

Generalizando, para un entero n positivo arbitrario, la expansién del binomio (1+4z)" puede
escribirse en la forma

n n-(n—1) n-(n—1)-(n—2)
(1+x)" = 1+ﬂx—|— 51 z? + al 23
n=1)-n—=2)-(n—3
RACEDHUSL HUE IR
(1.1)
donde n!=1-2-3-...-(n—1)-n. Por definicién 0! = 1. La expansién 1.1 es valida para

cualquier valor de = y cualquier valor de n entero no negativo.

Una expresién analoga también se puede escribir para (1+ x)®, donde « es ahora cualquier
namero real. En efecto, en ese caso

(142)* = 1+f‘!m+a'(§!—1)$2+Oz'(a—lg)!-(a—z)xg
+a'(a_l)'(j!_2)'(a_3):c4+..., (1.2)
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Sin embargo, si a no es nulo o un entero positivo, hay una diferencia importante entre las
dos expresiones: la expansién (1.1), con n entero no negativo siempre tiene una cantidad
finita de términos y se puede usar para cualquier valor de z; la serie (1.2), por otra parte,
posee infinitos términos (sumandos) y sélo se puede usar (en el lenguaje técnico, “converge”)
si|z| < 1.

Ejemplos:
1. Usando la ecuacién (1.2) con o = —1 se obtiene la serie geométrica

1
(1—x)*1:17:1+a:+z2+x3+x4+~- (1.3)
-
Si bien el lado izquierdo esta bien definido para cualquier valor de x, el lado derecho
sélo da un resultado finito si |z| < 1.
Para = 1/2 el lado izquierdo es igual a 2, mientras que el lado derecho da la serie

1+ L + = + ! + ! +
2 4 8 16
que, obviamente, al sumarla, también da 2.
Para = 1/10 el lado izquierdo es igual a 10/9, mientras que el lado derecho da la

serie
14+0,140,014+0,001 +...=1,1111...

que es el desarrollo decimal de 10/9.

2. Evaluemos la suma finita

Sy=1l+z+a”+2*+ - 42V .

Para ello restemos de esta serie la misma serie, pero multiplicada por x, es decir:

Sy = l+ata?4a34- 42V
rSy = 4+’ +ad 42N N
Al restar, al lado izquierdo queda (1 — x) - Sy, mientras que al lado derecho queda
1 — a2Vt o sea,
(1—1‘)-SN:1—:L‘N+1.

Despejando Sy se obtiene

1— N+1
Sy=-—2
1—=x

Si hacemos N cada vez méas grande, es decir lo hacemos tender a infinito, en el lado

derecho se tendra algo finito sélo si |z| < 1. En efecto, en ese caso limy oo 2V =0
y entonces
1
Im Sy =14+z+z?+2°4 - = :
N—oo 1—x

resultado consistente con el del ejemplo 1.
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3. Escribamos la relacién (1.2) para o = 1/2. En ese caso se obtiene

(1+1:)1/2:\/mzl—i—lx—laﬂ—i—ix?’—---
2 8 16
La razon por la cual esta expresién es 1til es que con frecuencia se requerira evaluar
la raiz de (1 + x) para situaciones en que x es un nimero muy pequenio. En ese caso
los términos sucesivos de la serie son cada vez més pequenos y es posible obtener un
resultado satisfactorio usando sélo los dos o tres primeros términos del lado derecho.
La tabla adjunta muestra un pequeno andlisis para x = 0,1:

lado izquierdo | lado derecho # de términos | error

1,04880884817 | 1,0 1 4,9%
1,05 2 0,11%
1,04875 3 0,0059 %
1,0488125 4 0,00037 %

Ejercicio: Verifique que para valores de = mas pequenos, la convergencia del resultado
de la serie truncada hacia el resultado exacto es aun mas rapida.

4. Sea a # 0 un numero real arbitrario y evaluemos [(1 4+ x)® — 1]/ para valores de
x muy pequenos. Observe que para valores de x cada vez méas pequenos, tanto el
numerador como el denominador tienden a cero.

De acuerdo a la ecuacién (1.2), para z muy pequeno vale la aproximacién

(I+z)*~1+4+ax

(o sea, estamos despreciando todos los términos de la serie excepto los dos primeros).
Usando esta aproximacion se encuentra que (para x muy pequeno)

14+2)*-1 1+az—-1 ax
~ =—=a .
x T x

Verifique numéricamente este resultado usando una calculadora.

Algunas aproximaciones que se obtienen a partir de la ecuacién (1.2) para |z| pequeno, que
se usaran con frecuencia, y conviene tener siempre presentes, son:

l+2)*~1+ax , (1.4)
1

1+x:1—x, (1.5)
1

——=l+a, (1.6

v1+x:1+g. (1.7)
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Figura 1.1

Para abreviar la escritura de series, se usa frecuentemente la letra griega sigma mayuscula
(3>°). Tustramos el uso de este simbolo con algunos ejemplos:

6
> j=1+2+3+44+5+6=21,
j=1

4
=12+ 22 437442 =30,
j=1

2
Y =i 1

k=—2

f: 1n—1+1+1+1+ =2
2/ 2 4 8 o

n=0

1.2. Elementos de trigonometria

Consideremos los tridngulos rectangulos A (ABC) y A (AB'C’) mostrados en la figura 1.1.
De acuerdo a un teorema de la geometria elemental, la razén (entre trazos) AC : AB es
igual a la razén AC’ : AB’, dependiendo ésta sélo del valor del 4ngulo a. Se ha convenido
llamar a tal razén cosca; o sea, en un tridngulo rectangulo, el cuociente entre el cateto
adyacente y la hipotenusa define el coseno del angulo que forman esos dos lados:

@ _longitud del lado adyacente
AB  longitud de la hipotenusa

COS &x =

También el cuociente entre el cateto opuesto al angulo « y la hipotenusa es independiente
del tamano del tridangulo rectangulo y sélo depende del valor de . A esta razén se la llama
seno del angulo, teniéndose

BC _longitud del lado opuesto

S AB longitud de la hipotenusa
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Es 1til definir también la funcién tangente:

longitud del lado opuesto ~ sina

t = = .
ane longitud del lado adyacente  cosa

Evaluemos sin® a + cos? . Se tiene:

s <AC>2 <BC>2
cos“a—+smn“a = — + | =
2

Pero, de acuerdo al teorema de Pitagoras, (AC)? + (BC)? = (AB)?, luego

2

cos?a+sina=1 .

Dos relaciones trigonométricas importantes son:

sin(a + ) = sina cos f + sinf cosa (1.8)

cos(a+ ) =cosa cos B — sina sin 3. (1.9)

Figura 1.2

Demostremos al menos una de ellas; la primera. Para ello consideremos la figura 1.2. Par-
tiendo del tridngulo A (ABC'), prolongamos el lado BC'y graficamos las alturas CD y AE.
Note que el dngulo << ACFE resulta ser igual a a+ 3. El drea de un triangulo es la mitad del
producto de su base por la altura. De la figura 1.2, para el drea del A (ABC), obtenemos

2. Area [A (ABC)|=BC - EA=AB - CD.
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En la ultima ecuacién hemos escrito el producto “base por altura” del triangulo A(ABC) de
dos maneras distintas: en la primera igualdad, BC es la base y FA la altura, mientras que
en la segunda, AB es la base y CD la altura. Partiendo de la tltima igualdad, dividiendo
ambos lados por AC' y CB, se obtiene

BC FA_AB.CD
BC AC AC -CB’

0 sea,

FA  (AD+DB)-CD
A AC - BC

AD CD DB CD
AC BC BO AC

Usando las definiciones de seno y coseno, se deduce finalmente que

sin(a + 3) =sina cosf + sinf3 cosar .

Como casos particulares de las ecuaciones (1.8) y (1.9), se encuentra

cos(2a) = cos® a — sin® a (1.10)

sin(2a) = 2cosa sina . (1.11)

Existen muchas identidades trigonométricas de este tipo que resultan ser utiles para lle-
var adelante diferentes tipos de calculos. Dejamos que el lector demuestre las siguientes

identidades:
sinaisinﬂ:2sin[a:§ﬂ] cos[ajq , (1.12)
cos a + cos 3 = 2 cos [a—;—ﬁ} cos [a;ﬁ] , (1.13)
cosa — cos f = —2sin [ i 5} sin [a ; B] ) (1.14)
tan 20 — % . (1.15)

La definicion del seno y coseno que hemos dado es valida para angulos a entre 0 y 90
grados. Para definir estas funciones para otros angulos es conveniente considerar un circulo
de radio R = 1 centrado en el origen (ver figura 1.3). Por convencién, los dngulos se miden
desde el eje  en el sentido contrario a los punteros del reloj.
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M

Figura 1.3

Consideremos el punto A sobre el circulo, formando un dngulo « con el eje Z. Usando el
hecho que la hipotenusa vale 1, es facil convencerse de que las coordenadas = e y del punto
A coinciden con los valores de cos a y sin a;, respectivamente.

Es ésta la propiedad que se usa para definir el valor del seno y coseno para cualquier angulo
3. El procedimiento es el siguiente: i) Encontrar el punto P sobre el circulo que forma un
angulo [ con el eje Z (en la figura 1.3, esto se muestra para = 210°); ii) luego, proyectar
el punto P sobre los ejes para encontrar x, e y,. Entonces cos 3 = x;, y sin 3 = y,,. Para el
caso mostrado en la figura 1.3, cos(210°) = —v/3/2 = —0,8660. .. y sin(210°) = —1/2. Es
evidente que, para todos los angulos @, siempre se cumple

—-1<cosf <1

—-1<sinf <1.

Podemos graficar las proyecciones del punto P a medida que variamos (3. De esta manera
se obtiene el grafico de las funciones coseno y seno (ver figura 1.4).

sin cos 3

J] \\ / /< /\\--\ ‘8

Figura 1.4
Recordemos que los dngulos también pueden ser medidos en radianes (unidad adimensional
que se abrevia por rad). El valor del dngulo «, en radianes, es igual al largo del arco
subtendido sobre el circulo unitario desde donde lo cruza el eje & hasta el punto A (ver
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figura 1.3). De acuerdo a la definicién, un dngulo de 360°, o sea, la circunferencia completa,
corresponderd a un éngulo igual a 27 rad. El dngulo recto es igual a 7/2. No es dificil

verificar que
360°

lrad= —— =57,3° .
27

Para llegar al punto P (figura 1.3) originalmente se recorrié un éngulo ( desde el eje z
positivo. Al continuar y dar una vuelta completa para volver al punto P, habremos recorrido
desde el eje  un angulo 27 4 3. Sucesivas rotaciones nos llevaran nuevamente al punto P,
habiéndose recorrido angulos 47 4+ 3, 67 + (3, etc. Cada vez que, desde el eje I positivo,
recorremos un angulo 8 mas un multiplo de 27, estaremos en el punto P. Se trata de un
movimiento que se repite y se dice que es periddico en el angulo 3, con periodo igual a 2.
Se tiene (ver figura 1.4) que, para cualquier dngulo 3,

cos(f +n2m) = cos 8
sin(f+n2m) =sinf,

donde n es un entero. Note que, cuando el angulo se expresa en radianes, se cumplen las
siguientes relaciones:
sin(m — @) = sin 6
sin(m/2 — 6) = cos 0
cos(m —6) = —cos b
cos(m/2 — 0) =sin@
cos(f + m/2) = —sinf
sin(f + 7/2) = cos @ .

Cuando el argumento (en radianes) de una funcién trigonométrica es muy pequeno, ésta
puede aproximarse con una expresién simple. En efecto, consideremos el tridngulo rectangu-
lo ABC mostrado en la figura 1.5. A medida que € decrece, el cateto opuesto a se hace cada
vez mas parecido al arco de circulo s con centro en A.

b C

Figura 1.5
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Usando la definicion de la funcién seno se tiene
s

. a
sinf = — ~ — .
c c

Pero el cuociente s/c es precisamente el dngulo « en radianes, luego, para dngulos pequeinos
(v éstos expresados en radianes)
sin v~ a . (1.16)

Sabemos que

cos?a=1—sin’a .

Luego, para dangulos pequenos

cosa~1—a? ,
0 sea,
1
cosa:\/l—a2:1—§a2. (1.17)
Ejemplo:

Evalie, usando una calculadora, las funciones sin 6 y cos 6 para 0 = 5°. Compare los valores
obtenidos con aquéllos que resultan de usar las expresiones aproximadas escritas mas arriba.
Ingresando el valor § = 5° =5 - 27/360 rad en una calculadora, obtenemos:

sin5° = 0, 0871557

cos5° = 0,9961947 .
Si ahora hacemos uso de las expresiones aproximadas, obtenemos

5.2
360

sin 5° ~ = 0,087266

1 (5-21\°
°C=1-=" = 192
cos b > ( 360 > 0,9961923

Note que los valores aproximados difieren poco de los obtenidos con la calculadora. Para el

coseno el error es inferior al 0,003 %.

Cabe destacar que las funciones sin § y cos  pueden ser expresadas como una suma infinita
de términos proporcionales a diferentes potencias del angulo 6 (expresado en radianes):

62 6+ 4
y
6> 6> 97
sin =0 — —+ —— o+,

3t 57
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donden! =n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1. Para || < 1, estas series convergen rapidamente,
lo que permite representar las funciones seno y coseno con pocos términos.

Ejemplo:

Representemos en un mismo gréfico, para el intervalo t € [—m, 27| , las siguientes cinco

funciones:
i) fo(t) = cost
ii) filt) =1
i) fot) =1—12/2!
iv)  f3(t) =1—t2/20 +t*/4!
v)  falt) =1 —t2/20 4 t4/41 — 16 /6!

Observe que de acuerdo a la ecuacion (1.18), las funciones f1(t), fa(t), etc., para ¢ pequeiio
son aproximaciones cada vez mejores de fo(t) = cost. Este comportamiento se observa
claramente en la figura 1.6 (pagina siguiente) donde se han graficado las diversas funciones.

Figura 1.6

Funciones trigonométricas inversas

En ocasiones, lo que se conoce es x = cosa y lo que se desea conocer es el angulo a. Esta
operacion inversa se denota por
a = arccos(z) .

Es importante darse cuenta de que esta “funcién” inversa, llamada arcocoseno, es una
funcion multivaluada, o sea, que la respuesta no es unica. Hay varios angulos « distintos
para los cuales el coseno del dngulo tiene el mismo valor. Las calculadoras, al evaluar las
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funciones trigonométricas inversas, sélo dan la solucién que esté en el intervalo [0, 7| para el
arcocoseno y el intervalo [—m /2, 4 /2] para la funcién arcoseno y la funcién arcotangente.
En ocasiones la solucién entregada por la calculadora no es la fisicamente aceptable, en
cuyo caso uno debe preocuparse de encontrar la solucién correcta (en el lenguaje técnico:
elegir la rama adecuada). Algo similar ocurre cuando uno extrae raices: puede ocurrir que
la raiz de 9 de interés fisico sea —3 y no la solucién que entrega la calculadora (que es +3).

Para la funcién arcocoseno la calculadora, al evaluar o = arccos(x) con |z| < 1, siempre
dard la respuesta « que se ubica en el intervalo [0, 7] (si estd usando la calculadora en
radianes) o en el intervalo [0, 180°] si la calculadora esta calculando en grados.

Ejercicio: Sea |z| < 1 cierto valor dado y suponga que deseamos encontrar todos los
angulos v (en radianes) para los cuales cosy = z. Suponga ademds que hemos, de alguna
manera, encontrado una solucién v = «g (por ejemplo, el &ngulo que muestra la calculadora
al evaluar arccos(z) ). Demuestre que todas las demés soluciones a nuestro problema vienen
dadas por vy =ap+Jj-2my v = —agp + j - 27, con j cualquier valor entero.

Para la funcién arcoseno la calculadora, al evaluar o = arcsin(z) con |z| < 1, siempre
dard la respuesta a que se ubica en el intervalo [—7/2,7/2] (si estd usando la calculadora
en radianes) o en el intervalo [—90°, +90°] si la calculadora esté calculando en grados.

Ejercicio: Sea |z| < 1 cierto valor dado y suponga que deseamos encontrar todos los
angulos v (en radianes) para los cuales siny = x. Suponga ademés que hemos, de alguna
manera, encontrado una solucién v = «g (por ejemplo, el &ngulo que muestra la calculadora
al evaluar arccos(z) ). Demuestre que todas las demés soluciones a nuestro problema vienen
dadas pory =ap+j-2ry v = (7 — o) + j - 27, con j cualquier valor entero.

Por ser frecuentemente fuente de errores reiteramos lo dicho unos parrafos antes: al evaluar
funciones trigonométricas inversas la solucion entregada por la calculadora no es siempre
la fisicamente aceptable. El alumno debe asegurarse de que la respuesta mostrada por la
calculadora efectivamente resuelve completamente su problema, en caso contrario, debe
analizar si alguna de las otras soluciones, que se obtuvieron en los dos ejercicios anteriores,
sirve.

1.3. Problemas

1. Evalie las siguientes sumatorias

a) S = Z n™
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c) S:Zj
7=0
1
Y S= 2 5
ij=1,...,4
1>

Respuestas: a) 17, b) 12, ¢) N(N+1)/2 ,d) 13/3

Encuentre una expresion para [ (z + A)® — 27 ]/A, en el limite en que A tiende a
cero. En otras palabras, A tiene un valor finito pero pequenisimo (tan pequeno como
se quiera); al final del cdlculo se permite poner A = 0.

Usando una notacién y un lenguaje mas técnico, el enunciado de este problema seria:

Evalte f(x) = il’mo % [(z+A)P =2,

Respuesta: f(z) = Bz’~1 .

Evaltie cos(z +¢€) —cosx
€

para |e] < 1.

Respuesta: —sinz.

Represente en forma cuidadosa, en un mismo grafico, para el intervalo ¢ € [—1,1],
las siguientes cuatro funciones:

a)  fo(t) =1/(1—-1)

b) fit)=1+t

) folt)=14t412

d)  fs(t)=1+t+t2+143

Observe que, de acuerdo a la ecuacién (1.3), fi(t), fa(t) y f3(t) son sucesivamente
aproximaciones cada vez mejores (para t pequeno) de la funcién fo(t).

Demuestre las siguientes relaciones trigonométricas:

tan o

V1 +tan? o

(a) sina =
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_ tana + tanf
(b) tan(a + §) = 1—tana tanp
(c) sina + sinf3 =2 sin <a—;—ﬁ> cos <a;ﬂ> .

6. Sea r el radio del circulo circunscrito de un pentagono regular (ver figura 1.7).

a) (Cudnto mide el angulo interior # (en radianes)?
b) Determine el largo del lado s en funcién de r.

¢) Determine el drea del pentagono.

Figura 1.7 Figura 1.8
Respuestas: a) 3 = 3m/5 radianes ; c¢) drea = 3 r?sin(27/5).
7. Una camionada de arena seca se descarga formando un cono de 4 metros de didmetro.

Si la densidad de la arena seca es p =1.7 g/cm? y el el 4ngulo del cono (ver figura 1.8)
es de § = 32°, calcule la masa de la arena (en toneladas).

8. Encuentre todos los valores de x en el intervalo [—5, +5] (cuando no se especifica nada
se asume que las unidades son radianes) para los cuales se cumple la relacién

sinx tanz = —5

Respuesta: © = —47 /3, —27/3, 27/3, 47/3.

9. Represente en un mismo grafico, para t en el intervalo [—, 27|, las siguientes cuatro
funciones:

a)  fo(t) =sint
b) L) =t
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c)  fot) =t —13/3!
d)  f3(t) =t —t3/31 4 5/5!

Aqui nuevamente  fi(t), fo(t) y f3(t) son sucesivamente aproximaciones cada vez
mejores (para t pequeno) de la funcién fy(t).

10. Al incidir luz sobre una interfase, por ejemplo, al pasar del aire al vidrio o viceversa,
ésta generalmente sufre un cambio de direccién (ver figura 1.9). Este fendmeno se
conoce con el nombre de refraccion de la luz. La ecuacién que describe este fenémeno
es la Ley de Snell:

sina_ Vaire

sinff - yidrio
donde Vgire ¥ Vyidrio corresponden a la velocidad de la luz en el aire y el vidrio,
respectivamente. (Para el vidrio comun se tiene v,ire/Vyidrio = 1,5 -)

haz de luz

aire

vidrio
Figura 1.9

a) Supongamos que un haz de luz incide sobre un vidrio de 2 cm de espesor, con
un angulo de incidencia o = 40°. Encuentre la distancia d por la cual el haz de
luz emergente se encontrard paralelamente desplazado respecto al haz incidente
(ver figura 1.10).

b) Considere ahora un haz de luz incidiendo sobre un prisma en la forma que se
muestra en la figura 1.11. Encuentre el angulo 8 para o = 20°, 40°, 50°y
70°. ;Para qué angulo o = ag se obtiene § = 90°7 Para a > «ag el haz de luz es
reflejado especularmente (como si fuese un espejo) por la superficie interior del
prisma, fenémeno conocido con el nombre de reflexion total.

luz
l aire aire
o

L \ vidrio

aire

d/

luz

prisma

Figura 1.10 Figura 1.11
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11.

12.

13.

La figura 1.12 adjunta indica la diferencia entre un dia sideral y un dia solar. Para
facilitar la explicaciéon supongamos que es posible observar las estrellas durante el
dia. (Por supuesto que las estrellas estén alli y de hecho los radioastrénomos observan
algunas de ellas.)

Para un observador en el Ecuador, el dia solar es el periodo que transcurre entre dos
pasos consecutivos del sol por el zenit (posicién del sol justo sobre nuestras cabezas).
El dia sideral consiste en el mismo fenémeno pero que ahora ocurre con una estrella
muy lejana. La diferencia entre ambas definiciones se debe a la traslacion de la tierra
alrededor del sol. Determine el valor del &ngulo @ que se muestra en la figura y calcule
la diferencia entre el dia sideral y el dia solar en segundos.

Hacia punto
remoto en
la esfera
celeste

o

Trayectoria
terrestre

alrededor
del sol

primer J segundo
dia o dia
N A
Figura 1.12 Figura 1.13

Un tambor de 50 cm de radio y 1.5 m de largo se encuentra “acostado” y lleno con
parafina hasta una altura h =60 cm (ver figura 1.13). ;Cudntos litros de parafina hay
en el tambor?

La esfericidad de la tierra fue postulada por Pitagoras y confirmada por Aristételes
al observar la forma circular de la sombra que proyecta la tierra en la superficie de la
luna durante un eclipse lunar.

El primer calculo que se conoce del radio de la tierra se debe a Eratdstenes (276 A.C.—
194 A.C.), quien a la fecha estaba a cargo del Museo de Alejandria. El método que
uso se basd en observar el angulo con que inciden los rayos solares sobre la superficie
de la tierra, el mismo dia y a la misma hora, en dos lugares separados entre si por
una gran distancia. Los lugares elegidos fueron Siena (S) (hoy Asuédn) y Alejandria
(A).
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14.

15.
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obelisco. ™ rayng
solares

sur

Figura 1.14

Eratdstenes sabia que al mediodia del 22 de junio el Sol caia verticalmente en Siena,
pues la luz se reflejaba directamente en el fondo de una noria. El mismo dia, a la misma
hora, midié la sombra que proyectaba en Alejandria un alto obelisco, que le indicé que
los rayos solares formaban un dngulo de 7,2° con la vertical (ver figura 1.14).

Dado que el sol esta a gran distancia de la tierra se puede suponer que los rayos que
llegan a ambas ciudades son paralelos. Eso quiere decir que la separacién angular entre
Siena y Alejandria medida con respecto al centro de la tierra es también 7,2°. Sabiendo
que la distancia entre Siena y Alejandria (arco de circulo) es de aproximadamente
800 km, estime el radio de la tierra.

Respuesta: Radio ~ 6100 km. (El resultado que obtuvo Eratdstenes en su época fue
incorrecto, debido a la imprecisién con que estimé la distancia entre los dos lugares.)

Una persona ubicada en el punto P observa dos montanas que la rodean, una a la
derecha y la otra a la izquierda. Sean « y 3 los dngulos de elevacién, respectivamente
(ver figura 1.15). Si la montana de la izquierda tiene una altura h y la separacién entre
las proyecciones de las cimas sobre el nivel de la superficie terrestre es D, calcule la
altura del otro monte.

o P B
__________ gt
| D
Figura 1.15

En el ano 1752 los astréonomos Landale y Lacaille determinaron en Berlin (B) y en la
ciudad del Cabo (C), a la misma hora, el dngulo entre la normal y la recta entre su
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16.

17.

posicién y un punto predeterminado del borde de la luna. Los angulos que determina-
ron fueron § = 32,08° en Berlin y v = 55,72° en El Cabo. Ambas ciudades se ubican
en el mismo meridiano y se encuentran en las latidudes A = 52,52° y A\¢ = —33,93°,
respectivamente (ver figura 1.16). Usando para el radio terrestre el valor de 6370 km,
determine la distancia entre la tierra y la luna.

Luna

Figura 1.16

Encuentre el angulo entre dos diagonales de un cubo.

a) Teorema del seno. Demuestre que en un tridngulo cualquiera se cumplen las
siguientes relaciones:
a b c

. - . == . 9
sina  sinf  sinvy

donde «, By v son los angulos interiores del tridngulo y a, b y ¢ los lados opuestos a
cada uno de estos angulos.

b) Teorema del coseno. Demuestre que en un tridngulo cualquiera se cumplen las
siguientes relaciones:

¢ = a® +b? — 2ab cos~y

b2 =a® + ¢ — 2ac cos

a®> =b*+ % —2ch cosa
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

Expansiones y Trigonometria
ke D—

Determine el largo minimo que debe
tener una cadena para unir dos po-
leas de radios R y r, separadas por
una distancia D (ver figura 1.17).

Respuesta: Figura 1.17

-Tr

LzQ(R—r)arcsin<R >—|—2 D?—(R-r)?>+w(r+R).

Un tetraedro regular es la figura geométrica que se obtiene al formar una piramide con
cuatro tridngulos equildteros idénticos. Encuentre el dngulo entre dos de sus caras.

La altura de un edificio se puede determinar midiendo su dngulo de elevacion y la
distancia a la que uno se encuentra del edificio. Suponga que el instrumento que tiene
a disposicion le permite medir angulos con un error de £1°. Determine el menor error
porcentual con que, con tal instrumento, usted puede medir la altura de un edificio.

Dos observadores A y B midem Q E:@
angulos de elevacién de un avién que N
los sobrevuela a una altura constan-
te. En cierto instante los angulos
medidos por Ay B son a = 60° y h
8 = 40°, respectivamente. Diez se-
gundos mas tarde, A mide un angu-
lo de elevacién v = 110° (ver figu- :\:_
ra 1.18). La separacién entre Ay B o
es D =1 km. ;A qué altura vuela el D
avion? ;Cudl es su velocidad?

Figura 1.18

Grafique, usando un computador, la funcién f(t) = cos(nt) + cos(0,97t) para t €
[0,40] y observe el fenémeno de pulsaciones.

JPara qué latitud el paralelo terrestre tiene 1/3 de la longitud del Ecuador?
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24.

25.

26.

27.

28.

Una cuneta de forma angular
esta caracterizada por los angulos «
y 3 respecto a la horizontal. Una bo-
la de acero de radio R posa sobre la
cuneta, ver figura 1.19. Determine el
nivel minimo de agua, medido des-
de el punto méas bajo de la cuneta,
necesario para cubrir la bola com-
pletamente. Figura 1.19

Son las 12 del dia. Determine en cuanto rato mas se vuelven a juntar los punteros del
reloj.

a) Calcule la razén entre las areas del circulo y del tridngulo equildtero que lo cir-
cunscribe (ver figura 1.20a).

b) Haga el mismo cdlculo anterior pero para el caso en que el tridngulo contenga
n(n + 1)/2 discos de radio R dispuestos como se muestra en la figura 1.20b.

Figura 1.20a Figura 1.20b

Usted se plantea tener un atardecer de 24 horas de duracién en el Ecuador, para lo cual
cuenta con un aeroplano. Calcule la velocidad con que deberia volar y la direccién
que debe tomar para lograr su propdsito. Si un amigo viaja a la misma velocidad
relativa a la tierra, pero en sentido opuesto, calcule el tiempo que transcurrira hasta
encontrarse nuevamente con él.

Hay que decidir el tipo de empaque que se le va a dar a pelotas de tenis en una
bandeja de forma cuadrada. Decida cual de las dos configuraciones mostradas en la
figura 21 resulta mas conveniente. Justifique su respuesta cuantitativamente.
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Figura 1.21a Figura 1.21b

C

1.4. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 15

Figura 1.22

Inspeccionando la figura 1.22 se deduce de inmediato que

QZS:(Sg—l—(;W

¢p=0+v—-Ap—|Ac|.

Usando el teorema del seno (ver problema 17) en los tridngulos OBL y OLC, se obtienen
las expresiones
sindg  sin(m — 3)
R D
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sind,  sin(m —7)

R D
Como dg y 4, son dngulos pequenios podemos usar las aproximaciones

sindg ~ 0
y
sind, ~ d, .
De esta manera se obtienen
1) i sin 3
5~
D
Y R
0y D sin-y .
Sumando estas ecuaciones se deduce que
R, . .
¢ =105+ 0y~ ) (sin B+ sin7y) ,

o sea,

D~ R (sin +siny) R (sinf +sinv)
B ¢ B+y—=Ap—[Xc|]

Sustituyendo en esta ecuacién los valores numéricos se encuentra que

D ~ 367,000 km ,

valor muy cercano al actualmente aceptado para el radio de la érbita lunar, que es de
384.000 km.

Solucién al problema 16

Consideremos un cubo de lados a. Sea A un vértice de una diagonal y B el vértice de otra
diagonal del cubo. De los dos vétices de la segunda diagonal, denotaremos por B al vértice
que estd a una distancia a de A (el otro vértice se encontraré a una distancia av/2 de A).
Sea O el punto central del cubo.

El tridngulo AOB es is6sceles: con base 3 C =l
E:ayladosbzm:BiOzga.El r'\
angulo o =4 (AOB) es el angulo buscado. :
Se tiene que E
.o a2 1 a : . -
in—-=—=— |
T T |
de donde se deduce que AT
a =70,529° . £ B
Figura 1.23

El dngulo complementario ¥ (AOC) =
109,47°.
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Solucion al problema 21

Sea a = AP y d = PQ. Usando el teorema del seno en el tridngulo APB se obtiene

sinf  sin(a— )
a D ’

o sea,
sin (3
sin(a — 3)

Usando el teorema del seno en el tridngulo AQP se deduce que

a =

sin(m —~) _ sin(y — )
a B d '

Usando las dos ecuaciones anteriores se obtiene para d la expresion

sing@  sin(y — «)

d=D
sin(a — ) sin ~y

Reemplazando los valores numéricos se encuentra que la distancia recorrida por el avién en
10 segundos es d = 1,53 km. La velocidad del avién es, por lo tanto, v = 552 km/h. La
altura a la que vuela el avién viene dada por

h =asina = 1628 [m].

Figura 1.24

Solucién al problema 24

Primero giremos la cuneta de manera que quede simétrica respecto a la horizontal, es decir,
con un angulo (a4 )/2 a cada lado (ver figura 25a).
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Figura 1.25a Figura 1.25b

El éngulo JABC también es (o + 3)/2, luego
R
a+ B\’
coS ( 5 )
Para volver a poner la cuneta en la orientaciéon original debemos girarla en un angulo
(6 — ) /2. Por lo tanto, (ver figura 1.25b)

BD:ABcos<a;ﬂ>:RCOS(a§B>

a+ '
cos ( 5 )
Para la altura del nivel de agua se obtiene finalmente la expresién
(=P
cos (°52)
a+p
cos ( 5 )

AB =

h=R |1+




