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V.7.3. Dilatacíon del Tiempo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

V.7.4. El tiempo transcurrido depende de la trayectoria . . . . 57
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ÍNDICE GENERAL
Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas



Caṕıtulo V

RELATIVIDAD ESPECIAL:
CINEM ÁTICA

V.1. Introducci ón

La relatividad especial, de acuerdo a Sir E. Whittaker [1], fue introducida por
H. Poincaŕe, H. A. Lorentz, G. F. FitzGerald, y puesta en su forma final por A.
Einstein en 1905.

Hay, al menos, una contradicción en esta frase: las ecuaciones de la relativi-
dad especial ciertamente fueron introducidas por Lorentz, pero Einstein las rein-
vent́o y les dío una interpretación f́ısica que resolvió el dilema existente en esa
época. La solución propuesta llevaba el sello de su genialidad. Por otra parte, la
interpretacíon propuesta por Lorentz no encontró respaldo experimental.

La idea de un sistema de referencia universal, en reposo absoluto y con un
tiempo absoluto dominaba el pensamiento de esaépoca. Este sistema de referencia
se identifica con eĺeter, un ente que tenı́a la propiedad del reposo absoluto.

En el libro citado, Whittaker describe el ingenio y los esfuerzos para determi-
nar el movimiento de la tierra con respecto aléter, el movimiento absoluto. Entre
otros, cita a Fitzgerald (pág. 29, [1]) y su idea de medir el desplazamiento de la
tierra con respecto aléter a trav́es de la fuerza entre las dos placas paralelas de un
condensador. La idea era la siguiente, si las placas se deslizan con el movimiento
de la Tierra, la positiva genera una corriente positiva con respecto aléter y la op-
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uesta una corriente negativa. Ambas corrientes de acuerdo a las leyes de Maxwell
deben atraerse. Medir esta tenue fuerza permitirı́a desenmascarar el movimiento
de la tierra con respecto aléter. El experimento, ciertamente, falló, como todos los
que fueron disẽnados para determinar un movimiento absoluto.

Poincaŕe, ante el fracaso de estos experimentos afirmó en 1899:Considero co-
mo muy probable que los fenómenośopticos dependen sólo de los movimientos
relativos entre los cuerpos materiales.... Al año siguiente afirmaba su creencia
en una nueva ley semejante a la segunda ley de la termodinámica, en el sentido
que estabecerı́a la imposibilidad de medir la velocidad de la tierra con respecto al
éter. Finalmente, de acuerdo a Whittaker, en 1904 Poincaré afirmaba que las leyes
fı́sicas deb́ıan ser las mismas para un observadorfijo como para un observador en
movimiento uniforme de traslación con respecto al anterior. Después de analizar
las observaciones disponbles hasta esa fecha, concluyó que deb́ıa existir una nueva
dinámica que se caracterizarı́a por la imposibilidad de que una velocidad lograra
superar a la velocidad de la luz.

Una breve referencia a la vida de Einstein aparece en el documento escrito por
J. A. Wheeler, quien conoció y trabajo con Einstein en sus años en Princeton1.

Einstein teńıa una especial preocupación por entender el origen y naturaleza
del tiempo. Una pregunta que lo fascinaba era: ¿cómo aparecerı́a el universo para
un observador que viaja en un rayo de luz? Estas preocupaciones unidas a sus
sólidos conocimientos de fı́sica y mateḿatica, su persistencia y genialidad2 lo
condujo a inventar la teorı́a de la relatividad especial. Una de las consecuencias
más draḿaticas de sus postulados fue desechar la idea de un tiempo absoluto. Esta
idea contradećıa la experiencia diaria en su tiempo y en el nuestro también.

El postulado de Einstein que introdujo la relatividad del tiempo, proviene de
postular que la luz se propaga con la misma velocidad en cualquier sistema de
referencia inercial.́Este principio genera dos consecuencias inmediatas.

Invalida el principio de superposición de velocidades en la forma establecida
en la cineḿatica newtoniana. Como la velocidad de la luz debe ser la misma en
dos sistemas inerciales en movimiento relativo, no se puede sumar velocidades
en la forma tradicional, obtendrı́amos un valor diferente para la velocidad de la
luz en cada sistema de referencia. Veremos que la constancia de la velocidad de
la luz, genera otro atentado contra el sentido común: establece que dos eventos

1www.escuela de verano/fisica/index.html , ver relatividad especial
2Cuando Einstein inventó la relatividad especial, no tenı́a un cargo en una universidad.
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simult́aneos en un sistema de referencia NO lo son en otro que se mueve con
velocidad constante con respecto al anterior3 Para estéultimo observador, uno de
los eventos ocurre antes que el otro.

En la relatividad especial, la simultaneidad es relativa: se asociaúnicamente al
observador inercial que ası́ lo establecío.

Al adoptar la velocidad de la luz como una constante universal, desaparece la
necesidad de especificar un medio que soporte las oscilaciones de la luz, consid-
erada como una onda electromagnética propaǵandose.

La genialidad de Einstein fue abandonar la idea de un espacio y un tiempo
absoluto y establecer la idea de una unidad espacio-tiempo, construido por cada
observador inercial en base a los principios de la relatividad especial. Este espacio-
tiempo constituye el andamiaje de cada observador inercial. Las mediciones del
largo de una vara o el largo de un intervalo son propias yúnicas del observador
inercial que realiza las mediciones.

El valor de la velocidad de la luz es tan grande comparado con cualquier otra
velocidad, que es muy difı́cil detectar las consecuencias de estos postulados en la
vida diaria.

V.2. Los Tiempos previos a la relatividad especial

La mećanica newtoniana supone la existencia de un tiempo y un espacio abso-
luto, ŕıgido, inamovible y, en consecuencia el mismo para todos los observadores.

Estos postulados aparecen claramente al resolver problemas de mecánica. En
estos ejercicios nadie registra un acortamiento en el largo de una barra en movimien-
to o un desajuste en el reloj de un viajero internacional a su regreso. La falta de
evidencias de este tipo en la vida diaria, se debe a que la magnitud de la velocidad
de la luz,≈ 300,000 km/s, supera ampliamente cualquier velocidad cotidiana.
Por esta raźon algunos de los ejemplos propuestos fueron más bienexperimentos
pensadosque realidades.

El postulado que sostiene el caracter universal de la velocidad de la luz en los
sistemas de referencia inerciales, genera cambios profundos en la concepción del

3Un evento es un punto en espacio-tiempo, por ejemplo: el golpe en una mesa, prender una luz,
tocarse dos dedos...,etc.
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tiempo y del espacio. Para aceptarlos es necesario su verificación experimental.
En esta tarea juega un papel central la precisión alcanzada en la medición del
tiempo. Por esta razón, antes de adentrarnos en los postulados de la relatividad
especial, haremos una reseña del paulatino incremento en la precisión con que se
registra el tiempo. En la actualidad, esta es la variable que se puede medir con
mayor precisíon.

Tambíen incluimos una sección acerca del sistema de posicionamiento global,
puesto que es láunica instancia en la vida diaria en la cual los principios de la
relatividad especial y general son determinantes para lograr la precisión que otorga
este instrumento.

Las predicciones de la relatividad especial han sido verificadas en todos los
experimentos realizados hasta el presente dentro de su rango de aplicabilidad: la
mećanica cĺasica.

V.2.1. ¿Qúe es el tiempo?

El tiempo se define en forma tal que la descripción del movimiento resulte sim-
ple [4]. De hecho, uno de los logros de Galileo en 1583, fue el convertir un péndulo
en una ḿaquina confiable para registrar el paso del tiempo. Otro de los aciertos de
Galileo fue utilizar un reloj de agua para tabular el tiempo durante la caı́da libre
de los cuerpos.́Este fue tambíen el origen de la utilización de planos inclinados
y poleas, que surgieron como una forma de hacer la caı́da libre ḿas lenta y por
tanto ḿas f́acil de tabular. Es también, el origen de los ejercicios propuestos en los
libros introductorios de mecánica.

Como lo sẽnala Penrose [5], los griegos lograron un entendimiento aceptable
de los feńomenos estáticos, pero no ası́ de los dińamicos. Este hecho proviene, en
parte, por la falta de una forma adecuada de cuantificar el cambio de posición de
un objeto.

El número que se asocia a la duración de un feńomeno es lo que designamos
tiempo. Este ńumero se obtiene contando la cantidad de ciclos de otro fenómeno
que consideramos periódico hasta que no se demuestre lo contrario.

Aśı es que ya antes de la aparición de la relatividad especial no existı́a un tiempo
absoluto. El peŕıodo del sol fue considerado por Aristóteles como un buen reloj.
De acuerdo a la fı́sica Aristot́elica la trayectoria del sol en el espacio está descrita

V.2. LOS TIEMPOS PREVIOS A LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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por una circunferencia perfecta, que es elúnico movimiento que no se frena (como
un bloque en una mesa) o que no se acelera (como es el movimiento natural, la
cáıda de un objeto hacia el centro de la tierra). Además es eterno. Era entonces un
buen reloj. Ahora sabemos que el sol no gira entorno a la tierra y que además la
rotacíon de la tierra sufre alteraciones [12] debido a diversos fenómenos f́ısicos.
Si uno necesita mejorar la precisión debe comparar con otro fenómeno.

V.2.2. La medicíon del tiempo

Figura V.1:Este es un diagrama muy exagerado de laórbita de la Tierra alrededor
del Sol. Laórbita de la Tierra es muy cercana a una circunferencia. Se encuentra
más cerca del Sol durante el verano del hemisferio Sur.

En la antig̈uedad, en una travesı́a maŕıtima la latitud de un barco se puede medir
comparando la posición del sol en el cenit (uńangulo) con la del lugar de origen u
otro tomado como referencia (otroángulo). Sin embargo la longitud, en aquellos
tiempos śolo pod́ıa medirse por el desfase de, por ejemplo, el tiempo que marca
un reloj al alcanzaer el cenit el sol con aquel que marcaba (en la misma posición
del sol) en su punto de partida. En el barco un reloj era elúnico medio por el cual
pod́ıa ubicar su longitud mar adentro.

En este contexto podemos mencionar a Hooke, quien alrededor del siglo XVII
reemplaźo el reloj de ṕendulo que utilizaban los barcos por uno con un resorte
helicoidal. De este modo se aminoraba el efecto de los vaivenes del barco sobre el
funcionamiento del reloj y la imprecisión en la determinación de la longitud. Otro
relojero John Harrison (1693–1776) utilizó un resorte bimetálico para disminuir

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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los efectos debido a los cambios de temperatura y logró construir un reloj que śolo
se atrasaba 54 segundos después de una travesı́a maŕıtima de 156 d́ıas [8].

Figura V.2: Es muy probable que
en el futuro, no se altere el fun-
cionamiento de los relojes atómicos
y se produzca un desfase con el tiem-
po astrońomico. Ver [14].

El más antiguo de los relojes lo con-
stituye el movimiento de la Tierra alrede-
dor del Sol. A medida que aumentó la
precisíon de los instrumentos utilizados,
comenzaron a surgir dificultades debido a
que la tierra describe una elipse alrededor
del sol y, por la conservación del momento
angular, hay tramos en los cuales viaja más
rápido (ver Figura V.1) y el d́ıa solar, con-
siderado como el intervalo de tiempo que
transcurre entre dos posiciones consecuti-
vas del sol en el cenit de un mismo lugar,
se alarga en aproximadamente 4,7 segun-
dos con respecto al dı́a promedio.

¿Es posible detectar estos cambios?

En 1900 los relojes se ajustaban de
acuerdo al tŕansito de las estrellas más lu-
minosas a trav́es de los meridianos de los
observatorios terrestres. Esto se define como un dı́a sideral.

En 1936 la construcción de relojes de ṕendulo era t́ecnicamente tan sofisticada
que en el instituto BIH (Bureau International de l’Heure) se logró alcanzar una
precisíon suficiente para poder comparar la duración del d́ıa en dos fechas difer-
entes y asegurar que el largo de un dı́a de Enero de dicho año excedío a uno de
Julio en aproximadamente 2 milisegundos [12].

En 1955 la precisión de los relojes atómicos permit́ıan medir el tiempo con una
exactitud de una parte en1011 y su tamãno y peso permitı́an hacer comparaciones
entre dos puntos separados.

En la d́ecimotercera Conferencia General de Pesas y Medidas, se adoptó una
nueva definicíon de la unidad de medida del tiempo. Se reemplazó la definicíon
existente -basada en el movimiento orbital de la Tierra alrededor del Sol, como
se detalla en la siguiente sección -,por la medida atómica del tiempo. La nueva
definición es:El segundo se define de la siguiente forma : unátomo de Cesio 133,
que al sufrir una transicíon (hiperfina) entre dos estados posibles, emite una onda;

V.2. LOS TIEMPOS PREVIOS A LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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9.192.631.770 ciclos (oscilaciones) de esta onda, corresponden a un segundo[3].
Los diez d́ıgitos que aparecen en la definición fueron escogidos de manera que
esta definicíon coincidiera con la del segundo efemérido.

Hoy, la precisíon y estabilidad de los relojes atómicos permite una exactitud
en su medida de 2 partes en1014. Este ńumero da una idea de la complejida tec-
noloǵıa involucrada en el proceso de medición [14].

Escalas de tiempo

El tiempo solar medioes la escala de tiempo obtenida mediante dos posiciones
sucesivas del Sol, después de aplicar diversas correcciones para lograr una escala
más uniforme.

El tiempo universalUTO, es el tiempo solar medio referido al meridiano de
Greenwich (Greenwich Mean Time o GMT).

Pequẽnas correcciones adicionales de la uniformidad del movimiento de la Tier-
ra debido a fluctuaciones en la dirección del eje polar y otros movimientos periódi-
cos asociados a la atmósfera, las corrientes oceánicas , ...etc. lleva a otras escalas
aún más uniformes: UT1 y UT2.

Numerosos laboratorios han cooperado para generar lo que se denominael
tiempo coordenado universal(UTC), que es un promedio de las escalas de tiempo
atómico de cada uno de los laboratorios.

Para mantener la equivalencia entre el UTC y el largo del dı́a, es necesario
añadir o quitar, en forma ocasional, un segundo a la escala atómica. Este es el
segundo bisiestoque se menciona en el recorte de un periódico que se acompaña.
Esta armońıa entre estas dos escalas es probable que llegue a su fin. No es fácil
ajustar los relojes atómicos del GPS. Adeḿas es interesante señalar que si se hu-
biese cambiado el 770 que aparece al final de la definición del segundo atómico en
base al Cs, por 990, sólo hubiese sido necesario ajustar estos relojes sólo 3 veces
en lugar de las 23 en que se ha debido realizar dese 1967 [14].

Por un acuerdo internacional, la UTC es mantenida en coincidencia con la es-
cala del navegante UT1, dentro de un margen de 0.7 segundos.

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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V.2.3. El Principio de Relatividad de Galileo

Figura V.3:Dos individuos (O1 yO2)
en dos trenes que se mueven con una
velocidad relativa V, no pueden de-
cidir, cuál de ellos se encuentra en
reposo absoluto y cúal en movimien-
to.

La primera Ley de Newton es la defini-
ción de un sistema inercial. Si un cuer-
po permanece en reposo (o en movimien-
to uniforme), lo podemos considerar como
un sistema de referencia inercial. Una vez
definido, necesitamos un protocolo para
relacionar las leyes de Newton desde un
sistema inercial a otro, de forma que sean
las mismas en ambos.Éste es elprincipio
de relatividad de Galileo.

Establece quelocalmente, no existe un
experimento que permita a un observador
distinguir entre un sistema inercial y otro.

Considere, por ejemplo, la caı́da libre de
un objeto en dos situaciones distintas: un
observador en tierra y el otro en un carro
en movimiento, como aparece en la Figura
V.4. La palabra localmenteindica que a
partir del resultado del experimento, cada observador opina queél permanece en
reposo absoluto y es el otro observador quien está en movimiento.

Figura V.4: .

Análogamente, consideremos dos obser-
vadores viajando en el espacio vacı́o –sin
estrellas o galaxias a su alrededor que les
sirvan de referencia– con una velocidad
relativavo. Como ambos observadores no
sienten ninguna fuerza extraña, suponen
que se encuentran en reposo absoluto y le
adscriben a cada punto del espacio una co-
ordenada V.5.

Totalmente ignorantes del principio de
relatividad de Galileo, cada uno de ellos piensa que los puntos espaciales están
en reposo absoluto en su nave y por lo tantoen cada instante son los mismos pun-
tos. Esta es la opinión del observadorA. En la otra nave, el observadorB, hace

V.2. LOS TIEMPOS PREVIOS A LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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un ańalisis similar y concluye que es el espacio tridimensional desunave el que
permanece quieto y que, obviamente, los puntos del espacio tridimensional del
otro sistema de referencia, van cambiando en el tiempo.(De hecho, la coordenada
x′ de uno de ellos, cambia de acuerdo a la leyx′ = x − v0 t, como veremos a
continuacíon.

Figura V.5: Las ĺıneas represen-
tan la trayectoria de diversos obser-
vadores inerciales. Cada uno con-
sidera que el otro se aleja (o acerca)
y queél permanece en reposo. Las
coordenadas de un punto P, fijo a uo
de los sistemas, cambia en el tiempo
de acuerdo al otro observador.

Formalmente, cada punto en el espacio
no es el mismo siempre. Debemos añadir
una coordenada ḿas que especifique el
tiempo en que se determina las coorde-
nadas.

En las transformaciones de Galileo el
tiempo es absoluto, el mismo para todos
los observadores inerciales. Como hemos
sẽnalado, esto marca el quiebre con el he-
cho que la velocidad de la luz es una con-
stante en todos los sistemas inerciales. La
solucíon a este problema es la relatividad
especial con sus nuevos postulados. Uno
de ellos implica que el tiempo es, efectiva-
mente, relativo.Para respetar el enunciado
de estos principios fue necesario derribar
el dogma del tiempo absoluto.

Transformacíon
de

Galileo



x′ = x + v0 · t,

y′ = y,

z′ = z,

t′ = t.

(V.1)

La inclusíon de la velocidad de la luz como una constante universal marca el
advenimiento de la relatividad especial. Con ello las transformaciones de Galileo
se convierten en la aproximación de bajas velocidadesv/c << 1 de las nuevas
leyes de transformación: las transformaciones de Lorentz.

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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V.2.4. El otro Paradigma Vigente

: las ecuaciones de Maxwell.

Las Ecuaciones de Maxwell

A fines del siglo decinueve existı́an dos teoŕıas que hab́ıan demostrado, a través
de numerosos experimentos, constituir un buen modelo de la naturaleza: la teorı́a
de J. C. Maxwell de la electricidad y magnetismo de los cuerpos y la mecánica de
Newton.

James Clerk Maxwell (1831 – 1879) unificó los diversos experimentos rela-
cionados con cargas eléctricas, corrientes, bobinas...etc., realizados hasta esaépoca
en un conjunto de ecuaciones que llevan su nombre. Esta unificación se logŕo in-
corporando un t́ermino extra en una de las ecuaciones que daba cuenta de resulta-
dos experimentales y unificaba la electricidad y el magnetismo. Este término adi-
cional estableció que la dińamica del campo eléctrico o magńetico corresponde a
una ecuacíon de onda, cuya velocidad de propagación en el vaćıo es la velocidad
de la luz. Este resultado surgió inesperadamente. Surgió al evaluar la velocidad
de propagación de estos campos, que resultó ser inversamente proporcional al
producto de dos constantesεo y µo. Ambas constantes provienen de ajustes de
unidades entre la definición de la carga y el resto de las unidades ya establecidas
[6] y que pueden ser determinadas experimentalmente midiendo la atracción en-
tre dos cargas (εo) y la fuerza que se mide entre los dos cables con corriente en
sentidos opuestos(µo). A ráız de estos resultados Maxwell postuló por primera
vez que la luz era una onda electromagnética. Su existencia fue demostrada ex-
perimentalmente por Heinrich Hertz en 1888, cuando Maxwell ya habı́a muerto.

Incluimos a continuación las ecuaciones de Maxwell en el sistema MKS a modo
de informacíon.

∇ · ~E = ρ/ε0 ∇ · ~B = 0

∇∧ ~E = −∂B

∂t
c2∇∧ ~B =

~j

ε0

+
∂ ~E

∂t

V.2. LOS TIEMPOS PREVIOS A LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Este conjunto de ecuaciones se puede resolver en forma general. Las integrales
son:

~E = ∇φ− ∂ ~A
∂t

~B = ∇∧ ~A

φ(1, t) =

∫
ρ(2, t− r12/c)

4πε0 r12

dv2

A(1, t) =

∫ ~j(2, t− r12/c)

4πε0 c2r12

dv2

Note el t́ermino t′ = t − r12/c donder12 ≡ |r2 − r1| en el argumento de
la densidad de carga y la densidad de corriente. Esta variablet′ se denomina el
tiempo retardado y señala que el efecto del campo eléctrico o magńetico en el
instantet′ y en el punto~r2 corresponde a la configuración de cargas y corrientes
a una distanciar12 y en | ~r12|/c segundos antes. Con esta inclusión del tiempo
retardado, las ecuaciones se tornan no-lineales y difı́ciles de resolver.

La relatividad de galileo y las ecuaciones de Maxwell

Como sabemos, las ecuaciones de Newton toman la misma forma en todos los
sistemas inerciales bajo una transformación de Galileo.

Sin embargo, estas mismas transformaciones al extender su rango de validez a
las ecuaciones de Maxwell generaban problemas. Al realizar una transformación
de coordenadas de la forma (V.1), las ecuaciones de Maxwell toman una forma
diferente en las nuevas coordenadas. Si esto es lo correcto, entonces existe un
método para identificar un sistema de referencia en reposo absoluto: aquél donde
las ecuaciones de Maxwell toman la forma más simple. Se postuló que este medio
en reposo absoluto existı́a y se le denomińo el éter. Obviamente, este medio no se
pod́ıa detectar mediante ningún experimento fı́sico.

Por otra parte, si la luz es una onda, el criterio mecanicista obliga a pensar en un
medio sobre el cual se propaga esta onda. Más áun, de acuerdo a la composición
de velocidades introducida por Galileo, si la velocidad con que viaja un destello
de luz en nuestra sala esc, la velocidad de este mismo destello, medida por un
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Figura V.6: Un destello (o fot́on) lanzado por un observador en reposo en el
laboratorio debeŕıa tener una velocidad(c− u) en el sistema de referencia de un
observador que se aleja del anterior con una velocidadu.

observador que se desplaza con una velocidadv con respecto a la sala deberı́a ser:
c′ = c± v, dependiendo del sentido de la rapidez del observador.

Si las ecuaciones de Maxwell cambian de forma al ir de un sistema de referencia
a otro, podemos pensar que se propagan con una velocidad constante en el sistema
en reposo absoluto. Este es elétermencionado anteriormente.

La influencia hist́orica de las ondas mecánicas en cuerdas y otros ejemplos,
impulśo a los estudiosos de laépoca a postular la existencia de este medio etéreo,
que serv́ıa de medio de transmisión para las ondas electromagnéticas y a la luz en
particular.

Hubo varios experimentos que indicaban que esta composición de velocidades
no correspond́ıa a lo observado. Uno de ellos fue realizado por Michelson y Mor-
ley, quienes, utilizando un dispositivoóptico, intentaron detectar alguna diferencia
en el valor de la velocidad de la luz, dependiendo de la dirección y sentido en que
viajaba con respecto a la velocidad orbital de la Tierra. El resultado fue negati-
vo: no se encontró evidencia, dentro del margen de error del experimento, de una
superposicíon de velocidades del tipo utilizado en la mecánica newtoniana.

La relevancia de este experimento es que la luz es un fenómeno electromagnético,
su propagación est́a determinada por las ecuaciones de Maxwell, por tanto si la
luz no discrimina entre dos sistemas inerciales en movimiento relativo, tampoco
lo deben hacer las ecuaciones de Maxwell.

Este problema fue resuelto por H.A. Lorentz quien inventó una transformación
para ir de un sistema inercial a otro que dejaba a las ecuaciones de Maxwell invari-
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antes, es decir sin cambiar de forma. Estas son las transformaciones de Lorentz,
las mismas que A. Einstein re-descubrió más tarde.

¿Por qúe Lorentz no es, entonces, el inventor de la relatividad? Simplemente
porque niél ni ninguno de los cientı́ficos de súepoca pudieron dar con una inter-
pretacíon que hiciera consistente la teorı́a y los experimentos. La interpretación
de Lorentz sẽnalaba que una barra en movimiento efectivamente se acortaba con
respecto a una en reposo. Se realizaron varios experimentos, muy ingeniosos, sin
ningún resultado. Las barrasno se acortaban.

¿Qúe fallaba en la interpretación de Lorentz? La idea de tiempo absoluto. Se
necesitaba una teorı́a más revolucionaria. La propuesta por Einstein, quien desechó la
idea de la existencia deléter y establrcío como principio f́ısico que la velocidad
de la luz en el vaćıo era una constante universal.

Las transformaciones de Lorentz serán estudiados ḿas tarde. En el lı́mite, cuan-
do v la velocidad relativa de un sistema inercial con respecto, es pequeña com-
parada con la velocidad de la luzc, v/c << 1, las transformaciones de Lorentz
se transforman en las transformaciones de Galileo, válidas para las ecuaciones de
Newton.

Es notable que las ecuaciones de Maxwell permanecieran sin cambios al intro-
ducir las transformaciones de Lorentz para ir de un sistema inercial a otro. Las
ecuaciones de Maxwell son relativistas y fueron inventadas antes que existiera la
relatividad especial.

Las ecuaciones de Newton, sin embargo, necesitan ser modificadas tanto en su
forma como en su concepto. Es preciso abandonar la idea de tiempo absoluto, que
est́a incrustado firmemente en las ecuaciones de Newton y en las transformaciones
de Galileo.

V.3. Postulados de la Relatividad Especial

En las seccíon anterior se indicaron los problemas que preocupaban a los fı́sicos
a fines del siglo diecinueve. Eléter, o el sistema de referencia absoluto y un indicio
experimental de su existencia, concentraba la búsqueda déese tiempo. El objetivo
era encontrar una relación entre los sistemas inerciales que funcionara para las
ecuaciones de Newton y de Maxwell.

La solucíon a este dilema la proporcionó Einstein con un enfoque radicalmente
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diferente. Propuso como solución una teoŕıa del espacio-tiempo. En esta teorı́a
definió cuidadosamente lo que era medir y el sincronizar relojes. Eliminó el tiem-
po absoluto, cada observador tiene su tiempo y el resultado de la comparación con
el tiempo de otro observador inercial depende de la forma cómo se mida. Adeḿas
postuĺo que la velocidad de la luz era una constante universal.

Con el objeto de clarificar las hipótesis que se utilizan para llegar a las conclu-
siones de la relatividad de Einstein, hemos considerado incluir previamente los
postulados utilizados.

En este escenario virtual, se ha eliminado todo tipo de interacción con otras
part́ıculas o fuerzas y, de esta forma, sólo queda lacineḿatica de los objetos. En
esta sección se establecen las bases para que cada observador inercial establezca
su malla de relojes sincronizados, distancias relativas y formalismo para comparar
sus coordenadas con los de otro observador inercial.

Para consturir el andamiaje de cada observador inicial sólo permitiremos la
emisíon y recepcíon de rayos de luz por parte de estos observadores. Esta será la
forma oficial de establecer medidas y comparaciones. la razón: la velocidad de la
luz es una constante universal, adquiere el mismo valor en todos los sistemas de
referencia inerciales.

A continuacíon estableceremos los postulados de la Relatividad Especial.

Postulado 0

El espacio eshomoǵeneo e iśotropo.

Esta afirmacíon indica que el resultado del experimento no depende del lu-
gar d́onde se realiźo (homogeneidad del espacio). Tampoco interesa la dirección
donde apuntemos con nuestros ejes coordenados, todas las direcciones son equiv-
alentes (isotroṕıa).

En la superficie de la tierra existe una dirección preferida que está sẽnalada por
la atraccíon gravitacional. Al eliminar la gravitación (haciendo G = 0), el espacio
recupera su isotropı́a. La homogeneidad e isotropı́a del espacio ha sido verificada
con un error menor que±2× 10−15 [17].

V.3. POSTULADOS DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Postulado 1

Un movimiento no-acelerado o inercial es elúnico que puede
determinarse en forma absoluta, sin referencia a ningún otro obser-
vador.

Las ecuaciones de Newton son válidas en un sistema inercial. Un sistema in-
ercial es aqúel en el cual una partı́cula que est́a en reposo permanece en reposo.
Esta es la Primera Ley de Newton, la definición de un sistema inercial.

No existe un sistema inercial, existen sólo buenas aproximaciones. La superficie
de la tierra es considerada como un sistema inercial y en la mayorı́a de los casos
se comporta de esa forma. Sin embargo, sabemos que está girando con respecto a
un eje diametral y también en torno al Sol.. etc.

Resumiendo: Unsistema inercialocurre cuando cada partı́cula de prueba que
est́a inicialmente en reposo, permanece en reposo y cada partı́cula de prueba que
est́a inicialmente en movimiento continúa en movimiento, sin cambio en su rapi-
dez o direccíon.

Postulado 2

Existen infinitos sistemas inerciales. Cada sistema que se desplaza
con respecto a otro sistema de referencia inercial con velocidad con-
stante, constituye otro sistema inercial.

Cualquier sistema de referencia que se mueve con velocidad constante con re-
specto a un sistema de referencia inercial es también inercial. Las leyes fı́sicas
deben tener la misma forma en todos los sistemas de referencia. Si las leyes cam-
biaran al ir de un sistema a otro podrı́amos singularizar uno de ellos y de esta
forma definir un sistema maestro con respecto al cual referir toda la fı́sica. Sabe-
mos que esto no es posible de realizar. Por tanto, debemos aceptar que los sistemas
inerciales son indistinguibles.

Los experimentos descritos en el enunciado del principio de la relatividad de
Galileo haćıan uso de este postulado puesto que comparaban dos sistemas iner-
ciales.
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Postulado 3

La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas iner-
ciales. Es una constante universal de la naturaleza.

Figura V.7:La propagacíon de un pulso de luz visto por un observador en reposo
en la nave (izquierda) y el pulso visto por un observador en reposo fuera de la
nave (figura derecha). Paráeste el pulso se propaga con la velocidad c y alcanza
la cola de la nave antes que la nariz, a diferencia de lo observado por el piloto de
la nave.

Este postulado va mucho más alĺa del resultado experimental establecido en
el ãno 1887 por Michelson y Morley. Recordemos que eléter era un medio in-
detectable que estaba –en un sentido más bien oscuro–, en reposo absoluto. Era
adeḿas elúnico sistema inercial en el cual las ecuaciones de Maxwell tomaban
su expresíon más simple y por lo tanto la ḿas bella.

El resultado del experimento de Michelson–Morley resultó ser nulo: no encon-
traron una diferenciadetectableentre las velocidades en los distintos sentidos. El
éter no dío sẽnales de vida. Experimentos más recientes, con mayor precisión, han
llegado a la misma conclusión [18].
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Figura V.8:La ley de composición de velocidades usual, es decir que se ajusta a
las transformaciones de Galileo, es incompatible con la constancia de la veloci-
dad de la luz en todos los sistemas inerciales.

Dos observadores, en movimiento relativo, que intercambian información me-
diante un rayo de luz, lo ven propagarse con la misma velocidad enambossis-
temas de referencia.

Este postulado es el origen de todas las paradojas de la relatividad especial.
Esta situacíon se origina en nuestra ignorancia con respecto a fenómenos que
involucran velocidades cercanas a la velocidad de la luz.

El valor de la velocidad de la luz que usaremos esc = 300,000 km/s. La
velocidad de la luz hoy en dı́a es una cantidad que se define, no contiene error.

Postulado 4

Definimos distancia espacial como la distancia definida en la
geometŕıa Euclideana, medida entre dos eventos simultáneos. Por
ejemplo, la longitud de una barra se define como la distancia espacial
entre sus dos extremos.

Finalmente:

Postulado # 5

Una barra movíendose en forma perpendicular a la velocidad rel-
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ativa de los sistemas inerciales, no experimenta cambio alguno. O en
otra forma: los ejes perpendiculares a la dirección de movimiento no
experimentan ninǵun cambio.

Ejercicio

A partir de la Figura (V.9), el texto de R. Taylor and J. A.Wheeler ([10]), argu-
menta, en el contexto de la relatividad especial, que no puede existir cambio en
las longitudes perpendiculares al movimiento. Complete Ud. la explicación.

Figura V.9:La Figura sugiere ćomo explicar que no pueden existir deformaciones
en la direccíon perpendicular al movimiento. De esta manre el postulado# 5
est́a deḿas.

V.4. Simultaneidad

V.4.1. Diagramas Espacio–Tiempo

Un punto en el diagrama espacio-tiempo representa un hecho concreto como el
instante en que un objeto al caer toca el suelo, o un martillo golpea a un clavo... etc.
Esto se denomina unevento. Localiza un hecho en un diagrama espacio-tiempo.
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Mateḿaticamente está definido por un conjunto ordenado de cuatro números
que corresponden al tiempo, el primero, y a las tres coordenadas espaciales, los
consecutivos.

Evento : Es un tetrada ordenada de números que describen un
hecho puntual. Constituye un primer paso para asignar coordenadas
al espacio–tiempo.

Figura V.10: La lı́nea A, a la izquierda de esta Figura, representa la trayectoria
en el espacio-tiempo de un observador en reposo. En el diagrama de la derecha,
se dibuja un observador (puntual) que se aleja del origen con una velocidad V. La
recta inclinada representa la lı́nea de universo de este observador.

Un evento entonces corresponde a la ceremonia que se realiza en la vida diaria
para concertar una cita: se indica el lugar (las coordenadas espaciales) y la hora.

Por ejemplo una barrano es un evento puesto que no es posible definirla me-
diante un conjunto de cuatro números. El instante en que dos barras chocan es un
evento, el tiempo asociado es el instante del choque y las coordenadas espaciales
definen el lugar en que ocurrió.

Como no es posible representar 4 dimensiones en el papel, dibujaremos sólo
una o dos coordenadas espaciales.

Las figuras a continuación representan un observador en 1 y 2 dimensiones
espaciales.

Si uno deja caer un objeto en una fuente con agua, se genera una onda que se
aleja del punto donde cayó la piedra con una velocidad caracterı́stica. El frente de
onda es una circunferencia que se expande alejándose del origen. En el diagrama
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Figura V.11: Lı́nea de universo de una partı́cula que rota alrededor del origen
describiendo una circunferencia de radioa. A la derecha se incluye una partı́cula
que repentinamente explota en tres pedazos. Note que una de las trayectorias es
anómala: ¿Cúal y por qúe?

Figura V.12: Se incluye, a la izquierda, una onda de sonido propagándose en la
superficie del agua (dos dimensiones). La onda de la derecha representa un pulso
luminoso propaǵandose en dos dimensiones. Usamos la misma escala de longitud
en ambos ejes x y ct.

espacio-tiempo, la trayectoria de una de las ondas aparece como un cono cuyo
vértice descansa en el punto (evento) donde se originó la onda, que en este caso
coincide con el origen del sistema de coordenadas. Algo similar es lo que sucede
con un destello de luz,éste se propaga como un cascarón esf́erico en un espacio de
3 dimensiones. Una de las diferencias con el caso anterior es queésta se propaga
en el vaćıo, no necesita de una cuerda u otro medio material para propagarse. En
los diagramas, esta onda se transforma en uncono de luz. Definimosct como las
dimensiones del eje vertical, de este modo todos los ejes tienen la dimensión de
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longitud. Esta elección es śolo una convención.

Figura V.13: Lı́nea de universo de los puntos extremos de una barra rı́gida que
est́a inicialmente en reposo u emt = 0, viaja con velocidadv con respecto al
sistema S. A la derecha se indica la lı́nea de universo de los extremos de una
barra que gira en torno al origen.

Tambíen elegiremos la escala de las coordenadas de manera que la velocidad
de la luz se propague formando unángulo de45o con las coordenadas espaciales
y el tiempoct. Esto es una forma de facilitarnos la vida al dibujar la trayectoria de
los rayos de luz. No tiene ningún trasfondo conceptual. Refleja el hecho que los
rayos de luz son vitales en el desarrollo de la teorı́a y aparecen una y otra vez.

Esta simplificacíon se logra usando como unidad de longitud la misma unidad
utilizada en el eject. De esta forma la trayectoria de un rayo de luz forma un
ángulo de 45o con el eject. Cabe destacar –como explicaremos en detalle más
adelante–, que esto ocurre sólo en el sistema de referencia donde nuestro obser-
vador se encuentra en reposo. En cualquier otro sistema de referencia, que se
desplace con una velocidad finita con respecto al anterior, el rayo de luz bisecta el
ángulo formado por los ejesct’ y x’.

El postulado que impone que la velocidad de la luz sea la misma en todos los
sistemas de referencia inerciales, trae consecuencias que parecen contradecir la
intuición. Sin embargo, esto es sólo aparente: se debe a que las velocidades de la
vida diaria son demasiado pequeñas con respecto a la velocidad de la luz. Por esta
raźon los efectos de la relatividad especial no se aprecian en la vida diaria.

El concepto de simultaneidad cambia profundamentamente con la relatividad
especial.
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Figura V.14:El observador A recibe un pulso de luz y lo refleja de vuelta hacia
el Observador O. En nuestros diagramas usuales (sin el eje ct) lo hubiésemos
descrito de la forma que se aprecia a la derecha de la figura. El observador A es
la persona en el carro que se aleja.

Comenzaremos con la simultaneidad absoluta, que corresponde a lo que es-
tamos habituados, que nos resulta natural, pero que resulta ser sólo una buena
aproximacíon.

V.4.2. Simultaneidad Absoluta(La velocidad de la luz es in-
finita)

Normalmente no encontramos objetos cuya velocidad es cercana a la velocidad
de la luz. Para todos los efectos de la vida diaria, la luz se propaga convelocidad
infinita. De esta forma no hay retardo en recibir la información entre dos eventos
separados una distancia arbitraria. Cuando recibo el fotón indica que el evento que
lo originó tomo lugar en el preciso instante en que lo recibı́.

En el diagrama espacio–tiempo, esta situación se representa como dos eventos
ubicados en un plano ortogonal al eje del tiempo. Esta es nuestra definición de
eventos simultáneos.

El fotón que arranca de la ḿaquina fotogŕafica se refleja instántaneamente en
B y vuelve aA, donde graba la imagen deB. A y B son simult́aneos.
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Lo mismo sucede con el eventoC, el rayo con velocidad infinita recorre en
ida y vuelta el caminoA C, sin demora, de esta formaA y C son simult́aneos.
Análogamente, y por las mismas razonesA, B y C son simult́aneos. Prosiguiendo
con este ḿetodo podemos formarl ı́neas de simultaneidad absoluta. Estas son
perpendiculares al ejec t.

Figura V.15:Un destello de luz viajando con velocidad infinita. Llega a todos los
lugares simult́aneamente.

Los eventosa, b, c, d y e son simult́aneos y ocurren en el instantet1.

Los eventosA, B, C,D y E son tambíen simult́aneos, pero ocurren en el in-
stantet2 con posterioridad at1.

Supongamos a continuación un observador que viaja con velocidadv con re-
specto al anterior, nos preguntamos: ¿cuál es la ĺınea de simultaneidad que le
debemos asociar?

La respuesta es la misma que le asociamos al observador en reposo. La razón
es que siendo la velocidad de la luz infinita, no importa la velocidad con que
se desplace este nuevo observador, los eventos A y B, le parecerán simult́aneos
debido a que la luz no demora en recorrer una cierta distancia, por larga que ella
sea.

V.4.3. Simultaneidad relativa (La velocidad de la luz es fini-
ta)

Uno de los postulados afirma que: la velocidad de la luz es finita y además
tiene el mismo valor para todos los observadores inerciales, nos permite tener una
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Figura V.16:Los planos de simultaneidad son las lı́neas horizontales. Son los mis-
mos para todos los observadores inerciales. Esto es lo que que la transformación
de galileo afirma al establecert = t′.

definición única de simultaneidad. En el proceso de sincronizar relojes utilizando
la velocidad de la luz, obtendremos en forma indirecta, la distancia espacial que
los separa.

Se denominasimultaneidad relativaporque est́a asociada a un sistema de ref-
erencia particular. Dos eventos simultáneos, lo son śolo en el sistema de referencia
en el cual aśı se determińo. No constituye una propiedad universal. El origen de
este cambio radical se debe al Postulado 3: la velocidad de la luz es finita y toma
el mismo valor en todos los sistemas inerciales.

Figura V.17:Los dos observadores no pueden coincidir acerca de la simultanei-
dad de dos eventos separados por una cierta distancia, si la velocidad de la luz
toma el mismo valor en ambos sistemas de referencia.

Definimossimultaneidad en forma análoga al caso anterior: se envı́a un rayo

V.4. SIMULTANEIDAD Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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de luz que rebota en el objeto y retorna a la fuente. Si el pulso de luz tardó 2 T
segundos, concluimos que este valor señala que el objeto en el cual rebotó se ubica
a una distancia(c · T ) y se define como simultáneoslos dos eventos siguientes:
aquel cuando el rayo de luz rebota en el objeto y cuando el reloj del observador
marca el instanteT .

El pulso de luz se refleja en el objetoB y el reloj en reposo señala el instante
T .

De esta forma la simultaneidad con respecto a un evento en el ejec t est́a defini-
da de la misma forma que en el caso anterior (conc = ∞). La ventaja de adoptar
esta definicíon es que en lı́mite de bajas velocidades se aproxima al método es-
tablecido anteriormente.

Figura V.18:La simultaneidad se determina mediante el uso de rayos de luz. La
luz tiene la misma velocidad en todas las direcciones. Demora lo mismo en llegar
al punto A que en volver de A al origen.

Con esta estrategia podemos sincronizar los relojes en el sistemaS. El método
formal seŕıa el siguiente. Al llegar al pulso a un punto del espacio, activa el reloj
que alĺı se ubica y al reflejarse y volver al punto de partida se calcula la distancia
a que se encuentra el reloj y posteriormente se le comunica que su coordenada
espacial esd = T c y que debe adelantar su tiempo end/c segundos.

De esta forma hemos definido la simultaneidad relativa al sistema S: está forma-
do, para el caso unidimensional, por una serie de lı́neas todas perpendiculares al
eje verticalc t que representa al tiempo que marca el reloj asignado al observador
ubicado en el origen

Podemos imaginar que distribuimos una infinidad de relojes en todo el espacio
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y mediante una serie de señales como la indicada, sincronizar cada uno de ellos
con el reloj principal y, al mismo tiempo, asignarle una coordenada de la forma
ya explicada.

Figura V.19:El observador en el Laboratorio (izquierda) y el Astronauta en su
nave (a la derecha de la Figura), construyen, en forma independiente suenrejado
espacio-tiempo. Cada uno de ellos lo construye rectangular (como el que aparece
a la izquierda en la Figura). La dificultad se traslada entonces al proceso de
relacionar un sistema con el otro.

Resumiendo, podemos decir que a la nube de eventos que pueblan el espacio
tiempo, le hemos asignado un tiempo y una coordenada espacial usando un méto-
do, es decir aplicable a cualquier sistema de referencia inercial. Abandonamos
la existencia de un espacio rı́gido y un tiempóunico y absoluto, que formaba el
esquena Newtoniano
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La velocidad de la luz es finita y toma el mismo
valor en todos los sistemas inerciales

⇓
dos eventos simultáneos en un sistema de referencia inercial,

no lo son en ninǵun otro sistema en movimiento relativo.

A continuacíon usaremos esta definición para asignar las coordenadas espacio
temporales a un observador que designamos como S’, y que aleja con velocidadV
constante, del observador en el sistema S. Como S’ constituye también un sistema
inercial, debemos aplicar el mismo método para definir las superficies de simul-
taneidad: el rebote de los rayos de luz. De la Figura se aprecia que debido a la
asimetŕıa del ejec t′, las ĺıneas de simultaneidad no van a coincidir con aquellas
de S, como era el caso en la simultaneidad absoluta.

Despúes de determinar dos puntos simultáneos, definidos como el punto de
rebote del rayo y el punto medio del tramo comprendido entre la partida y el
regreso del destello de luz, es evidente de la Figura que las lı́neas de simultaneidad
est́an inclinadas con respecto a las anteriores.

Si, al igual que el caso anterior, repetimos el proceso con otros puntos, desar-
rollamos una familia de lı́neas de simultaneidad asociadas al observador S’.

En la Figura siguiente, se aprecia que los puntos (eventos) A y B, son si-
multáneos para el observadorS (y tambíen para todo su equipo de relojes sin-
cronizados), perono lo son para el observador designado porS ′. De hecho, en el
sistemaS ′, A sucede antes que B. La simultaneidad esrelativa, est́a asociada a
un sistema de referencia especı́fico.

Ejemplo de la simultaneidad relativa

En la parte izquierda de la Figura V.21, los rayos provenientes de los extremos
de la estacíon (nave superior)llegan simultáneamente al centro donde se ubica el
director de la estación. Paráel no hay problema, ambos rayos salieron simultánea-
mente y llegaron simultáneamente al centro de la estación. En cambio para el
astronauta viajando en la nave espacial -que sabe que ambos rayos salieron del
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Figura V.20:Los eventos A y B son simultáneos para el observador en el sistema
S. No ocurre los mismo para B.

Figura V.21:El observador en la estación espacial permanece en reposo mientras
que el astronauta en la nave espacial se aleja de la estación con velocidad con-
stante. Examinamos aquı́ el conflicto de la simultaneidad generado por la cons-
tancia de la velocidad de la luz en ambos sistemas de referencia.

extremo de su nave debido a que existe evidencia fotográfica (por ejemplo)-, hay
otras interpretaciones posibles. Examinaremos sólo dos de ellas aquı́. El punto de
vista pre-relativista, el ḿas cercano a nuestra intuición, nos ofrece la siguiente
explicacíon: ambos destellos salieron simultáneamente de ambos extremos de la
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nave (la idea de simultaneidad absoluta) pero, como nos estamos desplazando ha-
cia la izquierda, el fogonazo de la izquierda se acerca más ŕapido, con velocidad
c + v. Por otra parte el destello proveniente de la cola se está alejando y tiene
velocidadc − v. Por el argumento anterior es fácil darse cuenta que uno de los
rayos debe llegar antes que el otro.El problema con esta interpretación es que no
hay experimento alguno que indique que la velocidad de la luz dependa de la ve-
locidad de la fuente que la emitió. En consecuencia optamos por la interpretación
ofrecida en el esquema de la derecha de la Figura, que podemos resumir con las
dos afirmaciones siguientes:

• La velocidad del destello proveniente de la cola y de la nariz se aproximan
con la misma velocidad:c.

• Alcanzan el centro de la nave en tiempos diferentes porque el operador de
la estacíon espacial no los disparó simult́aneamente, de hecho gatillo el de nariz
primero y despúes el de cola.

La Dilataci ón del Tiempo

Sin tener acceso a las transformaciones de Lorentz, podemos, a partir de los
postulados propuestos, demostrar que, nuevamente, la constancia de la velocidad
de la luz en todos los sistemas de referencia implica que los relojes funcionan con
diferente rapidez en cada uno de ellos.

El objetivo del siguiente ejemplo es recordar que cuando las mediciones se
realizan en el mismo sistema de referencia, toda la cinemática y la geometrı́a de
un curso de Introducción a la F́ısica son v́alidas. Śolo cuando queremos relacionar
medidas en sistemas de referencia inerciales diferentes es necesario recurrir a las
transformaciones de Lorentz y a la geometrı́a del espaciotiempo.

Ejemplo

Analicemos el siguiente experimento desde el punto de vista de un observador
en tierra (S) y el de otro observador viajando en una nave espacial (S’). En el
sistemaS ′ el astronauta envı́a un destello de un rayo láser contra un espejo situado
en el ejey′, perpendicular a la velocidad relativa de la naveu. La distancia del
origen deS ′, O′ al espejo superior esL.
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Figura V.22: En el sistema S’, (cohete), el rayo sale y vuelve al origen después
de rebotar en el espejo superior. El mismo fenómeno, observado en el sistema de
Laboratorio se indica inmediatamente abajo del anterior.

Relacionando las mediciones efectuadas por ambos observadores y recordando
que las mediciones en los ejes perpendiculares al movimiento permanecen inal-
teradas, obtenga la expresión para la dilatación del tiempo.

En el sistema del laboratorio, el destello parte deO′, rebota enL y vuelve aO′.

Utilizando el Postulado # 5, el largoL medido en ambos sistemas de referencia
es el mismo porque es perpendicular a la dirección de movimiento. Por otra parte,
cada uno de los pasos representados en la figura es un evento en el sistema de
Laboratorio. Cuando sale el rayo ( primera figura a la izquierda), cuando llega al
espejo superior (figura del medio) y la posición del origenO′ del sistema S’, son
tres eventos referidos al sistema de Laboratorio. Con ellos podemos dibujar un
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triángulo rect́angulo y aplicar el teorema de Pitágoras:

(u ∆ ts)
2 + L2 = (c ∆ ts)

2, (V.2)

dondeu ∆ ts es la distancia que recorre la nave en el intervalo∆ ts, tiempo que
tarda el rayo en ir desde la base al espejo superior de la nave medida enS. L es
la distancia entre espejos enS ′ (que es la misma que enS) y c ∆ ts es la distancia
que recorrío el rayo de luz de acuerdo aS.

Si consultamos al astronauta acerca del tiempo que empleó el rayo en ir desde el
espejo inferior (origenO′) hasta el espejo superior nos indica que es∆ ts′ = L/c.
Reemplazando este valor en la ecuación anterior y despejando∆ ts en funcíon de
∆ ts′, tenemos:

∆ts′ =

√
1− u2

c2
∆ ts, o bien ∆ts = γ ∆ ts′

Conclusíon :∆t > ∆t′. El tiempo enS transcurre ḿas ŕapido que enS ′.

V.5. Transformaciones de Lorentz: Método Anaĺıtico.

Consideremos dos sistemas de referencia:S, en el cual nos ubicamos yS’, que
se desplaza con rapidezV con respecto aS. El vector velocidad~V , quiebra la
isotroṕıa del espacio. Seleccionamos la dirección de la velocidad como el ejex y
nos restringimos a este caso particular.

Si suponemos, como ya lo hicimos en el párrafo anterior, que el espacio es ho-
moǵeneo e iśotropo (postulados adicionales), la relación entre las coordenadas de
un evento en el sistemaSy S’, deben ser lineales en las coordenadas. Suponemos
tambíen por simplicidad que los orı́genes de coordenadas de ambos sistemas de
referencia coincidenx = x′ = 0 ent = t′ = 0. Analicemos śolo la coordenadax′

por ahora.

x′ = a x+b t, con a y b funciones de la velocidad,a = a(v) y b = b(v). (V.3)
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Considere una partı́cula ubicada en el origen de coordenadas del sistemaS ′, por
definición:x′ = 0. De manera que la ecuación anterior nos da

0 = a x+b t. dondex representa la posición del origen de cooordenas deS ′ en el instantet.
(V.4)

De aqúı obtenemos0 = a x + b t, de modo que

x

t
≡ dx

dt
= V = − b

a
.

Las funcionesa(V ) y b(V ) est́an relacionadas. La transformación general de co-
ordenadas toma la siguiente forma:

x′ = a(V ) (x− V t). (V.5)

Utilizando el Postulado que afirma que todos los sitemas inerciales son indis-
tinguibles entre śı esta misma relación debe ser v́alida para el sistemaS ′:

x’ = γ{x− V t},
(V.6)

Donde hemos reemplazadoγ(V ) ≡ a(V ) , porqueésa es la letra convencional
para dicha constante.

Hasta ahora hemos utilizado la homogeneidad del espacio y la equivalencia de
los sistemas inerciales. Consideremos ahora la velocidad de la luz, el Postulado
adicional. Si en el instantet = 0 = t′ enviamos un pulso de luz en el sentido
positivo del ejex, en cada uno de los sistemas inerciales se debe cumplir:

x′ = c t′ pulso con velocidad de la luz enS ′

x = c t pulso con velocidad de la luz enS.
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Reemplazando estas dosúltimas ecuaciones en V.5 y V.6 obtendremos una ex-
presíon para la funcíona(V ), como se indica a continuación:

c t′ = a(V )(x− V t) = a(V ) (c t− V t)

ct = a(V ) (x′ + V t′) = (c t′ + V t′)

⇒ t′ = a(V ) (1− V
c
) t

t = a(V ) (1 + V
c
) t′

Reemplazando la expresión de t en la última ecuacíon de t′,podemos obtener
a(V ).

De estas igualdades se desprende que

a(V ) ≡ γ(V ) =
1√

1− V 2

c2

(V.7)

donde cambiamos la notacióna(V ) ≡ γ, que es lo convencional.

En definitiva la transformación V.5, se escribe:

x′ = γ(V ) (x− V t). (V.8)

Para obtener la transformación del tiempo operamos algebraicamente con las
mismas transformaciones anteriores:

x = γ(x′ + V t′)
x = γ[γ(x− V t)] + γ V t′

Si despejamost′ de la ecuacíon anterior, obtenemos:

t′ = γ t +

(
1− γ2

γ V

)
x.

Re-escribimos estáultima ecuacíon, utilizando las siguientes igualdades:

1− γ2 = 1− 1

1− β2
=

−β2

1− β2
= −β2γ2,
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conβ ≡ V/c. Finalmente la expresión parat′ es:

t’ = γ{t− V
c2

x}. (V.9)

Las ecuaciones V.5 y V.6, son las transformaciones de Lorentz. Dadas las co-
ordenadas de un evento en un sistemaS, podemos obtener las coordenadas en el
sistemaS ′ a trav́es de estas ecuaciones.

Las coordenadas perpendiculares a la velocidady y z, se transforman igual que
en las tranformaciones de Galileo.

Note que estas transformaciones convergen a las de Galileo cuandoV << c.

Ejemplo

Un trenS ′ se mueve con velocidadv = 0,6 c en la direccíon+x con respecto a
un observador en reposo en el sistemaS. Dos rufianes con sendos atomizadores,
se ubican aL = 5m de distancia en el sistemaS. Ambos rufianes disparan si-
multáneamente de acuerdo a relojes sincronizados en el sistemaS . Al gatillar el
atomizador aparecen2 manchasA′ y B′ en el tren. Los rufianes aseguran que la
distancia entre las manchas esL = 5m (La distancia que separa los atomizadores
del tren esdespreciable).

a) Los pasajeros del tren llevan sus relojes sincronizados. De acuerdo a los
pasajeros del tren ¿quién dispaŕo primero?

b) ¿Cúal es la distancia entre las dos manchas medidas por un observador en
reposo con respecto al tren?

c) ¿Cúal es la distancia entre los dos rufianes, de acuerdo a los pasajeros en
reposo con respecto al tren?

Respuesta
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Del gŕafico se desprende queB sucede antes queA, seǵun un observador en la
nave. Calculemos la diferencia de tiempo. Debemos comparar los eventosA y B
en los dos sistemas de referencia. En el sistema fijo a la tierra los eventosA y B
son simult́aneos y ocurren a una distanciaL:

∆x = L, y ∆t = 0.

Figura V.23: .

En el tren, las coordenadas son

∆t′ = γ(∆t− v∆x

c2
) = −γ

v L

c2
.

Donde∆t′ ≡ [t′B − t′A] = −γ
L v

c2
.

c t′B = 0− 5
3

5

5

4
= −15

4

t′B = 1, 25× 10−8.

Las dos manchas una vez en el tren se
propagan ŕıgidamente cońel, es decir su
lı́nea de universo nace enA y B pero
a partir de entonces se propaga paralela a
la lı́neat′. La distancia entre las manchas,
medida con un metro por un observador en
la tren esAC, que definimos comoL′.

¿Cúanto vale L’?

i) Primer ḿetodo.
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De acuerdo a las transformaciones de Lorentz, la coordenada del puntoC en
función de las coordenadas del mismo evento en tierra, son:

x′c = γ [xc − v(tc − tA)] , x′A = 0,

pero xc es la posicíon en el sistemaS del extremo de la barra después que ha
transcurrido un intervalo(tc − tB) ≡ (tc − tA), su valor es:

xc = xB + v (tc − tA) , adeḿasxB ≡ L ,

xc = L + v (tc − tA),

de modo que:

x′c = γ [L + v(tc − tA)− v(tc − tA)] = γL .

Figura V.24: Distancia entre man-
chas.

L′ = γ L.

ii) Segundo ḿetodo.

C es la proyeccíon de la coordenadax′

de B. Eso es precisamente lo que repre-
sentan las Transformaciones de Lorentz:
una proyeccíon del vector (AB en este
caso, del sistema (x, t) al sistema (x′, t′).
La proyeccíon deB enx′ es simplemente
∆x′ = γ(∆x − v∆t) = γ L, (∆t = 0,
puesto queAB es simult́aneoS). Adeḿas
x′B = x′C puesto queB y C est́an en la
lı́nea de universo de un observador en re-
poso enS ′. L′ = 1,25L = 6m. Note queAC > AB AC1 > A1B.

c) La ĺınea de universo de los dos rufianes son rectas verticales en el diagrama
de espacio-tiempo fijo en la tierra (S) .
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A y B sẽnalan la posicíon de los rufianes. Esta distancia según un observador en
el tren es la intersección entre la ĺınea de universo deB y la lı́nea de simultaneidad
de un observador en el tren (por ejemplo : el puntoC. La coordenada deC en el
sistema (t′, x′) :

x′c = γ [xc − (tc − tB)v] ,

xc = xB = xB − 0 = xB − xA = L,

x′c = x′c − x′A = L′′,

L′′ = γ [L− v(tc − tB)]

pero t′c − t′A = γ
[
(tc − tA)− v

c2
(xc − xA)

]
A y C son simult́aneos en S’, luego:γ

[
(tc − tA)− v

c2
L

]

tB ≡ tA (simult́aneo enS)
xc ≡ xB en S
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L′′ = γ

[
L− v2

c2
L

]
=

1

γ
L .

Ejemplo

Un sistemaS ′ est́a en movimiento uniforme con respecto a otro,S. EnS ′ se ubi-
ca una barra que forma unánguloθ′ con respecto a la dirección del movimiento.
¿Cúal es la direccíon de la barra medida por un observador enS.

Figura V.25: .

De la figura se obtiene:

∆x′

∆y′
= cot θ′

Usamos esta relación porque∆y′ es per-
pendicular al movimiento y por el Postula-
do # 5 :∆y′ = ∆y.

Cualquier diferencia en el valor del
ángulo que aparezca enS proviene de la
relacíon entre∆x′ y ∆x. Gráficamente lo
que mideS se ve en la figura V.25:

Figura V.26: La
figura sẽnala
lo que mide el
observador S y S’.

Coordenada deA :

x′A = γ xA (puesto que∆t = 0 enS)

x′A ≡ x′c ⇒ ∆x′ = γ∆x

∆x

∆y
=

∆x′

γ∆y′
=

1

γ
cot θ′

∆x

∆y
= cot θ

cot θ =
√

1− β2 cot θ′
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V.5.1. Composicíon de velocidades

Velocidades paralelas.

El método de los productos de la función k para obtener la suma de las ve-
locidades no es el ḿas sencillo. Sirve para ilustrar que todas las fórmulas de la
relatividad especial se pueden obtener a través de su uso.

A continuacíon incluimos una derivación alternativa.

Para ello necesitamos usar el Postulado# 5 planteado previamente.

Supongamos que un cuerpoP viaja con velocidadu′ con respecto a un sistema
S ′. A su vez, este sistema viaja con una velocidadv con respecto as. Queremos
calcular la velocidadu de este cuerpo con respecto al sistemas.

Designamos las coordenadas deP con respecto aS ′ como(t′p, x
′
p). Las coorde-

nadas de este punto con respecto al sistemas son(tp, xp). La relacíon entre ambas
coordenadas está dada por la transformación de Lorentz (donde hemos suprimido
el sub́ındicep)

∆x′ = γ(∆x− v∆t),

∆t′ = γ(∆t− v

c2
∆x).

Por definicíon

u′ =
∆x′

∆t′
, la velocidadP con respecto al sistemaS ′.Por otra parte:

u =
∆x

∆t
, la velocidad deP c/r al sistemaS

∆x′

∆t′
= u′ =

∆x− v∆t

∆t− v

c2
∆x

=

∆x

∆t
− v

1− v

c2

∆x

∆t

u′ =
u− v

1− v · u
c2
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Despejandou de esta ecuación

u′(1− v · u
c2

) = u− v,

(1 +
v · u′

c2
)u = u′ + v,

u =
u′ + v

1 +
v · u′

c2

Esta es la ley de composición de velocidades. Es directo comprobar que siu′ =
c , v = c ⇒ u = c.

No es posible lograr velocidades mayores que la velocidad de la luz sumando
velocidades con esta ecuación relativista.

Velocidad Arbitraria

Supongamos que un objeto puntual se mueve con velocidadVx y Vy distintas de
cero en el sistemaS. Supongamos queVz = 0, puesto que no ãnade informacíon
adicional al problema. Considere un observador en reposo en el sistemaS ′, que se
desplaza a lo largo del ejex, en el sentido positivo. Se pide calcular las velocidades
que mide el observador en S’:V ′

x, V ′
y y V ′

z en base a los datos proporcionados.
La velocidad relativa entre ambos sistemas esu. Para el observador enS ′ las
expresiones para∆ x′ y ∆ t′ son:

∆x′ = γ(∆x− u∆t), ∆ y′ = ∆y, ∆ z′ = ∆z

∆t′ = γ(∆t− u

c2
∆x).

Con esta información podemos calcular :

∆ x′

∆t′
≡ V ′

x =
∆ x− u

[∆ t− u ∆ x

c2
]
,

De esta forma la expresión para la velocidad es:

V ′
x =

Vx − u

[1− u Vx

c2
]
. (V.10)
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Si Vx = u, el objeto parece estar en reposo con respecto al sistemaS ′.

Veamos las otras componentes.

∆ y′

∆t′
=≡ V ′

y =
∆ y

γ [∆ t− u ∆ x

c2
]
.

La componentey de la velocidad en l sistemaS ′ es:

V ′
y = Vy

√
1 − u2/c2

[1− u Vx

c2
]

. (V.11)

ComoVz = 0, entonces necesariamenteV ′
z = 0.

Figura V.27: .

Estas son las fórmulas que relacionan
una velocidad cualquiera en el sistemaS
con su hoḿonima enS ′. La novedad aća es
la componente perpendicular a la veloci-
dad relativa entre ambos sistemas de ref-
erencia.

Si se intercamia la situación de los ob-
servadores, por ejemplo, si enS ′ existe un
objeto que se desplaza con una velocidad
arbitraria, śolo debemos cambiar las trans-
formaciones de manera que se obtengax
en funcíon dex′ y t en funcíon det′. El
resto del procedimiento permanece inalterado. También se puede suponer el sis-
temaS ′ en reposo yS alej́andose con velocidadu enel sentido negativo del ejex,
obteníendose el mismo resultado.(Compruébelo.)

Ejemplo

Al finalizar la descripcíon de los postulados de la relatividad especial, se anal-
izó un ejemplo que concluı́a con la demostarción que si la velocidad de la luz es
la misma en todos los sistema inerciales, el tiempo no era absoluto.
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En este desarrollo, al comparar el rayo de luz vertical en la nave en movimiento
con el rayo de luz observado desde tierra, se dibujó inclinado V.22 y este hecho
se uśo en la f́ormula V.2. Esta es la aberración de la luz, descubierta por James
Bradley y presentado en la Real Sociedad en 1728. En el siguiente ejemplo dare-
mos ḿas detalles.

En este ejemplo demostraremos que, efectivamente, un rayo de luz vertical en
la nave en movimiento, se ve inclinado desde la tierra.

Supongamos que la velocidad de la nave esu y queV ′
y = c. El resto de las

velocidades relativas aS ′ (la nave) son nulas.

De acuerdo a las fórmulas encontradas anteriormente, tenemos para este caso:

V ′
x = 0 =

Vx − u

[1− u Vx

c2
]
⇒ Vx = u. (V.12)

Por otra parte

V ′
y = c = Vy

√
1 − u2/c2

[1− u2

c2
]

=
Vy√

1 − u2/c2
. (V.13)

De manera que la componente de la velocidad que observaS es

Vy = c
√

1 − u2/c2 (V.14)

menor que la velocidad de la luz. Pero es fácil comprobar, con los resultados
anteriores, que

V 2
x + V 2

y = u2 + c2 [1− u2/c2] = c2. (V.15)

Hemos demostrado que la velocidad de la luz vertical en el cohete, se inclina
un ángulotan θ =

√
c2/u2 − 1. Si u = 0 entoncesθ = π/2 como se espera.

Ejemplo

En este ejemplo no consideramos la aberración de la lus debido a la atḿosfera.
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Desde que Copernico planteó que una descripción donde el Sol permanece fi-
jo y la Tierra orbita a su alrededor era un modelo mucho más simple que que
el geoćentrico, estaba la inquietud de demostrar que la Tierra se movı́a. Esto lo
logró James Bradley. Hooke lo intentó antes sin poder llegar a una conclusión.
Bradley al observar una estrella en el cenit par evitar la aberración descubrío que
ésta en el transcurso de un año oscilaba40′′ y en la direccíon incorrecta. Ḿas
detalles de esta historia los puede encontrar en la referencia [13].

Bradley, correctamente asignó este cambio de dirección a que la velocidad de
la luz era finita y al moviiento de la tierra en suórbita alrededor del Sol. Con-
cluyó que la velocidad de la luz alcanzaba un valor de290,000 km/h.

El álgebra de este cálculo es similar al del ejemplo anterior.

Calcule la inclinacíon θ′ con que debe posicionarse el telescopio, de acuerdo a
la Figura, en los dos casos siguientes:

a) Calcule el valor deĺanguloθ′, en la forma cĺasica, es decir sin usar relatividad
especial.

b) Desarrolle el ćalculo delánguloθ′ en forma relativista y compare este resul-
tado con el anterior.

Figura V.28:A la izquierda aparecen los dos sistemas de referencia que están en
movimiento relativo. A la derecha se da una idea del cambio de dirección que se
le debe dar al telescopio para enfocar la estrella fija (sin movimiento propio).

a) Como la Tierra se está acercando a la estrella, de acuerdo al esquema in-
dicado, la velocidad relativaaumentau + c sen θ, recordemos que no estamos
utilizando la relatividad especial.
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.

tan θ′ =
u + c sen θ

c cos θ

tan θ′ =
[
tan θ +

u

c cos θ

]
En forma no-relativista las velocidades se suman en forma usual.

Como la luz - de acuerdo a la figura - va al encuentro del sistema de referencia,
la velocidad relativa aumenta.

v′x = −c cos θ

v′y = −(u + c sen θ)

b) Ahora procedemos con el formalismo relativista.

De acuerdo a las fórmulas dadas

v′x =
vx − u

1− u vx

c2

v′y =
vy

γ[1− u vx

c2
]

vx = −c sen θ vy = −c cos θ

v′x = − [c sen θ + u]

1 +
u sen θ

c

v′y = − c cos θ

γ[1 +
u sen θ

c
]

tan θ′ =
v′x
v′y

=
u + c senθ

1 +
u senθ

c

× 1 c cos θ

γ[1 +
u senθ

c
]


tan θ′ = γ

u + c senθ

c cos θ
= γ[tan θ +

u

c cos θ
]

La diferencia con el tratamiento no–relativista es un factorγ en frente de toda
la expresíon.
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V.6. El retorno de lo absoluto, los invariantes.

Se puede verificar, a través de las transformaciones de Lorentz, que la combi-
nacíon

(ct′)2 − x′2 = ct2 − x2

es un invariante: posee el mismo valor en todos los sistemas inerciales. Estadis-
tanciala denominamos(∆s)2. Aqúı hemos encontrado una cantidad que tiene un
valor independiente del sistema de referencia, es el equivalente al tiempo absoluto
en la teoŕıa de Galileo y Newton.

∆s2 = c2(∆t′)2 − (∆x′)2 = c2(∆t)2 − (∆x)2

Sabemos por experiencia lo importante que son las cantidades conservadas en
mećanica, electricidad...etc.. El equivalente en relatividad especial son losinvari-
antes.

Figura V.29: .

Como ejercicio, podemos reobtener la
dilatacíon del tiempo (que el reloj enB
funciona ḿas lento que un reloj, id́entico,
enA). O1Q y O2P son ĺıneas (o planos en
tres dimensiones) de simultaneidad con re-
specto al observadorA. Llamemos∆s =
PQ.

∆s2 = c2 T ′2, puesto queP y Q se ubi-
can en la ĺınea de universo deB y por lo
tantox′P = x′Q.

∆s2 = PQ
2

= c2(tP − tQ)2 − (xP − xQ)2

PQ
2

= c2 T 2 − (∆x)2.

Hemos definido∆x = xP − xQ.

Como(∆s)2 es uninvariante,

∆s2 = c2 T ′2 = c2 T 2 − (∆x)2
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cT ′ = cT

[
1− (

∆x

cT
)2

]1/2

,

pero∆x/T = Vo, velocidad con que B se aleja de A.

T ′ = T
√

1− β2 ⇒ T = T ′/
√

1− β2.

Si T = 1 s,T < 1, puesto queβ ≤ 1 y 1/
√

1− β2 ≥ 1. Esto se denomina la
dilatacíon del tiempo.

V.6.1. El significado de VER y MEDIR en la Relatividad de
Einstein

Definimos VER cuando todos los fotones emitidos desde el objeto que nos in-
teresa llegan simultáneamente a nuestro ojo. Es claro que los puntos más alejados
del ojo deben emitir antes los pulsos de luz para llegar al mismo tiempo que aque-
llos ubicados en una posición más favorable.

MEDIR es una operación que involucra los siguientes elementos: un sistema de
referencia inercial determinado, una red de relojes sincronizados en dicho sistema
de referencia, cada uno con una cámara que sẽnale un evento, el tiempo y sus co-
ordenada. El observador en este sistema recopila los datos y compara. Por ejemplo
si quiere medir el largo de una barra en movimiento con respecto a su sistema de
referencia, debe ubicar dos fotos, una en que aparezca el comienzo de la barra y
otra con el otro extremo de la misma barra. Ambas deben indicar el mismo tiempo
(simult́aneidad). La diferencia entre las coordenadas permite conocer el largo de
la barra.

Ejemplo

SeanS y S ′, dos sistemas inerciales que coinciden en un instante. S’ se mueve
con respecto a S en la dirección (x+), con una velocidadv = constante. En el
origen deS ′ existe una pantalla de cine que proyecta una pelı́cula det′ minutos,
la cual es vista por un observador que se encuentra en el origen de S. ¿ Cuánto
tiempo dura la pelı́cula para el observador enS? Suponerv = 0, 6 c.

Utilizando las transformaciones de Lorentz, se obtiene:
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Para S’: ∆t′ = γ(∆t− v

c2
∆x),

Para S: ∆t = γ(∆t′ +
v

c2
∆x′).

Sabemos lo que dura la pelı́cula en S’⇒ ∆t′ es conocido (con respecto a las
mediciones que hace un observador en S’). Además∆x′ = 0 (la pantalla per-
manece fija en S’). Luego∆t = γ∆t′. Sin embargo, debemos calcular el tiempo
que demora en llegar a S elúltimo fotón de la pantalla.

i.e.∆t∗ =
∆x

c
ya que cuando en S’ terminó la peĺıcula,ésta áun no ha finaliza-

do en S.

Por otra parte∆ x = γ(∆ x′ + v ∆t′) = γv ∆t′

⇒ ∆t = γ ∆t′ + ∆t∗ = γ ∆t′
(
1 +

v

c

)
= 2 ∆t′

Figura V.30:

Ejercicio

Explique si la figura que se
acompãna es correcta o no.
Justifique su respuesta.

Un par de comentarios fi-
nales con respecto al tiempo.
Es la variable que se puede de-
terminar con mayor precisión.
Esta es una ventaja técnica,
que nos permite hacer expe-
rimentos y confrontarlos con
predicciones bien precisas, co-
mo ya lo describimos anterior-
mente.

Por otra parte, utilizando las
palabras de Penrose [5]: ”...la
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relatividad especial nos enseña
algo profundo acerca de la realidad fı́sica, en relacíon a la naturaleza del tiempo”.

Una de estas enseñanzas –como hemos visto–, se refiere al cambio en el con-
cepto de simultaneidad, dos fenómenosA y B que ocurren al mismo tiempo en
un sistema de referencia, de acuerdo a otro observador que viaja con una veloci-
dadv, constante, con respecto al anterior,A ocurre antes queB. El concepto de
simultaneidad deja de ser absoluto.

V.7. El Efecto Doppler Relativista

Utilizaremos un ḿetodo geoḿetrico para determinar la corrección debida al
efecto Doppler. El ḿetodo se debe a H. Bondi, un f’ii sico inglés quien lo intro-
dujo. El factor que refleja la corrección del efecto Doppler lo denominaremos el
factork para escribir menos. Es notable que con este factor podemos re-obtener las
transformaciones de Lorentz, las transformaciones de la velocidad..., en resumen
todo lo conocido de relatividad especial.

Esta seccíon se plantea como un ejercicio geométrico. Las f́ormulas de la rela-
tividad especial serán re-obtenidas utilizando la geometrı́a del factor k.

V.7.1. El Efecto Doppler

Desde los ãnos 1920 sabemos que las galaxias están alej́andose de la nuestra con
una velocidad proporcional a la distancia que nos separa. La frecuenciaν ≡ 1/T
de la luz que proviene de estas galaxias y la identificación del átomo que las
emitió, revela que nos llegan con un cierto corrimiento en el valor de la frecuencia
ν ′ = ν + ∆ ν. Esta diferencia, ḿas algunos resultados básicos de cosmologı́a,
nos permite estimar la velocidad con que se están alejando. Este fenómeno se
denomina corrimiento al rojo, que resalta el hecho que las galaxias se alejan.
Si las galaxias estuviesen acercándose, el corrimiento cambiarı́a de signo y se
denominaŕıa corrimiento al azul(la frecuencia aumenta).

Una explicacíon cualitativa de lo que aquı́ sucede es la siguiente: suponga que
enviamos una señal a un habitante de dicha galaxia,ésta consiste en dos destellos
de luz separados por un intervaloT . Como, desde nuestro punto de vista, la otra
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galaxia se aleja, el segundo destello debe recorrer un trayecto más largo que el
primero y por lo tanto demora ḿas en alcanzar la galaxia y en ser detectado por
uno de sus habitantes. Este retraso depende linealmente del lapso que media entre
ambas sẽnalesT y de la velocidad relativa entre ambos medios. Si designamos
comok T , el intervalo con que se recibe la señal, dondek = k(v) es una funcíon
que śolo depende de la velocidad de separación de estos dos objetos.

Utilizaremos esta funciónk(v) para desarrollar las ecuaciones que caracterizan
al relatividad especial. Toda la relatividad especial es comparar las mediciones de
un sistema inercial con las de otro que se desplaza con velocidad relativa.

Esta funcíonk tiene una interpretación f́ısica bien concreta: es el efecto Doppler
relativista, de esta manera, cuando en la siguiente sección calculemos el valor de
k, habremos encontrado el valor que debemos utilizar para determinar el corri-
miento de la frecuencia de un objeto que se aleja (o acerca) en forma relativista.

Figura V.31: En la figura de la izquierda se ilustra cómo un fot́on alcanza una
fuente en movimiento. A la derecha se incluye el diagrama de Bondi para este
mismo caso.
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V.7.2. La función k: el factor Doppler

La función k fue introducida hace alrededor de 50 años por Hermann Bondi,
un f́ısico del Reino Unido. El desarrollo que hemos adoptado aquı́ es una versión
más detallada de lo expuesto por R. Wald [9] en su libro.

A continuacíon calcularemos analı́ticamente la relación entre las mediciones
hechas en distintos sistemas de referencia. Usaremos el método gŕafico. Primero
calcularemos el efecto Doppler relativista, cuyo nombre se refiere al cambio de
color (o longitud de onda) que detecta un observador en reposo cuando un rayo
de luz (o un sonido) es emitido desde una fuente en movimiento, o viceversa,
el observador está en movimiento y la fuente emisora en reposo. Para que este
fenómeno ocurra debe existir una velocidad relativaV entre la fuente y el obser-
vador.

En A dos observadores (puntos) iner-
ciales O1 y O2, se cruzan y sincronizan
sus relojes. De acuerdo al reloj deO1, T
segundos ḿas tarde,éste env́ıa un rayo
de luz a O2. Este lo recibe en el in-
stante que definimos comok T . Postulam-
os aqúı que cualquier diferencia en los in-
tervalos puede ser explicada en base a es-
ta funcíon k(v). La funcíon k sólo puede
depender de la velocidad relativav, puesto
que es elúnico paŕametro del problema:
k = k(v) ≥ 0. Adeḿas, si v → 0,
k → 1, puesto que no hay velocidad rela-
tiva en este caso.

Si a su vezO2, al recibir la sẽnal la
responde inmediatamente, entoncesO1 la
recibiŕa en el instantek(kT ).

El último argumento se apoya en el pos-
tulado # 3, que sẽnala que ambos sistemas
son equivalentes, de forma que si al ir deO1 hastaO2 el intervalo de tiempo
aparece multiplicado por un factork, lo mismo debe suceder al viajar deO2 hacia
O1. Ambos son sistemas inerciales, indistinguibles y sincronizaron sus relojes en
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A. Cada vez que un observador (S) detecte que otro sistema de referencia (S ′) se
est́a alejando, los intervalos de tiempo se relacionarán con la funcíon k(v) como
se ha especificado aquı́.

La distancia espacialEG que aparece en el gráfico se puede calcular de dos
formas:

Primer Método: podemos calcular cuánto se demoró el rayo de luz en llegar al
puntoG que, como es simultáneo conE en el sistemaS, es equivalente a calcular
el tiempo que marca el reloj del observador enE. Este valor es:

EG = c · DB

2
= c · [k2 − 1]

T

2
. c≡ velocidad de la luz. (V.16)

Recuerde que la simultaneidad es un concepto relativo en esta teorı́a,
por lo tanto cuando decidimos comparar dos eventos simultáneos para
el observadorO1, hemos quebrado la simetrı́a entre los dos sistemas
inercialesO1 y O2. Los resultados son válidos śolo para el sistema de
referenciaO1.

Volviendo a nuestro ćalculo, sabemos que la distancia que se alejó O2 a partir del
punto en que ambos coincidı́an,(A) es:

EG = v · AE = v · (k2 + 1)
T

2
. (V.17)

Igualando estas dos expresiones, obtenemos:

v · [k2 + 1]
T

2
= c(k2 − 1)

T

2
, despejando (v/c), se obtiene:

β ≡
(v

c

)
=

k2 − 1

k2 + 1
, k2 =

1 + β

1− β
.

Notemos que, sik = 1, entoncesβ → 0 lo cual equivale a que la velocidad
de la luzc, sea infinita. Este es el lı́mite Newtoniano: en este caso las transforma-
ciones de Lorentz, que deduciremos más adelante, toman la forma de las transfor-
maciones de Galileo (V.1).

Ya hemos encontradok como funcíon de la velocidad. Podemos explicar breve-
mente como podemos detectar la velocidad de un objeto mediante pulsos enviados
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con un intervalo de tiempoT . Estos al rebotar en el objeto que se aleja con veloci-
dadvo vuelven en un intervalo(k2 − 1) · T . Al medir este intervalo y conociendo
T y la expresíon –ya obtenida– dek2 podemos conocer la velocidad. Este es el
principio f́ısico que regula el funcionamiento de los radares de velocidad de la
polićıa.

Para dos sistemasalej́andose: k =

√
1 + β

1− β

Para dos sistemasacerćandose: k =
1

k
=

√
1− β

1 + β

Ejercicio

Demuestre que:

k +
1

k
=

2√
1− β2

= 2 γ, donde hemos definidoγ =
1√

1− β2
.

V.7.3. Dilatación del Tiempo

Usando la definicíon del factork(v), podemos demostrar que el tiempo tran-
scurre ḿas lentamente para un observador que se aleja de nosotros con velocidad
constante. En este caso haremos las comparaciones entre dos eventos que son si-
multáneos con respecto a nosotros, el sistema de referencia enreposo. De esta
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forma nuestros resultados no son universales, son sólo válidos en nuestro sistema
de referencia. La razón: la simultaneidad esrelativa.

De la Figura, los eventosA y B, son simult́aneos en el sistemaS. Si definimos
como∆ t|S = OA, los segundos que marca el reloj del observador en reposo
con respecto aS, debemos evaluar la cantidad∆ t′ ≡ ∆ t|S′ = OB: es decir
¿qúe tiempo indica el reloj que se mueve con el observadorS ′?

De la geometŕıa de la Figura obtenemos que:

OA =
k2 − 1

2
T + T =

k2 + 1

2
T.

El reloj del observadorS ′, que se aleja
deA, al pasar frente aB marca (de acuerdo
a la definicíon dek)

OB = k T.

Si comparamos los tiempos:

OA ≡ ∆t |S=
k2 + 1

2
T,

con OB ≡ ∆t′ |S′= k T,

despejandoT de las ecuaciones anteriores,
obtengo

∆t |S=
∆t′ |S′√
1− β2

. (V.18)

Esta es la dilatación del tiempo de acuerdo al observador en reposo enS. Si∆t′ =
1, entonces∆t > 1, el tiempo transcurre ḿas lentamente en el sistemaS ′.

El hecho que el tiempo transcurre más lentamente en el sistema que está en
movimiento, nodetermina si un sistema se encuentra en reposo absoluto con res-
pecto a otro. La raźon es la siguiente: al comparar los tiempos∆t |S y ∆t′ |S′ para
dos eventossimult́aneos enS, estamos quebrando la simetrı́a entre los sistemas
S y S ′, y de esta forma obtenemos el resultado asimétrico ya sẽnalado.
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A continuacíon se demuestra que la expresión para la dilatación del tiempo es
simétrica: el observador en reposo enS ′, midiendo dos eventos simultáneos en su
sistema de referencia encuentra que el tiempo transcurre más lentamente enS.

Ejercicio

Repetir el mismo procedimiento para comparar lo que marcan los relojes,pero
ahora midiendo eventos simultáneos enS ′. Obtenga:

∆t |S=
∆t′ |S′√
1− β2

.

¿Realmente se atrasa el tiempo para un observador en movimiento?

La palabrarealmenteutilizada en la pregunta parece esperar una respuesta que
traiga a escena el tiempo absoluto. Al formularla no se hace mención al sistema
de referencia que se considera.

La respuesta es que este resultado sólo sẽnala que el sistema de relojes sin-
cronizados por S’ se atrasan con respecto a aquellos sincronizados por S. Pero
este resultado, de acuerdo a S’ no permite concluir nada puesto que, en su opinión,
los relojes de S no están sincronizados. Para ilustrar esto, podemos ubicarnos en
el sistema de S’ y considerar que S está retrocediendo con respecto a nosotros y
repetir el mismo ćalculo. Lo que obtenemos es que ahora el reloj de S se atrasa
con respecto al de S’.

De aqúı se desprende que este experimento no permite concluir que el tiempo
transcurre diferente en ambos observadores.

Para lograr una respuesta definitiva con respecto a la evolución del tiempo en
dos sistemas de referencia en movimiento relativo, debemos compararlos mismos
relojes dos veces. Con esta consideración, ya no es posible refutar un resultado de-
bido a la imposibilidad de sincronizar los relojes de los dos sistemas de referencia.
En la siguiente sección daremos una respuesta concluyente a este problema.

V.7. EL EFECTO DOPPLER RELATIVISTA Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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V.7.4. El tiempo transcurrido depende de la trayectoria

A continuacíon demostraremos que el tiempo no es absoluto y por lo tanto
transcurre de forma diferente para distintos observadores en movimiento relativo.

Este problema tradicionalmente se conoce como la paradoja de los gemelos.
Consiste lo siguiente: uno de los gemelos permanece en Tierra mientras el otro
emprende un viaje interestelar y posteriormente, al volver, se compara con su
hermano.

La dificultad t́ecnica que plantea este problema es la aceleración que experi-
menta el gemelo interestelar en el momento de invertir el sentido en la dirección
de su viaje con el objeto de retornar. Las expresiones que hemos usado no se
pueden aplicar de acuerdo a los postulados, que excluyen los sistemas acelera-
dos. Para eliminar este problema usaremos tres sistemas inerciales sincronizados
y concluiremos que el tiempo, efectivamente transcurre más lentamente en uno de
los sistemas de referencia.

Figura V.32:Nos ubicamos en A, sistema en reposo. B se aleja de A con una
velocidad relativa V y C se aproxima hacia A con una velocidad V (según A). A la
izquierda se indica el gŕafico ct versus x y a la derecha el esquema habitual con
la coordenada x en el eje horizontal.

Antes de plantear este problema hagamos un ejercicio cuyo resultado será de
utilidad más tarde.
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Encontramos la expresión dek en funcíon dev en las ṕaginas anteriores. Note
quek(−v) = 1/k(v), es decir que cuando dos observadores seaproximan debe-
mos usar(1/k) en lugar dek para relacionar los intervalos correspondientes de
tiempo. Para demostrar que el tiempono es absoluto y depende del camino recor-
rido necesito 3 observadores (o relojes)A, B y C.

Figura V.33: El factor k y 1/k aparecen cuando
los observadores se alejan y cuando se están ac-
ercando, respectivamente.

En el desarrollo del proble-
ma distinguimos 3 eventos:

→ A coincide con B
definido como:AB

→ B coincide con C
definido como:BC

→ C coincide con A
definido como:CA

DenominamosT al tiempo
indicado porel reloj de B que
transcurre entre el evento: [A
coincide conB] y el otro even-
to [ B coincide conC]. El in-
tervalo que transcurre entre el
evento: [B coincide conC] y
el evento [C coincide conA]
es tambíenT , seǵun el reloj deC. Esto se puede notar en la Figura, las lı́neas de
universo deC y B son siḿetricas con respecto a la vertical, porque los trazos que
van desde [AB], hasta [BC] y desde [BC] hasta [CA], son idénticos y por lo tanto
ambos toman el valorT .

De acuerdo aĺalgebra de losk el tramo entre los eventos[AB] y [AC] es
[k T + T/k] .

Por otra parte, si en[BC], el observadorB acciońo el reloj deC y lo dejó mar-
candoT segundos, cuandoC llegue al encuentro conA marcaŕa un tiempo2 T.
Comparando ambas cantidades, podemos concluir:

(k +
1

k
) T ≥ 2 T

Estas expresiones son iguales sólo sik = 1 ⇒ v0 = 0, ó c = ∞.
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k +
1

k
=

2√
1− β2

≥ 2.

De esta forma el tiempo que marca el relojC es menor que el indicado porA. El
tiempo no es absoluto, no transcurre igual para todos los observadores.

En el caso de los gemelos la respuesta es similar a la obtenida aquı́ . El gemelo
de viaje llega ḿas joven al encuentro con su hermano. La diferencia de edad no
es la que obtuvimos, puesto que es necesario considerar la aceleración que exper-
imenta durante parte del viaje. En este caso no tiene sentido intentar utilizar el
argumento de la simetrı́a de los sistemas inerciales para invalidar el resultado. El
gemelo que estuvo de viaja sabe perfectamente que su sistema de referencia, al
menos por unos segundos, no fue inercial.

Tambíen se puede objetar que en el caso propuesto no se comparan los mismos
relojes en A, pero lo esencial aquı́ es que el reloj C al compararlo con el de A, traı́a
informacíon acerca del tiempo empleado por un reloj B al recorrer el trayecto que
le correspond́ıa. Se demostró entonces que el tiempo contabilizado a lo largo del
camino AB→ BC→ y CA, es ḿas corto que el tiempo contabilizado porS entre
AB y CA.

V.7.5. La contraccíon del largo de una barra

Definición de longitud

Para medir la longitud de una barraun observador en reposo con respecto a
ella, se ubica en el medio de la barra y mide el tiempo que demora un rayo de luz
en viajar hacia un extremo y volver al punto de partida.

¿Ćomo sabemos que estamos en el centro de la barra?

Antes de proceder a medir la longitud de la barra el observador envı́a en forma
simult́anea dos rayos de luz hacia ambos extremos de la barra donde serán refle-
jados. Si recibe de vuelta ambos simultáneamente entonces está justo en el punto
medio de la barra. De otra forma deberá desplazarse hasta lograrlo.
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¿Por qúe medir longitudes con un rayo de luz y no con un metro patrón?

Porque la velocidad de la luz es una constante universal. De esta forma los resultados
obtenidos utilizando la luz son válidos en cualquier sistema de referencia inercial.

Contracción del largo

La inclusíon del postulado # 3, indica que sólo est́a definida la distancia espa-
cial –o el largo entre los extremos de una regla– entre dos eventos que ocurren
simult́aneamente en un sistema de referencia.

Estudiaremos la contracción del largo usando elálgebra de losk.

Por definicíon la longitud es la distanciaespacialentre dos eventos simultáneos.
Aqúı vamos a comparar el largoL′ de un barra en reposo en un sistemaS ′, con el
largo de esta misma barra, pero medido en el sistemaS, que lo denominamosL.
La configuracíon se indica en la Figura adyacente.

El método que usaremos nos permitirá manipular coordenadas en distintos sis-
temas de referencia.

Figura V.34: Qué mide el observador S y
qué mide el observador S’. Lı́neas de simultane-
idad en cada sistema de referencia.

Calculemos las coordenadas
del eventoN en el sistemaS.
De la Figura se desprende que

c ∆ t+ = (L+v ∆ t+), y que

c ∆ t− = (L− v ∆ t−).

Este resultado se obtiene
siguiendo la trayectoria del
puntoM en la Figura. Ent =
0 su coordenada espacial esL,
en∆ t+ es[L+v ∆ t+], puesto
que se está alejando deS.

En∆ t+, la barra est́a repre-
sentada porNN ′ seǵun el ob-
servadorS. En ese instante se
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env́ıa un rayo de luz hacia el origen de la barra. Lo alcanza en∆ t− segundos ḿas
tarde y la distancia que debe recorrer es el largo de la barra menos lo queésta
se acerca, en el intervalo de tiempo∆t−, una distanciaL − v ∆ t−. Despejando
(∆ t+ + ∆ t−) de estas dos expresiones obtenemos:

∆ t+ + ∆ t− =
L

c + v
+

L

c− v
=

2c L

c2 − v2
. [i)]

Como los eventos marcados por A y B son simultáneos, utilizando los resultados
del último ejercicio, tenemos:

∆ t+ + ∆ t− =
∆ t′+ + ∆ t′−√

1− β2
. [ii)]

Finalmente, como en el sistemaS ′, el rayo de luz parte del origen de la barra en
t0 = 0 y vuelve aS ′ en B, desṕues de rebotar en el otro extremo de la barra,
entonces tenemos:

c [∆ t′+ + ∆ t′−] = 2 L′ [iii)]

Despejando(∆ t+ + ∆ t−) de las ecuaciones [i)] y [ii)], e incluyendo el valor de

(∆ t′+ + ∆ t′−) obtenido en [iii)], tenemos la relación deseada entreL y L′:

L′ =
L√

1− β2

Comprobamos queL < L′, al medir el largo de una barra en movimiento, medi-
mos un largo menor. Como hemos señalado, este hecho es consecuencia de que
la simultaneidad es relativa. A la barra no le pasa absolutamente nada, no se com-
prime.

V.7.6. Las transformaciones de Lorentz.

Las transformaciones de Lorentz son las ecuaciones que relacionan las coorde-
nadas de un evento P =(tp, xp), en un sistema inercialS, con las coordenadas que
describen el mismo evento P, en otro sistemaS ′: P = (t′p, x′p).

Constituyen el equivalente a las transformaciones de Galileo para ir de un sis-
tema inercial a otro con velocidadv0.
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El puntoP es lo que hemos denominado un evento en el espacio–tiempo. Con
respecto al observadorA, el puntoP tiene coordenadasP (t, x) puesto que consid-
eramos śolo dos coordenadas una espacial y otra temporal, para mantener la sim-
plicidad. En la figura, el origen del tiempo se ubica arbitrariamente en cualquier
punto de la ĺınea de universo deA.

El sistema de coordenadas se ubica con el observadorA, éste tiene coordenadas
(t, 0). El puntoQ es simult́aneo conP y por lo tanto ambos tienen la misma
coordenada temporal en el sistemaA.

Q = Q(t, 0), P = P (t, x).

Para enviar un rayo de luz desdeA hastaP , debo gatillar el haz de luz en el
instante(t− x/c). Dicho rayo rebota enP y alcanzaA en el instante(t + x/c).

La cantidad(x/c) tiene dimensiones de tiempo.

Supongamos que existe otro observador inercialB, que asigna al eventoP , las
coordenadas(t′, x′). La relacíon entre(t, x) y (t′, x′), que respeta los postulados de
la relatividad especial, se denominan las transformaciones de Lorentz. Ubicamos
el origen del tiempo en la intersección de las ĺıneas de universo deA y B. Al
enviar un rayo de luz desdeA, este cruza la lı́nea de universo deB en (ct′ − x′)
y posteriormente alcanza el puntoP . De vuelta toca la lı́nea de universo deB en
(ct′ + x′) y A en(ct + x).

Figura V.35: Un rayo de luz cruza a los dos ob-
servadores.

Usando el ḿetodo de la fun-
ción k, podemos relacionar
ambos sistemas de referencia.

ct′ − x′ = k (ct− x),

Este caso corresponde a la
relacíon que existe entre el
tiempo que transcurrió entre
el origen del tiempo (intersec-
ción de las ĺıneas de universo
de A y B) y el instante en que
se env́ıa el primer rayo desde
A y el tiempo que tardaB en
recibirlo:T ′ = k T .
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El siguiente caso, corre-
sponde al rayo de luz reflejado
desde el puntoP y relaciona el tiempo que ha transcurrido según el reloj deB
cuando recibe el rayo de luz, con el tiempo que ha transcurrido paraA cuando
recibe de regreso el mismo rayo de luz:

(ct + x) = k (ct′ + x′)

De estas dos ecuaciones se puede despejarx′ y t′ como funciones dex y t.

2 c t′ = k(ct− x) +
1

k
(ct + x),

2 x′ = −k (ct− x) +
1

k
(ct + x),

Figura V.36:En la figura de la izquierda debemos identificar T con (ct - x) y kT
con (ct’-x’).

pero recordando que:

1

2
(k ± 1

k
) =


γ

β γ
con k =

√
1 + β

1− β

Donde hemos definidoβ = v/c y γ = 1/[
√

1− β2].
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Despejandox′ y t′ de las ecuaciones anteriores obtenemos:

x’ = γ{x− v t},

t’ = γ{t− v
c2

x}.
(V.19)

Composicíon de velocidades usando el factor k del efecto Doppler.

Usaremos eĺalgebra de las funcionesk para encontrar la composición de ve-
locidades.

Los tres sistemas de coordenadas est’an relacionados mediante las transfor-
maciones siguientes, el sistema A con B:T ′ u−→ kAB T , el sistema B con C:
T ′′ v→ kBC T ′. A partir de estas relaciones podemos conocerT en funcíon deT ′′:

T ′′ V→ kAB kBC T . SiV ≡ VAC , es la velocidad relativa del sistemaC con respec-
to aA entonces se debe cumplir quekAC = kBC kAB. Reemplazando cada uno de
losk por sus respectivas velocidades tenemos:

Figura V.37: .

VAC

c
=

k2
AC − 1

k2
AC + 1

=
k2

AB k2
BC − 1

k2
AB k2

BC + 1

De aqúı, haciendo eĺalgebra
correspondiente, obtenemos la
Ley de Composicíon de ve-
locidades.

VAC =
(u + v)

1 +
u v

c2

.

V.7. EL EFECTO DOPPLER RELATIVISTA Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Para poner a prueba esta
relacíon, supongamos que un
carro se mueve con velocidad
c/2 con respecto a la tierra.
Sobre el mismo carro un atleta, super–lenteja corre con una rapidezc/2 en el
mismo sentido que el movimiento del carro. ¿Cuál es la velocidad de este super
atleta con respecto a la tierra?

Reemplazando en la fórmula anterior, tenemos:

VAC =
(c/2 + c/2)

1 +
c2

4 c2

=
4 c

5
.

La velocidad resultante es menor que la velocidad de la luz. La suma de veloci-
dades relativistas es una expresiónno–lineal, a diferencia del caso no–relativista.

V.8. El Sistema de Posicionamiento Global (GPS)

Resumen de un artı́culo de Neil Ashby, Universidad de Colorado.

El art́ıculo aparece enhttp : //www.phys.lsu.edu/mog/mog9/node9.html

El GPS est́a adquiriendo la relevancia tecnológica esperada. Por esta razón pro-
ponemos leer este artı́culo para saber ḿas acerca de este instrumento de gran
relevancia en la vida diaria.

El Sistema de Posicionamiento Global (GPS) consiste de 24 satélites que orbi-
tan la Tierra, V.38, cada uno llevando un reloj atómico estable y de gran exactitud.
Cuatro sat́elites est́an en cada uno de los seis planos orbitales diferentes, cada uno
con una inclinacíon de 55◦ con respecto al Ecuador de la Tierra. El perı́odo or-
bital son 12 horas (siderales, tiempo medido con respecto a las estrellas fijas), ası́
que la posicíon aparente de un satélite con el escenario de las estrellas se repite
cada 12 horas. Transmisores activados por los relojes envı́an sẽnales de tiempo

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias



66 Nelson Zamorano H. versión de 27 de septiembre de 2007

sincŕonicas, con la información de la posicíon y el tiempo de transmisión. De esta
forma el receptor en la Tierra puede determinar su posición y tiempo mediante
la decodificacíon del mensaje enviado por cuatro satélites diferentes. El satélite
tambíen lleva detectores de rayos gamma. Los satélites pueden determinar las co-
ordenadas espacio tiempo de un evento nuclear midiendo los tiempos de arrivo de
la sẽnal y resolviendo de nuevo cuatro ecuaciones de propagación simult́aneas.

Figura V.38:

Sin considerar los aceler-
adores de alta energı́a, no hay
otro sistema de ingenierı́a en
existencia hoy d́ıa en el cual
la relatividad general y la es-
pecial tengan tantas aplica-
ciones. El Sistema se basa en
el principio de la constancia de
la velocidad de la luz en un sis-
tema de referencia inercial: el
sistema inercial centrado en la
Tierra o como lo denominare-
mos: sistema ECI (Earth Cen-
tered Inertial ). La dilatación
del tiempo, el feńomeno de la
relatividad especial, es signi-
ficativa para los relojes en movimiento tanto para los relojes ubicados en los
sat́elites como para los relojes en reposo en la Tierra. El principio de equivalencia
encuentra su expresión en la presencia de varias fuentes de corrimientos de las
frecuencias de las señales debido al campo gravitacional. También, debido a que
la Tierra y sus satélites est́an en cáıda libre en el campo gravitacional del Sol, se
generan corrimientos en la frecuencia de origen gravitacional nacen debido al po-
tencial gravitacional de la Luna y el Sol, sin embargoéstos afectan en una pocas
partes en1016 y por tanto pueden ser despreciados.

El efecto Sagnac tiene una gran influencia en este sistema de medición. Ya que
la mayoŕıa de los usuarios de GPS están en reposo (o casi) sobre la superficie de
la Tierra, seŕıa altamente deseable sincronizar los relojes en un sistema de ref-
erencia que estuviera rotando fijo a la Tierra (un sistema fijo Earth Fixed, Earth
Center Frame o sistema ECEF). Sin embargo, debido a que la Tierra rota, esta
sincronizacíon no es posible. Este es el efecto Sagnac. Es suficientemente impor-
tante en los GPS para que deba ser considerado. Inconsistencias que ocurrirı́an en
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procesos de sincronización realizados en la superficie de la Tierra mediante rayos
de luz, o con relojes portables que se muevan lentamente, dependen del camino
recorrido y pueden llegar a ser del orden de varias docenas de nanosegundos, (una
mil millonésima de segundo:10−9 segundos) demasiado grandes para ser tolera-
dos en el sistema del GPS. De esta forma el efecto Sagnac obliga a diseñar una
convencíon diferente para la sincronización de los relojes. También, el campo de
una sẽnal en el ECEF no es una lı́nea recta. En el GPS, la sincronización es real-
izada en el sistema ECI; esto soluciona el problema de la inconsistencia debido a
la dependencia del camino.

Varias fuentes de efectos relativistas se introducen al determinar la unidad de
tiempo, el segundo SI (Sistema Internacional) está definido por el Observatorio
Naval de Estados Unidos (USNO). Para un reloj que permanece fijo sobre la Tier-
ra, la dilatacíon del tiempo generada por el movimiento de rotación de la Tierra
puede ser visto alternativamente como una contribución, en el sistema ECEF, al
potencial efectivo gravitacional el cual incluye las contribuciones provenientes de
la no esfericidad de la Tierra. Relojes fijos a la Tierra ubicados en la misma super-
ficie equipotencial de este campo gravitacional, marcan el tiempo con la misma
rapidez. Considerando tiempos geológicos, la forma de la Tierra se ha distorsion-
ado aśı que se acerca a una de estas figuras equipotenciales - la geodésica de la
tierra al nivel promedio del mar. El segundo SI está definido por la rapidez de los
relojes at́omicos ubicados sobre la geodesia. Esta rapidez esta determinada con
una suficiente exactitud, relativa a relojes en infinito, teniendo en consideración
tres efectos:

- la dilatacíon del tiempo debido a la rotación de la Tierra

- los cambios de frecuencia debido al monopolo gravitacional

- y al potencial cuadrupolar debido a la deformación de la Tierra.

En relatividad general (GR), el tiempo coordenado se expresa en forma aprox-
imada suponiendo un movimiento lento de la tierra y que el sistema solar es un
campo gravitacional d́ebil. El tiempo propio transcurrido en un reloj que está en
movimiento depende de la posición de los relojes y la velocidad de los objetos
masivos cercanos, y puede ser calculado si las velocidades y posiciones y la masa
de estos objetos son conocidos.

Los efectos relativistas en los relojes de los satélites pueden ser combinados de
forma tal que solo dos correcciones necesitan ser consideradas. Primera, el cor-
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rimiento, en promedio de la frecuencia de los relojes enórbita es corregido en
frecuencia por algo ası́ como 446, 47 partes en1012. Esta es una combinación
de 5 fuentes distintas de efectos relativistas: corrimiento gravitacional de la fre-
cuencia de los relojes en la Tierra debido al monopolo de la Tierra y a su momen-
tum cuadrupolar, corrimiento de la frecuencia de origen gravitacional del reloj del
sat́elite, y corrimientos del tipo del efecto Doppler de segundo orden debido al
movimiento del sat́elite y los relojes fijos en la Tierra.

Segundo, si láorbita es exćentrica, una corrección adicional aparece de las com-
binaciones del campo gravitacional que varı́a y el corrimiento de la frecuencia
debido al movimiento debido a que las distancias del satélite con respecto a la
Tierra cambia. Esta corrección es períodica y es proporcional a la excentricidad
de laórbita. Para una excentricidad de .01 la amplitud de este término es del orden
de 23 nanosegundos. Debido a una falta de computadores en los satélites en los
primero d́ıas del GPS, se decidió que estáultima correccíon era de responsabilidad
del software en los GPS de los recibidores (aquellos ubicados en la Tierra).

Para el lanzamiento del primer satélite NTS-2 (Junio de 1977), el cual trans-
portaba el primer reloj de cesio que se pondrı́a enórbita, hab́ıa algunos que dud-
aban que los efectos relativistas fueran efectivos. Se construyó un sintetizador de
frecuencia en el sistema de relojerı́a del sat́elite de forma que después del lanza-
miento, si llegara a ocurrir que la rapidez del reloj en suórbita final era la que
efectivamente predecı́a la relatividad general, entonces el sintetizador deberı́a ser
activado para poner al reloj coordenado con la rapidez necesaria para una op-
eracíon efectiva del instrumento.

El reloj at́omico funciońo por alrededor de 20 dı́as para poder medir su rapidez
antes de iniciar el sintetizador. La frecuencia medida durante esos 20 dı́as, fue
de 442,5 partes en1012, más ŕapido que los relojes en el piso; si esta señal per-
maneciera sin corregirse habrı́a resultado en errores en los tiempos de alrededor
de 38.000 nanosegundos por dı́a. La diferencia entre la predicción de la relativi-
dad general acerca de la frecuencia y la observada en el satélite enórbita distaba
solamente en 3,97 partes en1012 de lo que se observó. Un valor adecuado a la
precisíon del reloj que está enórbita. Esto entonces dio una aproximación al 1 %
considerando el movimiento combinado y los corrimientos gravitacionales para
un reloj que orbita alrededor de la tierra en un radio de 4,2 veces el radios de la
Tierra.

Varios efectos relativistas son demasiados pequeños para afectar el sistema a
la precisíon actual de este, pero pueden llegar a ser importantes a medida que el

V.8. EL SISTEMA DE POSICIONAMIENTO GLOBAL (GPS) Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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sistema es mejorado; estos incluyen retardos del tiempo de origen gravitacional,
cambio de la frecuencia de los relojes en satélites debido al momentum cuadrupo-
lar de la tierra y curvatura especial. Este sistema fue conseguido inicialmente para
algún uso de navegación militar teniendo acceso a transmisiones codificadas de
los sat́elites las cuales no están disponibles para los usuarios civiles. La incer-
tidumbre en la oposición en tiempo real usando el código de posicionamiento
preciso es ahora del orden de 2,4 metros. Promediando sobre el tiempo y sobre
muchos sat́elites reduce esta incertidumbre al punto donde algunos usuarios están
actualmente interesados modelar muchos efectos hasta el nivel del milı́metro. Áun
sin estośımpetus, el GPS provee una fuente muy fértil para las aplicaciones del
concepto de relatividad.

Nuevas y sorprendentes aplicaciones de la determinación de la posicíon y en la
transferencia del tiempo basada en sistemas GPS están siendo continuamente in-
ventadas. Aplicaciones civiles incluye por ejemplo: registro del movimiento de los
elefantes eńAfrica, estudio de los movimientos de las placas, exploración, mapeo,
salvamentos en el océano abierto, bitácora de veh́ıculos de flete, falla en lı́nea de
alto poder y sincronización de los nodos telecomunicacionales. Alrededor de 60
fábrica producen sobre 350 aparatos comercialesGPS. Millones de recibidores
son hechos cada año, el precio del receptor local debe ser de alrededor de US$
200.

Ejemplo: Esquema del funcionamiento de un GPS

Para formarse una idea del funcionamiento del GPS (Global Positioning Sys-
tem), considere el siguiente ejemplo simplificado.

Figura V.39:

Dos sat́elites, con sus respectivos relo-
jes at́omicos, viajan a una alturaH sobre
el nivel del piso. Estos relojes están sin-
cronizados en el sistema de referencia en
que ambos están en reposo. Su separación,
medida en este mismo sistema de refer-
encia esL′. Estos sat́elites envian sẽnales
periódicamente a Tierra. Esta señal trae
codificado el instante en que fue enviada,
de acuerdo al reloj de la nave y la posición
con respecto a la Tierra de dicho reloj. Si
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el observador en Tierra recibe simultánea-
mente una sẽnal de ambos satélites, se pide:

a.- Utilizando un diagrama de espacio - tiempo, muestre que el observador debe
encontrarse ubicado entre los dos satélites.

b.- De acuerdo al observador en Tierra, de cuál delos relojes salió la sẽnal antes
que la otra. ¿Cúal es la diferencia∆t, que tarda cada uno de los stélites en
enviar la sẽnal un extremo a otro?.

c.- ¿Cúal es la posicíon (coordenadax) del observador en tierra con respecto a
las posiciones de ambos satélites? (En otras palabras, qué se debe calcular
para encontrar la posiciónx del observador).

d.- Si en el espacio existen 24 satélites orbitando a 27.000 km de altura, muestre
que las correcciones relativistas calculadas aquı́ , son relevantes si queremos
una precisíon de 2 - 5 metros.

a) Observador en Tierra

b) Dado que ambos relojes emiten la señal simult́aneamente en su sistema de
referencia, tenemos que:

t′B − t′A ≡ ∆t′ = 0 = γ[(tB − tA)− v

c2
(xB − xA)] = γ[∆t− v

c2
∆x]. ec.1

Por otra parte

x′B − x′A ≡ L′ = γ[(xB − xA)− v(tB − tA)]
= γ[∆x− v∆t] ec.2

Tenemos dos ecuaciones para dos incógnitas∆t y ∆x. Despejando, obten-
emos

De la ecuacíon [ec.1]

∆t =
v

c2
∆x
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De la ecuacíon [ec.2],

∆x =
L′

γ
= v ·∆t.

Reemplazando∆x en la ecuacíon, tenemos

∆x =
c2∆t

v
=

L′

γ
+ v∆t, obtenemos

(c2 − v2)∆t = L′
√

1− v2/c2 ⇒ ∆t =
L′γ

c2
.

Tambíen:∆x = L′γ
v

.

Vemos quetB − tA = γL′

c2
, tB = tA + γL′

c2
.

De acuerdo al observador en Tierra, el relojA dispaŕo primero.

c) Para calcular la coordenadaxP del observador todo esto referido al sistema
del observador tenemos las siguientes ecuaciones

(xP − xB)2 + H2 = c2(tP − tB)2

(xP − xA)2 + H2 = c2(tP − tA)2,

Figura V.40:

Estas dos ecuaciones indican que el
eventoA (y B) est́an en el cono de luz
del eventoP que corresponde al instante
en que el observador recibe los pulsos de
A y B. Note que estas ecuaciones4

Tenemos 6 inćognitasxP , tP , xB, xA, tB, tA.
Se requieren 4 ecuaciones adicionales.
Éstas son:

xB − xA = γL′,
tB − tA = γ v

c2
L′,

xP = 0,
tA = 0.

4no distinguen el presente del pasado, por tanot en algún momento debemos escoger el signo
correcto de la variable.
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En las dośultimas ecuaciones, instalamos el origen del sistema de coordenadas
junto al observadorP . En laúltima ecuacíon tA = 0,los relojes parten cuando el
sat́eliteA emite el destello que alcanza al observadorP . Estas coordenadas hacen
más f́acil los ćalculos. Seŕıa más f́ısico ponerxA = tA = 0, establecer el origen de
coordenadas epaciales junto con el destello que alcanza aP , pero las ecuaciones
son un poco ḿas complejas.

Con esta elección, las ecuaciones quedan:

x2
B + H2 = (c tP − γ v

c
L′)2

x2
A + H2 = (c tP )2

xB = xA − γL′

La ecuacíon paraxA es

(γL′ + xA)2 + H2 = [(x2
A + H2)1/2 − γ

v

c
L′]2

La ecuacíon paratP es:

[((c tP )2 −H2)1/2 + γL′]2 + H2 = (c tP − γ
v

c
L′)2

Las dos soluciones que aparecen se deben a la ecuación del como la luz que no
distingue el presente del pasado.

Como ejemplo, Ud., puede resolver el casoH = 0 y obtener

−c tP = xA (tP > 0)

V.9. Ejercicios Resueltos

El siguiente ejemplo ilustra una situación que no corresponde a lo que estamos
habituados y que sucederı́a si existieran objetosmacrosćopicosque viajaran a
velocidades cercanas a las de propagación de la luz. O, a la inversa, qué sucederı́a
si la velocidad de la luz tuviera un valor más pequẽno.
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Nuestra experiencia indica que si un avión (o helićoptero) se acerca a una mu-
ralla iluminándola con un foco, como se ilustra en la Figura, la zona iluminada
se acerca desde infinito hacia la muralla. Mostraremos en este ejemplo, que es
posible que el movimiento de la sombra proyectada por una muralla debido al
foco en movimiento, puede desplazarse desde la muralla hacia infinito, si el foco
(o el avíon) se acerca a velocidades cercanas (pero inferiores) a la velocidad de
propagacíon de la luz.

Ejemplo

Un avión viaja en forma rectilı́nea a una velocidadu,cercana a la velocidad de
la luz y a una alturaH sobre el suelo. Una linterna, encendida al pasar el avión,
emite un rayo de luz pasando apenas sobre el muro.

Dos observadoresA y B en reposo, descansan detrás del muro de alturah. B
se ubica justo detrás del muro, mientras queA permanece a una distancia` deB.

Al pasar sobre la muralla (punto D, en la figura) el avión enciende otra linterna
que ilumina al observador B. En este ejemplo, nos interesa sólo estas dos linternas,
la situada en el punto P y apuntando sobre el borde superior de la muralla y la
situada en el punto D, justo sobre la muralla y apuntando en forma vertical sobre
B.

a) Encuentre el valor que debe tomar la velocidadu del avíon de modo que el
destello (fot́on) emitido desde la linterna enP , al ser encendida por el paso del
avión, alcance al observadorA justo en el instante en que el fotón, emitido desde
la linterna situada en el puntoD, alcanza al observadorB.

Hallar el rango de valores delánguloφ para el cual ocurre esta situación.

b) Demuestre que si la velocidad del avión es mayor que el valor encontrado en
la pregunta anterior (pero siempre menor que la velocidad de la luz), entonces la
oscuridad que hay en el lado izquierdo del muro se propaga desdeB, al lado de la
muralla, haciaA. Justo lo opuesto a lo que dicta el sentido común.

Este es un ejercicio de cinemática no-relativista.

Solución

a) Para encontrar el valor buscado parau, calcularemos el tiempo que tarda el
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Figura V.41: Al pasar por los puntosP y D el avión enciende una linterna ubicada
en cada uno de dichos puntos y que apunta en la forma indicada.

rayo de luz en recorrer los dos caminos propuestos en el enunciado (ver Figura):

T (P → C → A) ≡ TA,

T (P → D → C → B) ≡ TB.

CalculemosTA.

Como los tríangulos rect́angulos∆ CDP ∼ ∆ CBA, entonces

ĀP

ĀC
=

H

h
, de aqúı se obtiene ĀP =

H

h
ĀC =

H

h

√
`2 + h2,

donde hemos usadōCA =
√

h2 + `2.

PeroTA es el tiempo que el fotón demora en recorrer la distanciāPA, de modo
que:

TA =
H

h

√
h2 + `2 · 1

c
. (V.20)

Para calcular la velocidadu de modo que el destello emitido enD llegue aB
simult́aneamente con el fotón que salío desdeP y alcanzaA, debo considerar el
tramoPD que recorrío el avíon.
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TB = T (P → D) + T (D → C → B).

El tiempo que transcurrió entreP → D es

T (P → D) =
¯PD

u
.

De la Figura se tiene:
¯PD

D̄C
=

`

h
,

de modo que

¯PD =
`

h
D̄C =

`

h
(H − h), (V.21)

de esta forma

T (P → D) =
` (H − h)

hu
.

El tiempo de viaje del destello entreD y B es:

T (D → B) =
H

c

de donde se puede obtener el tiempo que tarda el rayo en alcanzar el punto B,
contando el instante desde que el avión encendío la linterna en el punto P:

TB ≡ T (P → B) =
` (H − h)

hu
+

H

c
.

Si imponemos la condición queA y B reciban los destellos simultáneamente, se
debe cumplir queTA = TB, y de esta ecuación obtenemos la condición buscada:

` (H − h)

hu
+

H

c
=

H

c

√
h2 + `2

h
,

despejandou/c, obtenemos:

u

c
=

(
1− h

H

)
√

1 +

(
h

`

)2

− h

`
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como
h

`
≡ tan φ, entonces:

u

c
=

(1− h

H
)[

1

cos φ
− tan φ

] . (V.22)

El ánguloφ debe cumplir la siguiente condición:

u

c
< 1 =⇒ 1− sen φ

cos φ
> (1− h

H
).

En el gŕafico que se acompaña se puede estimar el rango de valores posibles
que puede tomarφ.

b) Es claro que si la velocidad del aviónu aumenta, entonces el destello emitido
en P , llega aA despúes que el emitido desdeC, puesto que el avión viaja ḿas
rápido y el iempoTPD se acorta.

Si el avíon viaja con una velocidadu = u(φ) que se ajusta a la ecuación V.22,
la regíon ĀB se ilumina en forma instantánea.

Si

1 >
u

c
> (

1− h

H
1− sen φ

) cos φ.

entonces la zonāAB se ilumina desdeB haciaA, siempre que no emita destellos
cuandoφ < 0, 6. Paraφ > 0,6 no se cumple queu

c
< 1.
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Figura V.42:

Ejemplo

La Paradoja del Granero

Considere un atleta corriendo con una garrocha de largo propio 20 m. (La ve-
locidad del atleta con respecto al granero es de

√
3 c

2
). Éste sostiene la garrocha

de modo que se mantiene paralela a la dirección de movimiento del atleta. En
su carrera, el deportista pasa por un granero de longitud propia = 10 m. ¿ Serı́a
posible cerrar los dos extremos del cobertizo de manera que el atleta y la garrocha
queden atrapados en su interior?

Analice su respuesta desde el punto de vista del atleta y del observador en el
interior del granero.

Solución

La paradoja del granero.

Solución:

SeaLg ≡ longitud propia del granero,Lg = 10 m.

L ≡ longitud propia de la garrocha,L = 20 m.
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i) Análisis con respecto al atleta:

El atleta opina queLg sufre una contracción puesto que ve aproximarse al
granero con velocidad

√
3 c

2

luegoL
(A)
g = Lg

√
1− (

√
3

c
)2

c2
= Lg

2
= 10

2
= 5m

y como la longitud de su garrocha esL (largo propio)

⇒ para el atleta es imposible quedar atrapado en el interior del granero puesto
que:L > Lg/2

ii) Análisis con respecto al observador parado en el granero.

El observadorB ve aproximarse al atleta con
√

3
2

c, por lo tanto, la contracción
de la garrocha es:

L(B) = L

√
1−

(
√

3
2

c)2

c2
=

L

2
=

20

2
= 10m

y comoLg = 10m (largo propio del granero)entonces para observadorB es per-
fectamente posible que el atleta (A) quede atrapado en el granero, ya que:

L(B) = Lg L(B) ≡ long. medida porB de la garrocha deA

Alternativa # 2: Uso directo de las Transformaciones de Lorentz.

sea ∆x = x2 − x1

∆x′ = x′2 − x′1

donde1 y 2 eventos que indican la entrada y salida del granero para análisis (i)
y el fin y comienzo de la garrocha en análisis (ii)

Las transformaciones de Lorentz son:

(∗)∆x = γ(∆x′ + v∆t′)
(∗∗)∆t = γ(∆t′ + v

c2
∆x′

i) s′ desea medir la longitud del granero⇒ ∆t′ = 0 en (*)⇒ ∆x = γ∆x′
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∆x ≡ longitud granero medido pors
∆x′ = longitud granero medido pors′

⇒ ∆x′ = L
(A)
g = Lg

γ
= Lg

2
< L

⇒ Paras′ es imposible quedar atrapado

ii) Ahora

∆x = x2 − x1 = largo garrocha con respectos
∆x′ = x′2 − x′1 = largo garrocha con respectos′

S desea medir la longitud de la garrocha⇒ ∆t = 0

de(∗∗) ⇒ ∆t′ = − v
c2

∆x′

en(∗) ⇒ ∆x = ∆x′

γ

L(B) = L
γ

= L
2

= Lg

⇒ ParaS es posible quedar atrapado

*************************
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V.10. Ejercicios Propuestos

1.– Un vaǵon de tren se mueve sobre una vı́a a velocidad constantev. A y B
est́an en los extremos del vagón y los observadores C y D están de pie junto
a la v́ıa. Definimos el evento AC como ocurrencia de A al pasar frente a C,
y los otros similarmente.

(a) De los cuatro eventos BD, BC, AD, AC, ¿cuáles sirven para que los
observadores que están sobre la v́ıa midan el paso de un reloj llevado por
A?

(b) Sea∆t el intervalo de tiempo entre estos dos eventos para los obser-
vadores que están a un lado de la vı́a. ¿Qúe intervalo de tiempo marca el
reloj en movimiento?

(c) Suṕongase que los eventos BC y AD son simultáneos en el sistema
de referencia de la vı́a. ¿Son simultáneos en el sistema de referencia del
vaǵon?. Si no, ¿cúal es primero?

2.– Determine el desplazamiento de longitud de onda por efecto Doppler rela-
tivista para la ĺınea 6563Ådel HidrógenoHα, emitida por una estrella que
se aleja de la Tierra a una velocidad relativa de10−3c, 10−2c, y 10−1c. ¿Es
una buena aproximación el resultado a primer orden?

3.– Un aeroplano de 40 m de longitud en su sistema de reposo se mueve a
velocidad uniforme de 630m

seg
, con respecto a la Tierra.

(a) ¿Qúe fraccíon de su longitud de reposo parecerá acortarse, con respecto
a un observador sobre la Tierra?

(b) ¿Cúanto tiempo tardará, seǵun los relojes en tierra, para que el reloj del
aeroplano se retrase un microsegundo? (Suponga queúnicamente es v́alida
la relatividad especial).

4.– El radio de reposo de la Tierra puede considerarse como de 6400 km, y la
velocidad a que gira alrededor del Sol, como de 30 km/seg. ¿Cuánto pare-
ceŕıa acortarse el diámetro de la Tierra con respecto a un observador en el
Sol, por el movimiento orbital de aquella?

5.– Se mide la longitud de una nave espacial y se encuentra un valor exacta-
mente igual a la mitad de su longitud propia.
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(a) ¿Cúal es la velocidad de la nave con respecto al sistema del observador?
¿Cúal es la dilatacíon del tiempo unitario de la nave?

Figura V.43:

6.– Dos naves espaciales tienen una longitud de 100 m cada una, medidos en su
sistema propio. Se desplazan en sentidos opuestos, cruzándose en el vuelo.
El astronauta que va en la nariz de una nave, que la designamos por A,
mide el tiempo que transcurre entre el paso de la nariz y la cola de la otra
nave (B) desde su puesto de observación. Encuentra que este intervalo es
2, 50 × 10−6 segundos. A partir de este dato, encuentre:

(a) ¿Cúal es la velocidad relativa de las naves?

(b) ¿Cúal seŕıa el intervalo medido en la primera nave (A), si ahora registrara
el intervalo que transcurre entre que la nariz de la nave (B) pasa frente a la
nariz de (A) y la cola de (B) pasa frente a la cola de (A)?

Acompãne ambas respuestas con un gráfico espacio-tiempo.

7.– (a) Si la vida (propia) promedio de un mesón µ es2,3 × 10−6 segundos,
¿qúe distancia promedio viajarı́a éste en el vaćıo antes de morir, de acuerdo
con mediciones en diferentes sistemas de referencia, donde su velocidad es
de0,00c, 0,60c, 0,90c, y0,99c respectivamente.

(b) Compare cada una de estas distancias con la distancia que el mismo
meśon mediŕıa.

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias



82 Nelson Zamorano H. versión de 27 de septiembre de 2007

8.– A 200 km sobre el nivel del mar, una partı́cula de rayo ćosmico primario
choca contra la atḿosfera de la Tierra; en esta colisión de alta energı́a se
produce un meśon π+, el cual desciende verticalmente a una velocidad de
0,99c y, en su sistema propio, se desintegra2,5 × 10−8seg despúes de
producido. Seǵun se ve desde la Tierra, ¿a qué altura sobre el nivel del mar
se desintegra el mesón?

9.– En la Figura, A y B son los puntos de intersección del ejex (varilla esta-
cionaria) con una varilla inclinada (varilla en movimiento) en dos instantes
diferentes. La varilla inclinada se está moviendo en la dirección + y (sin
cambiar de inclinación) a una velocidadv.

(a) Demuestre que el punto de intersección de las varillas tiene una veloci-
dadu = v cot θ hacia la izquierda.

(b) Seaθ = 30o y v = 2
3
c. Demuestre que, en este caso,u excede ac y

explique porqúe no existe ninguna contradicción con la relatividad.

10.– Un observador en un sistema inercial S informa que dos proyectiles se están
moviendo en ĺınea recta, paralelamente uno respecto del otro; el primero a
una velocidad de 0,9 c y el segundo a una velocidad de 0,7 c. Encuentre la
velocidad de un proyectil con respecto al otro.

11.– Un observador sobre la Tierra que llamamos A, manda una señal con una
linterna cada seis minutos. Otro observador, B está en una estación espacial
estacionaria con respecto a la Tierra. Designamos con C a un astronauta
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Fı́sica Moderna 83

que viaja en un cohete de A a B, con una velocidad constante de 0,6 c, con
respecto a A.

(a) ¿A qúe intervalos recibe B las señales de A?

(b)¿A qúe intervalos recibe C las señales de A?

(c) ¿A qúe intervalos recibe B los destellos de C?

12.– Considere la existencia de partı́culas que tienen vida finita y cuyo número
en funcíon del tiempo está dado por:

N(t) = No exp
−t ln 2

τ
.

SiendoNo el número de partı́culas que existen ent = 0 y es la llamada vida
media de las partı́culas, ya que en el tiempot = τ el número inicial se ha
reducido a la mitad:

N(0) = No, N(τ) =
No

2
.

Los mesonesπ+ , por ejemplo, se producen en colisiones de alta energı́a
entre una partı́cula de rayo ćosmico primario y la atḿosfera terrestre. Su
vida media propia esτo = 2, 6 × 10−8 s. Suponiendo queNo mesonesπ+

se han formado a la altura h de la tierra y que descienden hacia ella con
rapidez 0.9999 c llegando solamente el 1 %:

(i) Determine la altura h a la cual se han formado los mesones.

(ii) Para esa altura, comente sobre el porcentaje que llegarı́a a la superficie
terrestre si no se hicieran correcciones relativistas.

13.– Dos misiles de igual largo propio pasan en sentido contrario a velocidades
relativistas. El observador O tiene un cañón en la cola de su nave apuntando
en direccíon perpendicular al movimiento relativo.

Como indica la figura, O dispara cuando la punta A coincide con A’. En el
sistema de referencia de O, el otro misil sufre una contracción de Lorentz.
En consecuencia O sospecha que su bala no dará en el blanco. Pero en el
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sistema de referencia de O’, es el misil O el que aparece contraı́do y por lo
tanto, cuando A y A’ coinciden el observador ve lo que aparece en la tercera
figura.

(a) Uno de los diagramas contiene un error. Descúbralo.

(b) Usando las transformaciones de Lorentz descubra lo que realmente sucede
en este encuentro.

Nota:L ≡ largo propio de los misiles.u ≡ velocidad del misil O con re-
specto a O’.

14.– Se tiene una barra de largo L que se desplaza con velocidad v. En los ex-
tremos de esta barra se ubican dos espejos como se muestra en la figura.
Suponga que un fotón se encuentra entre ellos. Si ent = 0 el espejo de
la izquierda coincide con el puntox = 0 y justo en ese instante el fotón
est́a siendo reflejado en ese mismo espejo, dibuje la trayectoria del fotón y
de la barra en un diagrama espacio-tiempoc = 1.

15.– Un trenA de largoL (largo propio:medido en su sistema de referencia) se
mueve hacia el Norte con velocidadV . Otro trenB, de largo2L (largo pro-
pio) viaja hacia el sur con la misma rapidez que el anterior. ¿Cuánto tiempo
demoran estos trenes en cruzarse? Definimos cruzarse como el intervalo
que transcurre desde que la nariz deA enfrenta a la nariz deB hasta que el
último carro deA se enfrenta aĺultimo carro deB.

a.- Encuentre este tiempo medido por un observador en el piso,

b.- Encuentre este tiempo medido por el observador en el trenA,

c.- Medido desde un observador en el trenB,

d.- Verifique que el invariante es el mismo en los tres casos anteriores.
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Debe ilustrar su respuesta con el gráfico espacio-tiempo en cada uno de los
casos.

16.– En el sistemaS ′, un sujeto corre en la dirección del ejey′ con velocidad

constanteV =
L′

T ′ , dondeL′ es la distancia propia con respecto aS ′ y T ′ es

el tiempo que marca un reloj estático con respecto aS ′.

A su vez,S ′ se mueve con una velocidadU con respecto a otro sistema de
referencia inercialS.

a) De acuerdo a un observador en reposo en el sistemaS, calcule las dos
componentes de la velocidad de este sujeto y a partir de este resultado en-
cuentre la tangente delángulo con quéeste se aproxima.

b) Suponga que en el sistemaS ′ hay una serie de interruptores separados por
una distancia propiaL′. A medida que el sujeto avanza los va encendiendo.
Al ser activados, estos envı́an un fot́on (o un pulso de luz, si Ud. lo prefiere)
que viaja directamente haciaS en la direccíon del ejex del sistemaS.

Calcule la velocidadωy con que los detectores se encienden en el sistemaS,
a medida que van recibiendo la señal luminosa proveniente deS ′. Suponga,
si le ayuda utilizar este dato, que inicialmente el sistemaS ′ se encontra-
ba a una alturaH sobreS. Recuerde que la distancias perpendiculares al
movimiento relativo no sufren alteraciones.

Figura V.44: Ejercicio # 19

c) Si el observador enS, U = V cos θ, V = V sen θ, representan las
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componentes de la velocidadV con la cual se aproxima el sujeto, demuestre
que la velocidad con que se encienden los detectores en el sistemaS es:

wy =
V sen θ

1− V cos θ

c

d) Demuestre que siV ≈ c (es decir,β ≈ 1) y el ánguloθ es muy pequẽno,
la velocidadwy toma su ḿaximo valor paraθ2 = 2 (1− β) ≈ (1 + β)(1−
β) ⇒ θ ≈ 1/γ.

17.– Un observador en un sistema inercialS informa que dos proyectiles se están
moviendo en ĺınea recta, en forma paralela y en el mismo sentido. Si denom-
inamos uno de los proyectiles porO1 y le asociamos la velocidadV1 = 0,9 c
y al otro,O2 la velocidadV2 = 0,7 c:

a) Encuentre la velocidad deO1 con respecto aO2.

b) Si los largos propios sonL1 y L2 respectivamente, cuál es el largo del
coheteL2, de acuerdo aO1.

Figura V.45: Ejercicio # 20

18.– Una barra de largoL′ con respecto a su sistema en reposo, se aleja con una
velocidadVo de un observador en reposo. Si desde cada uno de los extremos
de la barra se envı́an dos destellos en formasimult́anea con respecto al
sistema fijo en la barra, calcule la diferencia de tiempo∆ t con la cual
arriba cada uno de los destellos al observadorS.
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heightheight

Nota: El intervalo∆ t, nodepende de la distancia a la cual se ubica la barra
del origen deS. Ud. puede posicionarla donde más le acomode, respetando
las condiciones impuestas en el enunciado del problema.

19.– Dos cohetes que viajan en la misma dirección pero en sentido opuesto, se
cruzan, como se señala en la Figura. En el sistema S, que corresponde a la
Tierra, ambos cohetes tienen rapidezu y largo`.

i) Calcule el intervalo –medido por un observador en Tierra–, que transcurre
entre el instante que sus respectivas narices se cruzan y el instante en que
comienzan a separarse.

ii) Calcule el intervalo medido por un pasajero de uno de las naves –sistema
S ′–, entre el instante que sus respectivas narices se cruzan y el instante en
que las naves comienzan a separarse.
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20.– Considere un observadorO en reposo en el sistema de referenciaS. En este
mismo sistema de referencia un móvil puntual que denominamosTranbus
se desplaza con velocidadVo en el sentido positivo del ejêx. Otro obser-
vadorO′ viaja en el sentido positivo del ejêy con la misma rapidezVo.

a.- ¿Qúe velocidad tiene elTranbus de acuerdo al observadorO′?

b.- ¿En qúe direccíon viaja elTranbus, de acuerdo a estéultimo observador
O′? Antes de calcular estéangulo: ¿ en qúe direccíon esperaba Ud. que
viajara? (Nota: la dirección puede ser determinada a través, por ejemplo de
la tangente de súangulo.)

c.- ¿A qúe velocidadW, debe viajarO′ para que la dirección del movimien-
to delTranbus sea la esperada en la parte b.- ?

21.– Una varilla de un metro de longitud en su sistema propio, se aproxima a un

observador en reposo con una velocidad
24

25
c, como se indica en la Figura.

a) ¿Cúal es el largo de esta varilla en el sistema del observador?

b) Suponga ahora que la varilla está inclinada en uńanguloθ′ = arcos(5/6),
en el sistema de referencia que viaja con la varilla. Calcule elángulo de
inclinación de la varilla medido en el sistema de referencia del observador
fijo en tierra.

c) Calcule el largo de la varilla en el sistema de referencia del observador
en reposo, para esta segunda configuración.

22.– La estructura de la izquierda (remache) tiene una protuberancia de largoL
que al insertarse en el objeto con forma de U a la derecha alcanza justo a
tocar el interruptorB ubicado al fondo de la cavidad. Esto ocurre cuando
ambos objetos están en reposo (primera figura).B es un interruptor que,
al ser tocado, gatilla la bomba deTNT sẽnalada. Note que la cabeza del
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remache (por ejemplo el borde A) se apoya en los bordes del objeto en U al
ser insertado.

i.- Suponga que el mismo remache se acerca con una rapidezV, con re-
specto a un observador en reposo en la estructura en U, como aparece
en la figura. Explique cuantitativamente qué sucede con el extremo del
remache cuandoA toca el borde de U: también tocaB, lo tocó antes, a
qué distancia se encuentra según qúe observador ¿ Explota la bomba?
Debe acompãnar un gŕafico espacio-tiempo de la situación donde se
especifique qúe midió y su valor.

ii.- Considere las mismas preguntas, pero ahora desde el punto de vista
de un observador en reposo con respecto al remache que ve acercarse
al objeto en U. Siendo un observador sistema inercial, opina que la
estructura en U se acerca con rapidezV. ¿ Explota o no la bomba, de
acuerdo a este observador?

iii.- En definitiva, si la bomba explota NO puede depender del observador.
¿ Ćomo resuelve Ud. esta paradoja?

iv.- En el caso i.- suponga que se conectó un dispositivo al punto A del
remache tal que siA es presionado dispara un laser que corta el cable
que une B con la bomba. En este nuevo escenario: ¿ Explotaésta o no?

23.– El diagrama representa un policı́a midiendo la velocidad de un auto me-
diante el efecto Doppler. Nos instalamos en el sistema de referencia de la
autoridad. Del auto śolo indicamos la flecha del tiempo para no complicar
el dibujo. Se indica la trayectoria de dos nodos separados por una longitud
de onda (λ) emitida por la pistola del policı́a y la recibida despúes de refle-
jarse en el auto unos instantes más tarde. (recuerde que los largos, como la
longitud de onda, se miden en intervalos tipo espacio).
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i.- De la figura, demuestre (no sólo afirme, explique por qúe) que:c∆t =
v∆t + λreflejado, y quec∆t = λincidente− v∆t, dondev es la ve-
locidad del auto c/r al polićıa.

ii.- A partir del resultado anterior obtenga (f ≡ frecuencia),freflejada=

kfincidente, conk = 1+V/c
1−V/c

. .

iii.- Suponiendo que el cambio de frecuencia es pequeño debido a que
V/c es muy pequẽno, muestre que(∆f/f) ≈ 2V/c . Verifique cúan
pequẽno es si V=120 km/h.

iv.- El radar de la polićıa de Santiago, opera con una frecuencia de10,525×
109 ciclos/s. ¿Cúantos ciclos por segundo cambia el haz reflejado com-
parado con el incidente (o enviado)?

v.- ¿Qúe resolucíon debe tener la maquinita de la policı́a para poder dis-
tinguir entre un automovilista que viaja a 120 km/h y otro, infractor,
que gúıa a 121 km/h?
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