8. Flexion Asimétrica (Biaxial) de Vigas
8.1 Introduccion

En esta seccion, el andlisis de la flexidbn en efdasevigas, estudiado en las
secciones precedentes, es ampliado a casos n&rslgenPrimero, se considera el caso
de la flexion asimétrica o inclinada (biaxial) de vigas prismaticas con secciones
transversales doblemente simétricas. Luego, emfdeahmétodo de superposicion, se
trata la flexion elastica con cargas axiales. Atiooracion, se estudia la flexion inelastica
con fuerzas axiales en secciones doblemente siagtrLuego, se analiza la flexion
elastica en vigas prismaticas de seccion trandvarbéraria. Para tratar este tema se
establecen las ecuaciones basicas para los momemptiagiuctos de inercias de areas,
seguido por las ecuaciones para los ejes pringgianercia. Usando estas ecuaciones,
se establecen las ecuaciones generales para detetas tensiones de flexiéon elastica

lineales en vigas de seccion transversal arbitraria

8.2 Flexion Asimétrica en Secciones transversaleslemente Simétricas.
Como un ejemplo de flexion pumsimétrica o inclinada, considere la viga
rectangular mostrada en la Fig. 18. Basado eguadise cumple lo siguiente:
e Los momentos de flexioM aplicados actdan en forma normal al plano abad

¢ Momento de flexiorM tiene dos componented; y My

Fig. 18. Flexion asimétrica o inclinada de una viga con seiém transversal
doblemente simétrica



Debido a la doble simetria de la seccién translei@s férmulas obtenidas en las
secciones precedentes son directamente aplicphtasel caso en estudio. Debido a la
simetria, el producto de inercia para esta se@sarero y los ejes ortogonales mostrados
son los ejegprincipalesde la seccion transversal.

Suponiendo un comportamiento lineal-elastico de nuaterial homogéneo, una
superposicion de las tensiones normales debide yaMy entrega la distribucion de las
tensiones normales que actdan en la seccion dgda Ror consiguiente, aplicando la

formula de Navier para ambos ejes, se obtiengjloesite

M
o,=—*ty+—rLz (33)

donde un moment, positivo genera fibras traccionadas para 0 y un momentd/y,
positivo genera fibras traccionadas para0.
Una ilustracion grafica de la superposicion de lamsiones normales,

representada en la Ec. (33), se muestra en 14 &ig.

Fig. 19. Superposicion de las tensiones normalegasticas de flexion



Se debe notar de la Fig. 19, que la linea dedensro (eje neutro) forma un
angulog con el ejez. Analiticamente, tal eje puede determinarse hdoiégual a cero la

tensionoyx dada por la Ec. 33. Entonces,

M
—sz+—yz:0 (34a)
1, 1,
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Y_Tvz _iang (34b)
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En generalMy = Msina y M, = Mcos, la Ec. (34b) se reduce a

tang = :—Ztana (34c)
y

Por lo general, los angulasy S no son iguales, a menos gye I,, 0 « sea igual
a 0°0 90°.

Los resultados obtenidos en esta seccién puedesrajiezarse a elementos con
secciones transversales arbitrarias, siempre quieXx&n sea en torno a los ejes
principales Considerar un elemento elastico homogéneo coa seccion transversal

arbitraria, flexionada con respecto al Bjgue es un eje principal (Fig. 20).

Fig. 20. Seccidn arbitraria sometida a flexion resggcto a un eje principal



La distribucion de tensiones normales en la secesia dada por la ecuacion de
Navier, ox = -M; y/l,. Si esta distribucién de tensiones no causa unentorde flexion

My en torno al ejg, esta es la solucion correcta del problema. Ptarito,

M
M, = Iadiz: I—ysz: —I—y I yzdA=0 (35a)
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La Ec (35b) se cumple si el producto de inercizaeula con respecto a ejes
principales. Por lo tanto, la Ec. (33) puede utilizarse en isees transversales

arbitrarias, siempre que se utilicen los @j@scipalesde la seccion.

Ejemplo: Para la viga de madera de 100x150 mm mostradia €ng. 21, se pide

determinar la tension maxima de flexion en el aedli la viga y la ubicacion del eje

neutro.
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Fig. 21. Seccion rectangular sometida a simétrica



8.3 Flexion Elastica con cargas Axiales (Flexion Compséa)
8.3.1 Distribucién de la Tensién Normaloy

Una solucion para la flexion asimétrica, considdeaambos ejes principales de
un elemento, puede ampliarse para incluir el efeltocargas axiales empleando el
principio de superposicién.Tal enfoque sOlo es aplicable en secciones horeagén
considerando el rango de comportamiento lineatield del material. En este analisis no
se considera la posibilidad de pandeo del miempboducto de la accion de una carga
axial de compresion. Con estas consideracioneBclg33) toma la siguiente forma

generalizada

M
o, =———2Yy+—>2 (36)

donde la variableBl y A corresponden al esfuerzo axial y area de la sed¢@adsversal,
respectivamente. El esfuerzo axike considera positivo si es de traccion y la dexi
tiene lugar respecto a los dos ejes principales

La Ec. (36) se puede expresar en términos de¢esflaxial y de las coordenadas
del centro de solicitacion(z,, Yo), coordenadas que se determinan de las ecuaciones

siguientes

_ Mz(x)

Yo= N() (373)
_M, ()
N0 (37h)

El centro de solicitacion corresponde a un pubfoado en el plano de la seccién

transversablonde se debe aplicar la fuerza axial N(x), actoamsladamente, de modo
gue al reducirla al centro de gravedad de la secré@nsversal, el estado de esfuerzo
resultante sea igual a una carga aXiglmomentos de flexiohy, y M, en torno a los ejes
Yy z, respectivamente (Fig. 22).



Fig. 22. Estado de esfuerzo interno debido a unarga axial excéntrica.

Utilizando las coordenadas del centro de solidtadia Ec. (36) se reduce a

JX:EJrMerMZ (38a)
AL, I,

o =1 Yoy, B, (38b)
AL p Py

donde p, =4/I,/A y p,=,/l,/A son los radios de giro de la seccion transvensal e

torno a los ejes de inercia principal que coinciden los ejez-ze y-y del sistema local
de referencia, respectivamente.

En el caso particular en que el plano de cargatenga al eje principal de inercia
gue se hace coincidir con el ejg-g del sistema local de referencia, la flexion esaren
torno de une eje paralelo a al ejgdel sistema de referencia. En este ddges igual a

ceroy la Ec. (36) se reduce a

Oy ="~ Zy 9@




o, =%(1+Lg ] (39b

Al analizar las expresiones que determinan laidigtion de la tensiébn normaj
en la seccion de un elemento sometidi@xon compuesta se deduce que ésta varia en

forma lineal en la seccién transversal del elemento

8.3.2 Ubicacioén del eje Neutro: Flexion Compuesta

Cuando el material que forma el elemento en flexddémpuesta resiste tanto
tensiones de traccion y compresion o0 cuando nisteesia traccion, el centro de
solicitacion se ubica en el interior del nldcleotcade la seccién (esto implica que toda
la seccion esta comprimida), el eje neutro se uhier imponiendo que este eje es el

lugar geométrico de los puntos del plano que coatia seccidén transversal que

satisfacen la condicioa, = 0. Por lo tanto, basado en la Ec. (38b), los pusatisfacen

la relacion siguiente

1+ 0y R 7]=0 (40)
P2 Pl

La posicion del eje neutro se determina ubicamdopuntos en que esta linea
recta intersecta a los ejeey del sistema local de referencia, que son los guAty B

de la Fig. 23. Las coordenadas de los puntos AgrBlas siguientes:

A=(ya,0)=(—”75,0] (31a
,02

B=(0z)=|-"-20 41b

(0.z) ( . ] (41b)



Fig. 23. Ubicacién del eje neutro en una seccionmeetida a flexion compuesta.

En base a la Ec. (40) y Fig. 23, se pude conauwsiduiente:

e En una flexion compuesta el eje neutro no pasapoentro de gravedad de la
seccion.

e El eje neutro intersecta los cuadrantes donde nubisa el centro de solicitacion
y puede localizarse dentro, tangente al contorfugi@ de la seccion transversal.

e La posicion del eje neutro depende del esfuerzopgegomina en el estado de
tension normal. Si predomina la fuerza axial, elreggutro tiende a ubicarse fuera
de la seccién transversal. En cambio, si predomlimaomento de flexion, el eje
neutro tiende a ubicarse dentro de la seccionveasal.

e Cuando el eje neutro se localiza fuera de la seazitangente a su contorno, las
tensiones normales en todos los puntos de la seteidsversal son de un mismo
tipo: todas tracciones o todas compresiones.

e Cuando el eje neutro se localiza dentro de la 8ectas tensiones normales que
se producen en los puntos de la seccion son tatitidnes como compresiones.
En el caso particular que la flexion sea rectaoemotdel eje de inercia principal,
gue se hace coincidir con el ggalel sistema de referencia, la ecuaciéon del eje

neutro es

z

(1+ Yo y] ~0 42)



La Ec. (42) define una recta paralela al 2jgue interfecta al eje y a la altura

y=-p2ly,, tal como lo muestra la Fig. 24.

Fig. 24. Ubicacion del eje neutro en una seccion sometidaflaxion compueste
(flexion en torno a ejez).

8.3.3 Nucleo Central de una Seccion Transversal.
El nucleo central de una seccion transversal esregian ubicada en torno al
centro de gravedad de la seccién que tiene lagenrigg propiedades:
e El nucleo central es una figura convexa.
e El ndcleo central es un poligono que tiene tardol®d como vértices tiene la
seccion transversal.

Desde el punto de vista de la mecanica estructirabntorno del nucleo central
se define como el lugar geométrico donde deberatg®dos centros de solicitacion para
gue los ejes neutros asociados sean tangentesecalén sin cortarla.

De esta forma, para determinar el nlcleo centralrde seccion, solo se deben
considerar algunas posiciones de la linea neutgeteciales al contorno sin que la corten
en ningan punto. Las coordenad%, y;) de los centros de solicitacion se calculan
utilizando la Ec. (40), que determina el eje neuRor lo tanto, se obtiene la siguiente

relacion para determinar las coordenafh%g/;)



1+Lg +%z =0 (43)
Py

z

A continuacion, se consideran algunos ejemplosaitailo del nucleo central de
una seccibén transversal.
a. Seccidn transversal rectangular.

Considerar la seccion rectangular mostrada engaZsia. Se calculan los radios
de giro asociados a los ejgsy y z-z Entonces,p’=1,/A=1,/A=h*> /12y
pl=1,1A=1,1A=b"/12,

P (@) (b)
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Fig. 25. Nucleo central de una seccién convexa (taogular)

Para determinar el nucleo central de la secciétamgalar mostrada en la Fig.
25a, se utiliza la Ec. (43) considerando que elnejatro se ubica en el contorno de la
seccion.

Caso 1 Centro de solicitacion ubicado en cuadranteualzg= 0,y > O.

Debido a la excentricidad de la carga akiase genera un momento flecidy =
Pyo. Debido a este momento flector las fibras masiadias a la traccion son las fibras
inferiores ¢ = -h/2). Imponer en la Ec. (43) la condicion #de= 0 ey = -h/2, lo que
resulta en un valor de ¥ h/6.
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Caso 2 Centro de solicitacion ubicado en cuadranteualyg = 0,2, > 0.

Debido a la excentricidad de la carga akiabe genera un momento flecdy =
Pz. Debido a este momento flector las fiboras masisatias a la traccion son las fibras
ubicadas en las coordenada(-b/2,y). De manera similar al caso anterior, se impone en
la Ec. (43) la condicion dg = 0 yz= -b/2, lo que resulta en un valor dg=zb/6.

Caso 3 Centro de solicitacién ubicado en cuadranteualyg, zo > 0.

Debido a la excentricidad de la carga aRiate genera una flexion biaxial tal que
My =Pz y M; = Py,. Debido a la accion de la flexion biaxial, el pumas solicitado a la
traccion es el ubicado en las coordenadas /2,y = -h/2). Utilizando la Ec. (43) para

este punto, se obtiene la siguiente expresion

1- Yo % |_g (44a)
hi6 bl6

(1— %% %] -0 (44b)
h b

La Ec. (44b) es la ecuacion de la recta que inteades ejexz ey en los puntos
(b/6, 0) y ((0,h/6). Cualquier centro de solicitacion ubicado sdareecta definida por la
Ec. (44b), genera que el punto de coordenadas-§/2, y = -h/2) tenga tensiones cero
(eje neutro).

De forma anéloga al Caso 3, se puede asumir qaergto de solicitacion se
ubica en alguno de los tres cuadrantes del ptgnoostrado e la Fig. 25a. Para cada una
de estas suposiciones, se encuentra una ecuanidarsk la Ec. (44b), que indica la
ubicacion del centro de solicitacion tal que elregetro coincide con un contorno de la
seccion o que contenga al menos un punto de éste.

Realizando el procedimiento anteriormente descséogconcluye que el nlcleo
central de una seccion rectangular de dimensibrbses igual al mostrado en la Fig.
25b.
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b. Seccibn transversal concava: seccion canal y sén T

Para trazar el nucleo central de este tipo dei@e¢Eig. 26), ésta es modificada
transformandola en una seccién convexa. Esta radifn, solo se limita a eliminar la
parte entrante de la seccién convexa originalatrda una recta tangertte tal como se
muestra en la Fig 26a.

Trabajando en la seccibn modificada, se compraeleael nicleo de la seccion
original tiene tantos lados como vértices tienesdacion modificada y tantos vértices

como lados tiene la seccion modificada (Fig. 26b).

(@) (b)

t ®
\\\Q ‘ Nucleo central
§ F\/bl (y— 1" ’{.56 T/ m ¢
N |

)

Fig. 26. Nucleo central de una seccién concava (edn

En la tabla adjunta se entrega la forma y dimewsiodel nucleo central de

algunas secciones transversales.
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Forma y dimensiones del niicleo central de Ia seccion

Seccidn transversal; niclko cen-
tral de la seccidn (sombreado)

Dimensiones del nocleo central de la seccidn
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El nicleo central es un
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El nicleo central 'es semejan-l‘
.le ala seccidn transversnl
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El nacleo central es un
rombo

[ 4] A IR O [ PREETON

WPk
Y776 b(bh = byhy)
{ bh® — byhi
Py e

Cuande h'=0 y hy= by (cuadrado hueco)

hy 2
Fouin = 00889 | 1 4- (FF] J

Octldgono

El nicleo central €5 un
oclagono

oot = 0,2256 R

Si el octagono es hueco (radiv de la circunfe-
rencia circunscrila exlerior es R,, de la inte-
rior, Ry; el espesor de In pared cs igual a

0,924(Ry — Ry)), se tiene
r R, 2

Foin = 0,2256R, m
1

Circulo

l:::il‘,j

El ridcleo central es un
clrculo
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