5. Elementos Compuestos de Materiales Diferentes

Considérese un elemento compuesto por dos o méeriaes (elemento de
seccién transversal no homogénea), y supdngasestei@lemento se somete a la accion
de una fuerza axial producida ya sea por la apfioade una carga externa o por
restricciones térmicas longitudinales internas.

Por ejemplo, considérese la barra de la Fig.oi@puesta de un nucleo cuadrado

de material 2 adherido a un tubo cuadrado de rahferi

Material 2

Material 1 —>

v

Fig. 12. Barra compuesta de dos materiales

Se supone que las secciones planas permanecess plarante la accion de la
carga (Hipotesis de Bernoulli). Esta hipotesis cmeda establecer que las deformaciones
unitarias longitudinales de los dos materialesigaales. Entonces,

— ®)

Suponiendo un comportamiento elastico-lineal (B Hooke) para ambos

materiales, se tiene

—=—= 0 o0,=—0, 9)
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Ademas, por definicion de tension normal se tigoe ok = PdA« (k = 1,2),

expresiones que al sustituirlas en la Ec. (9) btermre

R-—Ap (10)
EA,

Introduciendo la variabla, definida como la razén de los médulos de Young de
ambos materiales, i.en,= E1/E,, se obtiene

o,=no, y R= n% P, (11)

Las ecuaciones deformacion anteriormente deduacities las ecuaciones del
equilibrio estatico, se necesitan para el analigsbarras formadas por dos o mas
materiales.

De forma mas general, este problema puede traamaezando un elemento de
seccién transversal no homogénea, en que el elenestdé formado pom materiales
diferentes. De este manera, la ecuaciéon de edailorla direccién longitudinal dada por
la Ec. (4), puede rescribirse como

N = [(o)dA + [(0,).0A, +--- = ) [(o),9A (12)

Considerando la relacién lineal tensién-deformagiéaceptando la hipotesis de

Bernoulli ((s)x = &), la Ec. (12) puede rescribirse como

N =Y [(Ez,) dA =, [EdA (13)
kA kA
El valor del médulo de YounBi es constante para el matekakentonces

13



N(X) =¢,> AE, 14]

Entonces, la deformacién axial unitaria de la gecy la tensién normal de cada

materialk, pueden expresarse como

6, = ZN% (15)
(), = Ele,), = Exe, =X (16)

AE;

i
> e

El denominador de la ecuacidon anterior egnga y se conoce como éfea de la

seccion transformada En este caso, la seccion transversal ha sidsftranada al

material con las propiedades del matékial

El concepto de area de la seccion transformadmifgeianalizar una seccion
transversal no homogénea como una seccidon homagénavalente, resultando que la
tension normal en el material al cual se ha hegivalente k) esta dada por la Ec. (16).
En los puntos ubicados en los otros materialesfaumean la seccion, la tension normal

esta dada por

(0,) - [Ejm a7)

La relacionEi/Ex se conoce comeelacion modular, y representa el valoren la
Ec. (11).

Ejemplo: Considérese la columna cuadrada corta de homngférzado que se muestra
en la Fig. 13. La columna estd reforzada con odmillas de acero de 30 mm de
diametro y cargada con una fuerza axial externas0€ KN. Si E. = 20010° MPa y E
=2510° MPa.
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(a) Cuéles son las tensiones en el hormigén y acero?

(b) Cuanto se acorta la columna?

P =150C KN

Fig. 13. Columna de hormigdn armado cargada axialnmee.

6. Deformaciones Plasticas

Los resultados obtenidos en las secciones predarstan basados en la
hipotesis de que existe urgacion tension — deformacion lineal En otras palabras, se
asumié que el limite de proporcionalidad del matemunca fue excedido. Esta es una
hipotesis razonable para el caso de materialeslefsagjuienes fallan sin llegar a la
fluencia (aumento brusco de la deformacion unitaéa un valor constante de la
tension). Sin embargo, en al caso de los materihlesles, esta hip6tesis implica que la
tensiéon de fluencia del material no es excedida. Botanto, las deformaciones
permanecen en el rango elastico y el elementoatstal en estudio recupera su forma
original una vez que las cargas son removidasp@i,otra parte, las tensiones en
cualquier zona del elemento estructural exceddansion de fluencia del material, éste

15



presenta deformaciones plasticas por lo que ulisBnénas detallado, basado en una
relacion tension — deformacion no lineales requerido.

Para introducir el concepto de compartimientotgidsde un material, considerar
la relacion tension — deformacion idealizada dematerial elasto-plastico, que consiste
en dos segmentos rectos tal como lo muestra lalBigDe la figura se deduce que si la
tensiéne es menor que la tensién de fluensia el material se comporta elasticamente
obedeciendo la ley de Hooke=Ee. Cuando el valor de alcanza el valor dey, el
material comienza a fluir y se sigue deformanddoema plastica bajo carga constante.
Si la carga es removida, el material se descatgdasigo de la linea CD, linea paralela
al segmento inicial AY de la curva de carga. Elnsegto AD representa la deformacion
permanente o deformacion plastica del elementserie®, que resulta luego de someter

a este elemento a un ciclo de carga-descarga.

OY t-------3 X Ruptura

A D €

Fig.14. Relacion tensién — deformacién para un matial elasto-plastico.

Ejemplo: Un cilindrode 30 in de longitud y seccién transversakA.075 iff es puesto
dentro de un tubo de la misma longitud y secci@nsversal A= 0.1 irf. Uno de los
extremos del cilindro y del tubo son unidos a ula@arigida y los otros extremos son
unidos a un apoyo rigido (Fig. 15). El cilindro y wbo se consideran con
comportamiento elasto-plastico, con médulos detieldad iguales a B 30x16 psiy

E.= 15x16 psi, y tensiones de fluencia igualessay( = 36 ksi y 61y = 45 ksi. Dibujar
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la curva carga-desplazamiento del sistema tubecdi que resulta al aplicar una caRja

a la placa rigida.

30in

Fig. 15. Sistema tubo-cilindro con comportamientolasto-plastico cargado
axialmente

7. Energia de Deformacion: Efecto de Carga Axial
Considerar un elemento prismatico de seccionvearal A y longitud L que esta
siendo sometido a una cardaaxial (Fig. 16a). El trabajdU realizado por la carga al
tiempo que el elemento se deforma en una cantidadteésimaldx, puede ser evaluado
mediante la expresion
dU = Pdx (18)
Notar que la expresion obtenida es igual al 4eeamthadx ubicada bajo la curva

carga-deformaciéon. El trabajo total U realizado percargaP, considerando una

deformaciérx; del elemento, esta dado por (Fig. 16b)
U = [ Pdx (19)
0
gue es igual al area bajo la curva carga-deformaaidre los puntos= 0 yx = x;.
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P () Pl o~ ®

___U=Area

v A X1
X dx

Fig. 16. (a) Curva carga-deformacion; (b) definicid de energia de deformacion
interna

El trabajo realizado por la carga P, que es adien forma gradual, induce a un
aumento de la energia interna asociada a la deé@ymalel elemento. Esta energia
interna se conoce comenergia de deformacion Por definicion, la energia interna se
denomina por la variable U y estd dada por la(E%).

La energia de deformacién U definida por la Ec),(til@pende de las dimensiones
del elemento en estudio. De manera de eliminardeldendencia en el tamafio del
elemento y focalizar el estudio en las propiedati#snaterial, se define la densidad de
energia de deformacids, en un elemento diferencial como la energia derdefoion
dU de elemento diferencial por unidad de volurd€nDe esta forma se tiene,

¢ dPdx T o de,

o dV I dAdL (20)

0

Si la tensidnox permanece dentro del limite proporcional del niatela ley de

Hooke es valida, por lo que se tiene la relacion
o, = Ee 121

X X

Reemplazando la Ec. (21) en Ec. (20) se tiene

18



U, = [Esde, = (22)
0

La obtencion de una expresion para la energianamtele deformaciotd en
funcién del esfuerzo internd (fuerza axial) puede obtenerse utilizando la E28) y
(22). Entonces,

U=fuav=] E;f av =] g—éddi j Nz/if)dx [on (23a)
ot N#(x)dx
J‘2A(x)E(x) (230)
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