Transformacién de Tensiones y Deformaciones
A-Transformacion de Tensiones
Si el estado de tensiones en un cuerpo es el nesnmodos sus puntos, se dice

gue el cuerpo tiene un estadoteesion uniforme

El objetivo de esta seccion es el de derivar expnes para los componentes
del tensor de tensiones que actlian en un plartaaidique pasa por el cuerpo o sélido
en estudio, si los componentes de del tensor d#otees referidos al sistemayaz son
conocidos. Para tal efecto, considerar un estadoopb bidimensional de tensiones

(Fig. 1)
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Fig.1. Estado plano de tensiones

Considerar sumatoria de fuerzas en la direcciiiig. 2)
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Fig. 2. Equilibrio considerando un plano arbitrario



IF, =-o,Acosx -7, Asina + o Acosa — Toy Asina =0 (1a)

—o,Acosx — 7, Asina + [ax, cosx -7, sin a]A =0 11b
—-o,Acosa — 7, Asina + p,A=0 (1c)
p, =0,C0sx + 7, Sina (1d)

En forma andloga al caso anterior, equilibrio andirecciony entrega el
siguiente resultado

p, =o,sina +7,, Cosx (2)

El vector de tensiomr puede encontrarse proyectando las tensippgsy en

la direccionx . Para tal efecto, considerar

X+ Ppyy=p/lx PX- X +pPy-X=p-X .
- L > o =0, =p,cosx+ p,sina (3a)
o.X+T Y= p/-x o .=p-X

Por lo tanto, reemplazando la Ec. 1d en la Ece3zbtene
o, =0,C08 a+0,sin’a+2r, sinacosa (3b)

En forma similar al caso anterior, se puede emapmnina expresion para, en

funcion degy, oy, 7y Yy el anguloa.

7oy =Py sina + p, cosx (4a)
7., = rxy(cos2 o —sin’a)+ (ay — o, )sina cosx (4b)

Para encontrar el valor de la tensic’rryl,, sblo se debe sustituir el valor del

anguloa por (o + 7/2) en la expresion d@e, . Por lo tanto,



o, =0, sin’ o +0, cos’ a — 27, Sina cosx (5)

donde las siguientes identidades trigopnométricasofu utilizadas: sinf + n/2) =
cosay cosfx +7/2) = -sin.

Las ecuaciones que entregan los valores de lopauwantes del tensor de
tensiones referidos a un sistema de coordenadasapson las ecuaciones de
transformacion de tensiones, conociendo los valbees, oy, 5y Y el anguloc.

Observacion Notar quesk + oy = o +to, =c¢ (constante).

Utilizando las siguientes identidades trigonomésicen las ecuaciones
precedentes: sir=1/2(1- cosZy); sin2x = 2sinacosx y coSa = 1/2(1 + cos), las

ecuaciones de transformacion de tensiones puedes@éas como sigue

o,to o,— 0O _
GXY:[ 5 V]J{ 5 y]c032a+rxy5|n2a (6a)
o,to o,—C _
o :£ y)—( y)COSZa—TXySInZa (6b)
y 2 2
o, =0, .
T, =|——F |sin2a+7,, COS2x (6¢)
X'y 2

Para obtener los planos en que se producen lanradximinima tensién normal,

do
se impone la condicic’)ﬁd—” =0— - (Gx —ay)sin 20 + 2t,,c0s2a = 0, lo que implica
o

tan2o = —>— (7)

La ecuacién anterior tiene dos raices)(8ue difieren en 180Por lo tanto, los
valores dex difieren en 90 lo que implica que los planos donde acttan laimeay

minima tensién normal son mutuamente perpendiailare

., . . . 2t _
Observacion Si se impone la cond|C|onrx,y, = 0= tan2a =—>—, es decir,_los
o,—0,

planos donde la tensién de corte o tangencial lesseudenominan planos principales




Para obtener los planos en que se produce la mdeim#n de corte, se impone

dr
la condicic’md—Xy =0, que implica
o

(8)

La expresion anterior tiene dos raices que defiden planos mutuamente
perpendiculares donde las tensiones de corte satef)

Se observa que los valores de tanue determinan los planos de
maxima/minima tension normal y maxima tensién degeceon reciprocos negativos.
Por lo tanto, las raices de la variableed® las dos ecuaciones anteriormente

mencionadas (Ecs. 7 y 8) difieren enyd6s planos correspondientes en @5g. 3).
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Fig. 3. Planos principales y de maxima tensionatéec

B- Funciones angulares para tensiones principales

La tensidbn normal maximac{) y minima () esta dada por la geometria

presentada en la Fig. 4 (condicion de planos prales) y las Ec. 6

2
(GX’ )max,min - 61,2 - GX ;Gy * \/[GX ;Gy} + (TX)')2 (9)
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Fig. 4. Tensiones principales

De forma similar se pueden encontrar las funciarmgilares para la maxima

tension de corte. La tension de corte maxima ymdrésta dada por

O =2 5% e w0

La tensién de corte maxima difiere de la tensiéncdrte minima sélo en el
signo. Como ya fue establecido, estas tensionesrefe’as” actian en planos

mutuamente perpendiculares.

C- Interpretacion Grafica de las Ecuaciones de Trasformacion de Tensiones:
Circulo de Mohr

Reescribiendo las ecuaciones de transformaciéardsones, Ec. 6, se obtienen

las siguientes expresiones

o,to, Oy, —0y )
o, - = cos2x +7,, Sin 2« (11a)
X 2 2
O, =0, .
Ty = — Sin2«a +7,, COS2x (11b)



Ambas ecuaciones se eleven al cuadrado y luego reansuresultando la

expresion siguiente

o (252 e P (252 ey @

En un problema de tensiones dado, las variablesy, yzny son conocidas,

siendoany Tey incognitas. Entonces, la Ec. 12 puede ser reasmino sigue

(GX, - a)2 + (z'x,y,)z =b? (13)

La Ec. 13 representa la ecuacion analitica dengnlo de radid con centro en
(0, a) (Fig. 5).
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Fig. 5. Circulo de Mohr para un estado de tensiptess



D- Estado Tridimensional de Tensiones: Circulo de hr
Considerar un soélido tridimensional sometido a wtado de tensiones

principales, tal como se muestra en la Fig. 6.
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Fig. 6. Estado tridimensional de tensiones

El sélido de la Fig. 6 se rota en torno al ejegpalc. Las tensiones de corte
asociadas al plano definido pot, siguen siendo cero. La correspondiente
transformacion de tensiones ocurre en los planfisidies por los vectorea y b. Esta
transformacion de tensiones puede ser analizada @nfuese una transformaciéon

plana de tensiones.

Fig. 7. Representacion de un estado tridimensidaa¢nsiones



Comentarios sobre Fig. 7.

Circulo de diametro AB determina las tensiones atemy de tangenciales (corte)
debido a una rotacién en torno al eje

Similarmente, circulos de diametro CB y CA se upara obtener las tensiones
resultantes (normales y tangenciales) en el sdl&ndo a rotaciones en torno a los
ejesa y b respectivamente.

El andlisis efectuado en base a la Fig. 7, sedmssiderando los ejes principales (
b y c). Cualquier otra transformacién inducira tensiogas se representan en un

punto del &rea achurada.



