Elementos Uniaxiales Sometidos a Flexidon

1. Introduccién

Las vigas son elementos que se cargan predomnente en flexion. Aunque
algunas vigas estan sometidas a flexion pura, lorfease somete en combinacién con
cargas cortantes, axiales y de torsién. En la Fige presentan ejemplos de los diferentes

tipos de carga.

MZ I\/IZ

’ P ’ P
P y l y i " y l y "
DA — R (A
Z/ ©) ' Z/ (d) X

Fig. 1. Diferentes tipos de cargas de vigas. (a)exion pura; (b) Corte y flexion;
(c) Corte carga axial y flexion; (d) Corte, flexiony torsion.

En el caso de flexion pura (Fig. 1a), la cargaregtejue actia sobre el elemento
consiste en un momento de flexion. Si la linea pasa por el centroide de todas las
secciones transversales del elemento (eje longdi)dse escoge como eje x, la flexion
puede consistir en un momerit con respecto al efeo un momentdvl, con respecto al
ajey. Los esfuerzos internos desarrollados tambiémsmmentos de flexion. Si se aplica
una carga verticdPy, como se indica en la Fig. 1b, los esfuerzos inenesultantes son
fuerzas cortantes internag, y momentos de de flexioM,. Enunciados similares pueden
establecerse para las condiciones de carga mastadas Figs. 1c y 1d.

Cuando los elementos sometidos predominantemectrga axial, es decir, las

columnas, se someten también a momentos de fledésos se denominaigas columnas.



2. Hipotesis Basicas

En esta seccion se trata la teoria clasica de Miglasomo se aplica a vigas rectas de
seccion transversal constante (vigas prismati€asgsta teoria se supone que los
momentos de flexién aplicados, actian en un pdigngimetria, que para propésito de

nuestro estudio, se considera vertical, tal comadiea en la Fig. 2a.

2.1 Hipdtesis de Deformacion y Movimiento

En esta seccion se estudian las hipotesis adoptqukasse relacionan con la
deformacién del elemento-viga. Se asume que elpouse desplaza-deforma de una
manera muy particular, hipotesis que debe serivadif, ya sea por la observacion del
comportamiento real del elemento o por la evaluacide las consecuencias asociadas al

imponer ciertas restricciones con una teoriangui@s considera (teoria tridimensional).

2.1.1 Relacion entre Deflexiones, Rotaciones y Catura

Considerar un elemento prisméatico sometido a tadesle cargas de flexion pura,
cuyo eje vertical de la seccién transversal edegmetria. La linea o eje que pasa por los
centroides (centro de gravedad) de las secciomesviersales es considerado como eje del

elemento (Fig. 2).

(a) (b)
y V(X) Eje de la vige
deformado angente en x
s —% 0(x)
%Z : ] Eje de la vige
l V(X) no deformado
v | |
centroide | | X

s = distancia a lo largo del €
deformado de la viga

Fig. 2. Relacion deflexion-rotacion de una viga sostida a flexion



En la Fig. 2b, se tiene quéx) es la deflexion de la viga en la posicion 6(x) es la
rotacion de la curva tangente al eje de la vigalaeposicionx (en radianes). De la

geometria del eje de la viga deformado, se obtiene

~ 6 ¢ pequenio) (2)

Considerar una longitud infinitesimal del eje @eviga deformado, tal como se

muestra en la Fig. 3.
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Fig. 3. Longitud infinitesimal de elemento deformad por flexion
De la Fig. 3 se tiene que el radio de curvagyran cualquier punto del eje de la

viga, puede ser interpretado como el radio delutdrcue es tangente al eje de la viga

deformado en el punta De la geometria de la Fig. 3, se tienen las eigas relaciones

ds = pdé 2a)
p=-9 (2b)
p ds

Para pequenfos valores@ese cumpleals =dx, entonces



_do

?=

(2c)

La variable ¢, que se denomina curvaturapresenta la razén de cambio de la

rotacion a lo largo de la viga (rad/longitud). Conamdo las Ecs. (1) y (2¢), se obtiene

_dAv(x)
dx?

¢ (2d)

2.1.2 Secciones Planas Permanecen Planas

El elemento sometido a momentos de igual magnMjdactuandacon respecto al
eje z, se flexiona y los planos inicialmente perpendiced al eje de la viga rotan
ligeramente. Sin embargo, las lineas ac y bd alextinse en a'c’ y b’d’ respectivamente,
permanecen rectas, tal como lo muestran las Fagg 4.

Vna : distancia desde eje neutro

N \o¥
(d0/2)Yea || s N1 (d62)yna
yna dg/z 7 ....... \‘_ d0/2
T35 77 « H
/| & “™_Eje neutro
—>

Fig. 4. Elemento sometido a flexion pura



Una seccion que es plana y normal al eje de la dgtes de deformarse,
permanecera plana y normal al eje de la viga despué la viga es deformada (Hipétesis
de Bernoulli-Euler), tal como se muestra en la #q.

La longitud de la fibra gh mostrada en la Fig.de se localiza sobre un radio~

y), puede calculare como:

ds' = (p - vy )do 3aj
ds' —ds = (p - y,, )dO — pd@ (3b)
du =ds -ds =-y,_dé@ (3¢)
du _ - ynade (3d)
ds ds

Asumiendo que las deformaciones son pequefiagnsequels = dx, por lo que Ec.

(3d) puede rescribirse como

du - Y..d6
dx dx

= - yna¢ (39)

donde el valor de la variabjg. se mide desdd eje neutro, que es el lugar geométrico de
las fibras que componen la seccion transversahqueambian su longitud debido al efecto
de la curvaturas. El términodu/dx en la Ec. (3e), representa la deformacién longiald

unitariaex, por lo que la relacion deformacion unitaria-ctmva es de la forma siguiente

gx:_yna¢ (3f)

De la Ec. (3f) se establece que la deformaciotadailongitudinal de un elemento

deformado por flexionyvaria linealmente a lo largo de la altura de la sein

transversal del elemento



2.2 Ley Constitutiva

Se considera que el material de la viga se comgoralmente, es decir, las
tensiones son directamente proporcionales a lagrda€iones unitarias de acuerdo a la
Ley de Hooke. De acuerdo a lo deducido en la 8ec2il, en que se establecié que la
deformacién normal (longitudinal) unitaria variadalmente a lo largo de la altura de la
seccion transversal del elemento, las tensionesales también varian linealmente con la

altura de la seccion transversal del elemento.

2.3 Equilibrio

Una viga debe cumplir los mismos requerimientogqiglibrio que cualquier otro
cuerpo. El concepto que distingue a una viga demedio continuo es edsfuerzo
resultante (elemento uniaxial). El esfuerzo resultante regmmes el efecto total de todas las
tensiones que actian sobre la seccion transversaiiga.

Considerar la seccion transversal de un elemeg#omostrada en la Fig. 5. El eje z
es eje principal de inercia, por lo que la tensibrmal o« es sdlo funcién de la variable y,

es decir, para un valor gdijo, el valor decy, en el ancho de la seccién, es constante.

y Eje z es eje principal de iner
ox=1(y); ox#1(2)

o x €s constante en el ancho de la
seccion
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Fig. 5. Seccion transversal de un elemento-viga



Por hipotesis se tiene que el elemento-viga sdééosesnetido a un par de momentos
de flexion, por lo que la carga axial (normBl)sobre la seccién transversal es cero. El
esfuerzo resultante axibll y el momento resultantd, se calculan como la integral de las
tensiones normales y el primer momento de las deasi normales sobre la seccion

transversal, respectivamente. De esta maneranen ti@s siguientes expresiones

N:jadi:P:o (4)
A

M = -[(o,dA)y = - yo,dA (5)

dondey se mide desde el centroide de la seccion. Paaselde® = 0, la variabley puede
ser medida desde cualquier eje y el valor corrdetanomento de flexioM sera obtenido.
Sin embargo, para el caso en qug ®(carga axial neta diferente de cero en la seyd@
variabley debe ser medida desde el centroide la seccidndouse calcula la integral que

define el momento de flexiad (Ec. (5)).

3. Comportamiento Elastico de la Seccién Transverka

Para un elemento-viga con comportamiento linebihdgerial que lo forma que es
sometido a flexién pura, se determin6 que tantaldédsrmaciones normales unitarias como
las tensiones normales varian linealmente con tl&raalo profundidad de la seccion
transversal del elemento (Secciones 2.1.2 y 2sperivamente). Ademas, se definié como
eje neutro al lugar geométrico de las fibras quecambian su longitud debido a la
curvatura de la seccién transversal. Por lo tdatdistribucion de deformaciones unitarias
y tensiones normales en la seccién transversahddemento viga de material homogéneo

esta representado en la Fig. 6.
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Fig. 6. Distribucién de deformaciones y tensionesormales en la seccio!
transversal de una viga debido a un momento flector

La notacién usada en la Fig. 6, se describe aragattion:
y = distancia medida desde el centroide de la seccio
Vna = distancia medida desde el eje neuts) (
ex=Yma ¢ (Secciones permanecen planas)
o = Ee (material homogéneo y elastico-lineal)
c=EYm¢
La Ec. (4) plantea que la resultante del esfuaxza debe ser cero para el caso de
flexion pura. Rescribiendo dicha ecuacion se topre

P=[o,dA= [(Ey,$WA=Eg[y,dA=0 (6a)

[ VadA=0 (6b)
A

La Ec. (6b) se cumple siy solo si, el eje neatimcide con el eje del centroide de
un elemento de material lineal y homogérfeor. lo tanto, el eje neutro se localiza en el
centroide de la seccion transversal homogénea parl caso del comportamiento

elastico. La condicion de P = 0 siempre_estable&® condicién para ubicar el eje

neutro. Para el caso de comportamiento elastico, las blesay e y,, pueden ser
intercambiables.



Para calcular el momento de flexion en una secdiinelemento viga material
homogéneo y lineal-elastico se utilizan la Ec. (b8 notacion utilizada en la Fig. 6. Por lo

tanto, se obtiene lo siguiente

M =] yo,dA= [ y(EygJA=E4| ydA (72)

A

I, = [y’dA bj7
A

donde I, es el momento de inercia del eje z-z en torno ealtroide de la seccién
transversal. Por lo tanto, la relacién entre el motm flector y la curvatura de la seccion

transversal esta dada por
M =Egdl (7¢)

dondeM es el momento flector en torno al eje z-z. Comtmliealas Ecs. (3f) y (7¢c), se

obtiene

M =Egdl, = E(ijlzz = E( Ix ]lz _ 9z (8a)

Mgy bis

donde la Ec. (8b) se conoce comaoférmula de Navier. Al revisar esta férmula, se
obtiene que las tensiones normales maximas seroésar en los puntos mas alejados del
eje en torno al cual gira la seccién transversal.

Si se defin€ = lymal, la maxima tension normal esta dada por

(0 =12 ©

zz



El caso de flexion anteriormente estudiado cooedp al caso déexion recta.
Esta flexion se produce cuando el plano de curaataincide con el plano de cargas. Se

define a la razén\V, = 1,/y como médulo elastico de la seccion, entonces

|(0x)max| = (VI\\//I)ZZ (20)

z

Considerar el caso de una seccion transversataaidj tal como lo muestra la Fig.
7a. Aplicando las ecuaciones de la estatica exedaion transversal, se pueden obtener
expresiones para los momentos de flexry M.. De esta manera se obtiene (Fig. 7b)

M, = j zo, dA (11a)
A
M, = —j yo dA (11b)
A
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Fig. 7. (a) Seccion transversal arbitraria; (b) Elenento diferencial sometido &
flexion pura en torno a eje y-y.
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Suponiendo que la flexién se produce en torngeat€ (Fig. 7a), la Ec (11) puede

rescribirse de la siguiente manera

M, =— j (Egy)zdA )2

A

M, = [(Egy)ydA t2

En el caso de tener una flexion recta, la distifhude esfuerzos no causa momento

en torno al ejg, entonces de la Ec. (12a), considerando un mbleniaogéneo, se obtiene

M, =- j (Egy)zdA = —E¢ j yzdA=0 (13a)

A

j yzdA=0 (13b)
A

La Ec. (13b) indica que el producto de inercia mEBpecto a los ejegsey debe ser

igual a cero. Esta condicién se satisface solodmérs ejexz ey sonejes principales de

inercia. Por lo tanto, para que se produzca una flexiétaréasta que el plano de cargas

contenga a uno de los ejes principales de ineecla deccién transversal.

4. Concentracion de Tensiones

La teoria de la flexiébn desarrollada en las sewdoprecedentes se aplica sélo a
vigas de seccion transversal constante, es dégas prismaticas. Si la seccion transversal
de la viga varia gradualmente, no tiene ningunaide®n significativa del patron de
tensiones visto con anterioridad. Sin embargo xisiten muescas, ranuras, agujeros para
pernos o cambios bruscos en la seccién transveesgkesentaraaltas tensiones locales
Esta situacion es analoga a la estudiada con arded para miembros cargados
axialmente.

Como en los otros casos analizados, sélo las mimpes geométricas del miembro
afectan el patron de las tensiones locales. Adead@® el interés es por lo general en la

tension maxima, los factores de concentracion desidees pueden usarse
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convenientemente. La razén K de la tensiéon maxmah a la tensibn maxima nominal,
dada por la Ec. (10), se define como el factoraeentracion de tensiones en flexion. Este

concepto se ilustra en la Fig. 8.

~=— (Tmsx) NOMIinal = A_’;E

Tmax real

Fig. 8. Significado del factor de concentracion densiones en flexion.

Por consiguiente, en general

(Cra)eg = K—2 (14)

donde la tension maxima nominal (Ec. (10)) se d¢alpara el menor ancho de la barra.

La Fig. 9 muestra graficas de factores de conmeiotmes para dos casos
representativas. Estos graficos fueron presentadosFrocht (1935), quien utilizé el
método de fotoelasticidad para la obtencion desédiin estudio de estas gréaficas, indica la
conveniencia de usar filetes de buen tamafo pahcirelas concentraciones locales de
tensiones.

La aplicacion de los factores de concentraciotedsiones se limita al caso en que
el material se comporte elasticamente. El compaetatm inelastico del material tiende a

reducir estos factores.
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Fig. 9. Factores de concentracion de tensiones pafa) barras planas cor
diversos filetes; (b) barras planas con ranuras.

5. Energia de Deformacion: Efecto Momento Flector

Considerar un sélido tridimensional de materialedil-elastico en estado de
equilibrio ante la accion de cargas exterfasEl solido puede considerarse como un
conjunto de elementos (cubos) infinitesimales s@osta un estado particular de tension,

tal como se muestra en la Fig. 10.
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Fig. 10. Solido deformable en equilibrio
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El incremento de la energia de deformaabhpara un elemento infinitesimal de
volumendV, puede escribirse de la siguiente forma

dU = % [Gxgx + Gygy + GZEZ + Txy7/><y + Tyzj/yz + TXZ]/XZ hv (15)

Integrando el incremento de la energia de defadnatl), sobre el volumen del
solidoV, se obtiene la energia total de de formatidel sistema. La expresion final de la

energia de deformacidn del sistema es de la forma
U=108+08+08+‘[7/ + 7,7+ TV AV (16
2 LxEx yey %z Xy’ xy yz/ yz xz/ xz
\Y

Para el caso particular de un elemento sometitixian en torno al eje, la tension
normal en un elemento de ama ubicado a una distanciadel eje neutro estd dada por
(formula de Navier)

o, =——2=2= a7)
La deformacion unitaria asociada a la tensipasta dada por (Ley de Hooke)
g =Ox__M.y (18)

Basandose en la Ec. (16) y s6lo consideramdelemento sometido a flexion
pura, la energia total de deformacldmesta dada por

1M2y? o 1cM2 o,
U==[—=2Ldv==[Zzd[y%dA 19a
2! El 2 2le|§ {y (192)
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