Guia de Problemas Control #3

1.- Nos proponemos determinar € potencia e éctrico de todos 0s puntos ddl espacio ubicados a una distancia
“r" de un punto fijo. Para éllo debemos resolver |a ecuacion en derivadas parciales siguiente:

N2Y =0  (*)
_feY L Ty 1Y
ﬂXZ ﬂyz ﬂzz

donde  N?2?Y

Consdere & cambio de variables a coordenadas esféricas:
X = rsenq cosf
y = rsengsenf
Z=rcosq
a) Demuestre que (*) bajo € cambio de variables se transforma en:

1 e Tee,TYo, T TYs, 1 T2YU

&enq—cr - —++—c¢Sen -+ 1=0
eng & E o 198 Na s senq Tf 2
b) Supongaque d potencid sdlo depende de la distanciad origen del sistema de coordenadas, es decir,

Y (r.af)=V(r)
i) Determine la ecuacion que permite calcular € potencia V( r ).
i) Cdcule lasolucion generd parad potencia eéctrico, resolviendo laecuacion obtenidaen

i).
2.- Suponga que se desea minimizar la siguiente funcién objetivo:

N2Y =

fO)=x"+(y-2)°*+2°
sa.

X>+y*-1=0
x*+2z?-1=0

i) Interprete geométricamente este problema. (2 ptos.)
i) Resudvdo (encuentre d minimo)



3-Sea ! R*® R declase CZ(RZ) . Se considera la ecuacion en derivadas parciaes.
2 2 2
P 1f P

w0 ey Cyr 0 ©
. X0 aau=X+yo
j ‘R®® R *® < | |
a) Sea gyg gv — oy + Vo un cambio de variables.

Muestre quelafuncion J - R*® R definidapor 9(u, V) = (f oj _1)(U,V) esté bien definida

. 1f qif
f(x,y)=(go , — (X — (X,
b) Usando que (X, Y) =(dej )X, Y) cdaue ﬂX( y) ﬂy( y)
1 f M f 1°f
X, X, X,
¢) Cdcule 0 (X, Y) q xﬂy( y) Ve (X, y)

d) Muestreque

2 2 2 2
ﬂl‘_sﬂf+2ﬂ:=_ﬂ9=0
X ™y Ty Tufv

&) Sebiendo que  conjunto defuncionesde R° ® R que cumple

1°9
Tufv
s{g:R2® R/g(uv) = Y, () +Y, W)} con{Y,),Y,(v):R® R C?]

(uv)=0  "(@uwi R

Encuentre una expresion parala solucion generd de (1) > T (X, Y) entéminosde Y.yY,.
f) Encuentre una solucion particular cuaquiera, que no sealafuncion nulani un polinomio.
4.- Resudvad problema
Max.sen(x/2)sen(y/2)sen(z/ 2) sujetoa: x+y+z=p.
5.- Conddere d siguiente problema de optimizacion:

P) Max x+2y
sa (x T Q
donde Q1 R? estadefinido por:
{(x,y)T R*/[- 2Xx+YE2X+YET-Xx+Yy£32x+y£1Lx3 Oy 3 O}

Resudva gréficamente € problema P) en términos de las curvas de nivel y d gradiente. Justifique
detdladamente!!



6.- Sea Qunamatrizaméricadenxn. Condgderelafuncion f : R" ® R definidapor:
f (X) =< Qx, X > (producto punto).
)) Demuestreque f admiteun minimo x* sobre la esfera de radio unitario y que setiene Qx” =1 X’
paradgin | red.
i) Considere ahorael minimode f , X~ sobre la parte de laesfera unitariaortogona a X delaparte
i). Demuestre que existeunescalar mtalque Qx =X y | <m.

7.- Congdere d siguiente problema de optimizacion:

Min x>+ +..+X
sa X X,Xg...X, =1
x>0 i=1..,n

a) Resuevaeste problema. Judtifique sus pasos.
b) Used resultado de la parte a) para probar que:

S a,a,,..,a, >0 entonces.

un ~1d
(2..-3)" £-a a

i=1

Interprete & resultado.

8.-
ad Determinelos méximos, minimosy puntos sllade la siguiente funcion:
f — v2 + 2 + l
(X’ y) - X y X2 y2

b) Determinelarectanorma alasuperficie deecuacion 3x + y? - z> =0 end punto (3,0,3). ¢En qué otro

punto la rectaintersecta ala superficie?

¢) Encuentrelagproximacion lined de f (x,y) = (20- x* - 7y?)”? entornoa(2,1) y Usdaparaaproximar €
vaor de f (1.951.08)

9.- Sea F: R® R unafunciéndedase C*(R). Sedefine f : R* ® R por:
t(xy) = F&2 sepide
EXg
i) Cdcular Df .

i) Determine todaslasfunciones F : R® R tdesque
Df =0, F(0)=0, F(1 =1.



10.- Seanj ,y : R® R dosfunciones arbitrarias de Clase C*(R).

Seddfine z(x,y) =X & +y &9 cCaaular d valor delasiguiente expresion:
exg exg
2 2 2
E:xz.”—zz+2xyﬂ z +y2ﬂ—22.
ix ixTy Ty

11.-
a) Encuentre las dimensiones de la cga rectangular de mayor volumen, inscrito en € dipsoide de ecuacion

2 2 2 _
9x% 436y +42° = 3% y ¢ y0slados son paralelos alos ejes coordenados (ver figura)

b) Conddered problemade maximizar y minimizar lafuncion:

f(xy)=x"- y*(1+x°)
jeto alaredtriccion x? +y* =4
i)  Exigesolucion en cada caso?. Judtifique
i) Resudva
i)  Visudizar geoméricamente.
12.- Demuedstre que en un tridngulo de vértices A B y C, hay un punto P (interior) td que la disancia
AP*+BP° +CP’ es minima, donde P es lainterseccidn de las medianas.

13.- Supongaque lafuncion f satisface f (tx,ty) =t" f (X, y) paratodot, donde n esun entero positivoy f es
declase C*(R?)

Verifique que lafuncion satisface xg—f + yg—f =nf(xy)
x Ty

14.- Sean f,g:R® R funcionesdedase C*(R).
Sea F(x,y) = f(x+9(y)).
F 1°F _9F T°F

Cdcule NF (x, y) y probar que
Ty Ty ™




15.- Una empresa desea abastecer de un cierto producto, ados ciudades A y B, distantes a 100 Km. entre si.
Paradlo ingtdara una fébrica en aguin punto entre ellas. Supongamos que Pa y Ps son los precios unitarios del
producto en A y B, ademas ga y (s 0N las cantidades que se venden en A y B respectivamente, en un mes.

Es claro que, s més unidades se desean vender € precio debe ser menor, luego a medida que ga crece, Pa
decrece. (idem paragg y Ps)

Un estudio econométrico permitio determinar la ecuacion de demanda en ambas Situaciones
P, =5000- 2q, P, =5250- 3q,
Ademés un estudio de costo permitid establecer que @ costo de producir g unidades es.

C(q) = 2000q +g*
Por Ultimo, s lafébricase stllaaz km. de A € costo de transporte de ga unidades hacia A y gs unidades hacia
B es
T(qA’qB ) Z) = 4ZqA + 5(100' Z)qB

Determine da , gs, Pa , Psy Z de modo de maximizar |os beneficios de la empresa en un mes.

16.- Sean |, w, h lalongitud, ancho y dto de una cga, que varian con € tiempo. En cierto indante las

dimensonesson | =1Imt.y w=h=2mt.Por otro lado | y w crecen aunatasade 2m/s, mientras h decrece a
una tasa de 3m/s. Se pide determinar, en dicho instante, |as tasas de variacion de:

) B volumen.
i) Lasupefice
iii) Lalongitud de ladiagond

17.- Determine s existen méximos y minimaos de la sguiente funcidn en d dominio que seindica

_ w2 _ ygy2\U2 R
a(x,y) = x(A- X7 - y7) sobre D | R?, definido por:
y

(x,y)T R¥*tdquex*+y*£1, y>0y (x,y) ! (0,0

18.- En unafébrica, la produccion Q es funcion del capita invertido Cy delacantidad detrabgjo T. S € precio
del trabgjo esp, € dd capital gy lacompafia solamente puede gastar A pesos. ¢Cua esla cantidad de capitd y
de trabgjo que maximizala produccion? Aplicar su resultado anterior d modelo de Cobb-Douglas, parad cud

lafuncion de producciones Q(C,T)=bC*T*?*,con b>0y O<a <1.



19.- Una empresa minera posee m yacimientos. El minerd extraido de cada uno de dlos tiene n posibles puertos
de embarque.

Se sabe que & costo de transportar unatonelada desde e yacimiento i(LE£ i £ m) d puerto j(1£ jEn)esc ;.

El yaodmiento i produce mensudmente a lo més s tondadas. Esta empresa debe embarcar mensualmente por
el puerto | lacantidad dealo menos F; toneladas. Todo lo producido se embarca.

Formule € problema de optimizacion que permita cacular las cantidades de minerdes a transportar desde cada
yacimiento alos digtintos puertos de tal manera de minimizar € costo de trangporte en € mes.

20.- Resudvagréficamente d sguiente problema de optimizacion:
Max 2X, - X +X,

sa X, +X,£3
3X, - 2X, £6
X, % 30

21.- Encuentre laminima distanciaen R entre |as dos figuras de ecuacion:
x?+2y* =1 X+y=4
llustre gréficamente y compruebe sus resultados.

22.-Sea f : Wi R? ® R? unafuncion dedase C?(W), definida por:

a8I(X, ¥)0

Ry

Sean ademés | os conjuntos:

A={(x,y)T W/u(x,y) =c,} (curvadenivel de u).

B={(x,y)T W/v(x,y)=c,} (curvadenive dev).

Probar ques (x,,Y,)T AC B estd que %(Xo' Vo)t 0y E—U(Xm Y,) 1 0,ys ademés
X y

Ju_Iv y Ju__ Iv sobre W., entonces las curvas de nivel de u y v son ortogonalesen (x,, Y, ).

ix Ty fy T

23.- Sea f:R* ® R declase C?*(R?). Condderelasiguiente ecuacion en derivadas parciaes:

7f _19°f
ﬂXZ _v ﬂtZ (1)

Nos proponemos determinar todas las soluciones de la ecuacion (1), mediante € procedimiento sguiente:




2 2 abl = X+Vt0
a Seaf :R"® R uncaﬂblodevandoleda‘lnldoporg ®g

g W= X- Vtg
Muestrequelafuncion g: R*® R definidapor g(u,w) =(f of "*)(u,w) estdbien definiday que es
declase C*(R?). (1 punto)

b) Usando @ hechoque f (x,t) =(gof)(xt) demuestre que laecuacion (1) setransformaen:
ﬁ(u,W)=0 @ " (u,w)1 R?
Tufw
(2,5 puntos)
c) Determine lasolucion generd delaecuacion (2) y deduzca unaexpresion generd para f (x,t)
(solucidn delaecuacion 1 ). Encuentre una solucion particular paraf que no sealafuncion nula, ni un
polinomio. (2,5 puntos)

24.- Sean HRI®R una gplicacion dos veces diferenciable y TR ®R unaaplicacion
..... y® f(y) e X® T(X) =Tx

linedl.
Sedefine F(X)=f oT(X)
a) Demuestre que:
T°F(X) _ é” é” T f (M)
Ik ij
™Ax  ma Ty,
EnqueT :(le)lnk:leslamatriz representante de T respecto alabase candnica.

b) S T es unatransformacion ortonormal, esdecir, T-* =T", demuestre que

¢ T'F(x) _ 8 1°f(Tx)
Jazl ﬂsz |a:1 ﬂY,Z

¢) S T esunatransformacion de Lorentz, esdecir, T = ST'S  donde:

g 0 . O 0 Ou
& a
& 10 0 OL'J
& 010 04
é U
S= (Sq)kJl e 0 . .l:Infllas
0 o .u
D0 . .01 0§
© 0 0 0 -4

n.columnas



Demuedtre que:
g & T°F(X) _4& & . T°f(TX)
ddSio caAdadX o
=1j=1 0 XX T Ty Ty,
Puede serle ttil (no lo demuestre):

a) SiT esunatransformacion de Lorentz, entonces T es una transformacion de Lorentz.

b) S? =1 (matriz Identidad)

25.- Encontrar las dimensiones del para e epipedo de base rectangular (con aristas pardelasalos ges

coordenados) de maximo volumen que puede ser contenido en un €lipsoide de revolucion macizo de ecuacion:
2 2 2
XY Lz - 1 a>b
a> b> ¢
26.- Construya una aproximacion polinomia de segundo orden en torno a (0,0) paralafuncion j :R* ® R

definida por:

2\1/2
)
27.- Paalasgguientesfunciones:

1/2

fxy) =L X - Y 7 wbre D={(x,y)1 R?/x* +y? £1,(x,y)* (00)}

X +y?
y
w2 _ y2\U2 ~
a(x, y)=x(1 XY soire D={(x.y)1 R2/x* +y?£1,y>0,(x,y)* (00)}
i) Determine 9 exisen maximos y/o minimos de estas funciones en los dominios que seindican. (5
ptos)

i) Determine S os dominios son convexos, cerrados, abiertos y/o acotados.

28.- Reolver lasiguiente ecuacion diferencid:

Tt e I8

2X—+ X

=2x?
Ty %y Y

con las condiciones de borde:
E (01) =cosy f (x,0) = 2x
Ty



29.- Una de las primeras y quizés mas ampliamente conocida de las leyes de Newton es la fanosa Ley de
Gravitacion Universd.

Laley dice que S tenemos 2 particulas, unade masa m en x y otrade masa M en vy, la fuerza que actla
sobre laparticulaen x es:

F=- gﬂ(x- ) con g: Congante de Gravitacion Universa

Ix-yI;

A S X(t) eslaposicidon en d espacio de una particula de
masa m que s mueve bgo la accion de la fuerza
gravitatoria, debidaaunamasaM fijaend origen.

(xy) )
Pruebe que la Energia
m mM
E®Q) =—Ix®I" -9
X
> 2 [ x|l

es conservada, es decir, E'(t) =0

Indicacion: - UselasegundaLey de Newton F = mx'

- Ix =< % x>

30.- Consdere una empresa que tiene por insumos capital (K) y trabgjo (L). Suponga que la empresa tiene una
funcion de produccion Q = f( K, L) y qued precio delaunidad de trabgjo y capital esw y r respectivamente.
i) Formule € problema de minimizar d costo de produccion y encuentre la expreson generd que lo
resuelve.
i) Resuelva este problema para d caso en que:

Q= f(K,L) =2K"? "2 r=2 w=8 vy sedeseaproducir 8 unidades.

31-Sean f:R*® Ry g:R® R funcionesdedase C*.Sedefine F(X) = f (X, g(X)).
a) Cdcule F(X) y F(X).

2 2
b) S f veifica la ecuacion de Laplace l z +11TT I =0, esconvexay S ges un polinomio ménico de
X y

primer grado, calcule F(X). aplicando laformula obtenida en a).

32.- Determine la naturdeza de |os puntos criticos paralas siguientes funciones:

a) f (X, Y) = x2y3(6_ X - y) b) f (X, y) — (Xz + yz)e_(xz+yz)
0 Texy)=x-(y-D7 A Fy)=xH(y- D’
50, 20

e) fy)=x>-xy+y?-2x+y f) f(x,y)=xy+—+— (x>0,y>0)
X oy



