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Control 2

P1. Sea f:R? — R la funcién definida por:

P2.

o Top

-

sen(zy) .
f(fv,y)Z{ E

Y siz=20

Estudie la continuidad de f en R2.

Encuentre las derivadas parciales de f y estudie su continuidad en R2.
Estudie la diferenciabilidad de f en R2

Encuentre la ecuacién del plano tangente a f en el punto (m,1,0).

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva de nivel 0 en el punto
(m, 1).

Sea g : R™ — R definida por g(z) = ””;,;, donde A es una matriz simétrica

de coeficientes reales de n x n. Si x verifica Vg(xy) = 0, demuestre que
Azg = g(xg)xo. Interprete. ;Qué sucede si A no es simétrica?

2 42
emt

t

dt.

Sea I : [1,00) — R definida por F(z) = /

i. Encuentre F'(x).
ii. Claramente F'(x) > 0, Vx > 1. Explique por qué F' estd acotada en

[1,00).
Indicacion:
v e—wt2
» Considere G(u,v,w) :/ ; dt.



= Asuma que se cumplen las hipdtesis para aplicar regla de Leibniz:

Si ¢ / f(x,t)dt con ¢ : R — Ry f: R"™ — R entonces
" of
2= o (z,t)dt.

P3. Sea f : R" — R diferenciable. Suponga que se tiene la Relacién de Euler:
(x,Vf(x))=rf(x) VreR"rekR.
Se pide:

=rf(te) VteR.

a. Muestre que tz 0:)3~(

b. Calcule 4 (f(m) ) .

t'r
c. Concluya que f(tx) =t"f(z) VteR,VreR" reR.
Por otro lado, si f cumple (c) se dice homogénea de grado r. Pruebe que
bajo esa condicion se cumple la relacion de Euler.

d. Sean f y g dos funciones reales de variable real, derivables en R. Se define
la funcién:

ay) =y f () + o)

Calcule

ar Yoy
e. Sea la funcion
3 2 22
(zy + 2?7
Calcule
f af
01' 0y

3 horas.



Pauta.

P1. a. Six #0, f es continua por algebra de funciones continuas. Para x = 0 se

tiene que
liy ) =l =
sin(x
— ylim 22
z—0 Ty
=Y
= f(0,y)

por lo tanto es continua Vo € R2.
b. Se tiene, z # 0

a—f(:c,y) _wy cos(xyiz— sin(zy)

a—(x, y) = cos(xy)

Ademas,

ar 0y = Jim h

sin(hy)
1w Y
= lim <
o h
- sin(hy) — hy
=

2 —
_ Y ym cos(hy) — 1

2 h—0 h,y

=0
_ oy Wt~y
h—0 h
= 1

Con lo cual

g(z y) _ xycos(xi)z—sin(xy) siz 7& 0
du ™’ 0 siz=0



g(m,y) _ {cos(xy) six#0

oy 1 siz=0
Ademas
. Of ., xycos(zy) — sin(zy)
i%%(zvy) - }EIL% 72
— Y cos(zy) — zy*sen(zy) — y cos(xy)
z—0 2x
— lim —y?sen(xy)
z—0 2
=0
0
= 8_f(0’ y) por lo tanto continua.
x
0
li 2 (2,) = lim cos(ay)
=1
0
= 8_f(0’ y)  por lo tanto continua.
Y

c. Dado que las derivadas parciales de f son continuas en R2?, se concluye
que f es diferenciable en R?.

d. Sabemos que

(r,y,2) € Gy & f(z,y) =z,
< f(x,y) — 2z =0, definiendo F(x,y,z2) = f(z,y) — 2,
& F(x,y,2z)=0
& (x,y,2) € SoF
con lo cual un punto del grafo de f corresponde a un punto de la superficie

de nivel de F'. Asi, un vector normal al grafo correspondera a un vector
normal a la superficie de nivel. Sabemos que el gradiente es un vector



ortogonal a la superficie de nivel, con lo cual, debemos calcular:

oF
VF@y) = | &
2]
9z
xy cos(xy)—sin(xy)
22
= cos(zy)
—1
1
VE(r,0,1) = [ -1
—1

de donde, la ecuacién del plano tangente viene dada por

1

r—T7 —
<x—xo,n>:0(:)< y—1 1,1 -1 >:0
z—0 —1

e. Analogamente, un vector normal a la superficie de nivel de f serd el gra-
diente. Con esto, la ecuacion de la recta tangente a la curva de nivel sera:

(x—xo,n>:0®<(z:7{),(:% )>:0

V() — v(m’Ax)

r'x
¢’V (' Ax) — 2’ AxV (2' )
(x'z)?
rr(A+ Az — o' Ax2z
(x'x)?
'rAr — 2’ Axx
(x'z)?
xyroAxy — x4 AT
(zhz0)?
ryroAzg — xyAzoTe = 0

ALE‘O =

P2. a. Se tiene

Vg(a:o) =0

xy Az

/ Lo

Az = 9(930)370



Con lo cual, los puntos crficos de la funcién g (donde su gradiente se anula)
son vectores propios de la matriz A, con valor propio asociado g(z). Si la
matriz no fuese simétrica, xy corresponde a un vector propio de la matriz
A+ A’y valor propio 2g(zo).

b. Se tiene
F(r) = G(z,2% )

0Gou  0Gov  0G o
Oudxr Ovdx Ow Ox

2 —xt2? x? —xt?
e 0 e
= — + 2 + — dt
t t /x or ¢
t=x t=a2
e e @ 2
= 2 — — / e "t dt
T T .
- 2€—m e—mg x2 a —xt? dt
B x x L, Ot 2z
—zb —z3 —t? —xt?
e e e e
x x 2z 2z
t=a2 t=x
e et e’ g
T T 2z 2z
e — 3¢’
B 2z
Con lo cual se tiene
0 = Fl(x)
B 5e~ — 3¢~
N 2z

In <§> = 25— 22

Sabemos que z° > 2® Va > 1 y ambas funciones son mondétonas, con
lo cual F'(x) = 0 tiene sélo una solucién ¢ tal que F’(v)) = 0. Ademds
F'(1) > 0, con lo cual F'(z) > 0 para x € [1,¢) y F'(x) < 0 para
x € (¢,00) Esto es, F' crece en el intervalo [1,v) y decrece en (1), 00).
Asi F resulta acotada ya que F(z) >0 Va > 1.



P3. a. Por definicion:
rf(z) = (x,Vf(z)), conx=tx

b. Calculemos
d f(tx) tr L f(tw) — f(te) Lt

dt tr t2r
UV f(tx) - x — f(ta)re!
- ()
tr—l
= (tV f(tx) - x —rf(tx))
= 0

c. De aca, se tiene que

dfr) _

at v
bd f(sz) B
/1£ = ds = 0

fltr) = 1" f(x)

Por otra parte, si una funcién es homogénea de grado r, derivando se tiene

que
d d
Lier) = Lrs)
Vi) -z = rt" ' f(z)
tVf(te) -z = rt"f(x)
= rf(tr)

En particular, para t = 1, se cumple la ecuacion de Euler.

d. Veamos si la funcién z es homogenea (y si lo es, de qué grado).

ot ty) = <m>2<ty>f<§—§>+<m><ty>2g<t—y>

tx
= 2 () varta)
= t’2(z,y)

7



Luego, z es una funcién homogénea de grado 3 y, por lo tanto, cumple la
relacién de Euler por la parte (c)

0z 0z

= 3z(z,y)

e. Andlogo a lo anterior,

T = ) + )’
= t2f(z,y)
de donde
oL = Vi)



