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Control 1

P1. a. Sea (an)n∈N una sucesión de números reales y E = {an : n ∈ N}. Sea

d(ap, aq) =

{

∣

∣

∣

1
p

+ 1
q

∣

∣

∣
si p 6= q

0 si p = q

i. Pruebe que d es métrica.

ii. Estudie la completitud de (E, d).

b. Sea la sucesión de elementos de M = C[0, 1]

fn(x) =

{

1 − nx si x ≤ 1
n

0 si x ≥ 1
n

Se consideran en M las siguientes distancias

d1(f.g) = máx
x∈[0,1]

|f(x) − g(x)|

d2(f, g) =

[
∫ 1

0

(f(x) − g(x))2

]
1

2

i. Probar que {fn} no tiene ĺımite en (M, d1).

ii. Probar que {fn} tiene ĺımite f(x) = 0 en (M, d2).

P2. a. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en (0, 0).

i f(x, y) = [y+x2+x
y−x

] si (x, y) 6= (0, 0)

ii. f(x, y) =

{

x2 sin(x2+y2)
x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

iii. f(x, y) =







cos

(

1√
x2+y2

)

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)
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b. Sea f : R2 −→ R definida por

f(x, y) =

{

x3
−y3

xy
si xy 6= 0

0 si xy = 0

Pruebe que el conjunto de puntos de discontinuidad es cerrado.

c. Sea f : R2 −→ R definida por

f(x, y) =

{

x2
−y2

ex+y
−1

si x > −y

2x si x ≤ −y

Estudie la continuidad de f en R2.

P3. Sea ‖·‖ una norma en R
n y consideremos la función definida por ‖x‖P = ‖Px‖,

donde P es una matriz invertible de n × n.

a. Demuestre que ‖·‖P es una norma en R
n.

b. Demuestre que ‖x‖e =
[

x2

9
+ 4y2

]1/2

es una norma en R
2.

c. Dibuje los conjuntos B(0, 1) y B′(0, 1).

3 horas.
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Pauta

P1. a. i. Veamos que cumple las propiedades de métrica:

d(ap, aq) = 0 ⇐⇒ p = q

⇐⇒ ap = aq

d(ap, aq) =

{

∣

∣

∣

1
p

+ 1
q

∣

∣

∣
si p 6= q

0 si p = q

= d(aq, ap)

Si p 6= q, q 6= r y r 6= p.

d(ap, aq) =

∣

∣

∣

∣

1

p
+

1

q

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

p
+

1

r

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

1

r
+

1

q

∣

∣

∣

∣

≤ d(ap, ar) + d(ar, aq)

Los otros casos son directos.

ii. Supongamos que (E, d) es un espacio completo. Consideremos {an} ⊆
E como sucesión en E y veamos que es de Cauchy en (E, d). En efecto,

ĺım
p,q→∞

d(aq, aq) =

∣

∣

∣

∣

1

p
+

1

q

∣

∣

∣

∣

= 0

y por lo tanto es de Cauchy. Como E es completo, an −→ a ∈ E. Con lo
cual, ∀ε > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0, d(an, a) < ǫ. Como a ∈ E, ∃N ∈ Na = aN .
Tomando ε = 1

N
, se tiene que ∃n0 tal que ∀n > máx{N, n0}

d(an, a) = d(an, aN)

=
1

n
+

1

N

>
1

N

lo cual es una contradicción.

3



b. Sea la sucesión de elementos de M = C[0, 1] Se consideran en M las si-
guientes distancias

d1(f.g) = máx
x∈[0,1]

|f(x) − g(x)|

d2(f, g) =

[
∫ 1

0

(f(x) − g(x))2

]
1

2

i. Sabemos que el ĺımite puntual de {fn} es

f(x) =

{

1 si x = 0
0 si x > 0

Con lo cual, sabemos que (M, d1) es un espacio completo y si {fn}
converge, su ĺımite debe pertenecer a M . Pero f /∈ M y por lo tanto
no tiene ĺımite en (M, d1).

ii. Tenemos que

d2(fn, 0)2 =

∫ 1

0

(fn(x) − 0)2 dx

=

∫ 1

n

0

(1 − nx)2 dx +

∫ 1

1

n

02 dx

=

∫ 1

n

0

1 dx − 2

∫ 1

n

0

nx dx +

∫ 1

n

0

n2x2 dx

=
1

n
− 1

n
+ n2 1

3n3

=
1

3n
ĺım

n→∞

d2(fn, 0) = 0

Con lo cual se concluye.

P2. a. i En este caso, notemos que si tomamos el camino y = mx se tiene que

f(x, mx) =
mx + x2 + x

mx − x

=
m + x + 1

m − 1

Concluimos que ĺım
m→1

f(x, mx) no existe.
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ii. Desarrollemos por álgebra de ĺımites.

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ĺım
(x,y)→(0,0)

x2 sin(x2 + y2)

x2 + y2

= ĺım
r→0

r2 cos(θ) sin(r2)

r2
, ∀θ

= ĺım
r→0

r2 cos(θ) ĺım
r→0

sin(r2)

r2
, ∀θ

= 0

iii. Consideremos (x, y) tal que x2 + y2 = ( 1
2πn

)2

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ĺım
n→∞

cos





1
√

( 1
2πn

)2





= ĺım
n→∞

cos (2πn)

= 1

Con lo cual, se concluye que f no es continua en (0, 0).

b. Sea D el conjunto de discontinuidades de f . Claramente, si xy 6= 0 f es
continua por ser álgebra de funciones continuas. Con esto D ⊆ {(x, y) :
xy = 0}. Veamos que estos conjuntos son iguales:

ĺım
y→0

f(x0, y) = ĺım
y→0

x3
0 − y3

x0y
no existe ∀x0 6= 0

ĺım
x→0

f(x, y0) = ĺım
x→0

x3 − y3
0

xy0

no existe ∀y0 6= 0

Finalmente,

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ĺım
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

xy

el cual no existe. En efecto, si existiese, dicho ĺımite debeŕıa ser igual a los
ĺımites iterados, esto es

ĺım
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

xy
= ĺım

x→0
ĺım
y→0

x3 − y3

xy

= ĺım
y→0

ĺım
x→0

x3 − y3

xy
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los cuales no existen por lo hecho anteriormente.

Con esto, D = {(x, y) : xy = 0}. Veamos que es cerrado. Sea (x0, y0) ∈ Dc.
Sea δ = 1

2
mı́n{|x0|, |y0|}. Como (x0, y0) ∈ Dc ⇔ x0y0 6= 0 ⇔ x0 6= 0∧ y0 6=

0 y se tiene que δ > 0 y además, B((x0, y0); δ) ⊂ Dc con lo cual Dc es
abierto y, por lo tanto, D es cerrado.

c. Se tiene

ĺım
x+y→0

f(x, y) = ĺım
x+y→0

x2 − y2

ex+y − 1

= ĺım
x+y→0

(x + y)(x − y)

ex+y − 1

= ĺım
x+y→0

(x − y)
ex+y

−1
x+y

= ĺım
x+y→0

(x − y) ĺım
x+y→0

1
ex+y

−1
x+y

= ĺım
y→−x

(x − y) ĺım
x+y→0

1
ex+y

−1
x+y

= 2x

con lo cual f es continua en R2.

P3. Sea ‖·‖ una norma en R
n y consideremos la función definida por ‖x‖P = ‖Px‖,

donde P es una matriz invertible de n × n.

a. Veamos que ‖·‖P es norma:

‖x‖P = 0 ⇐⇒ ‖Px‖ = 0

⇐⇒ Px = 0

⇐⇒ x = 0

‖λx‖P = ‖Pλx‖
= ‖λPx‖
= λ ‖Px‖
= λ ‖x‖P
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Figura 1: Bola Abierta
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Figura 2: Bola Cerrada

‖x + y‖P = ‖P (x + y)‖
= ‖Px + Py‖
≤ ‖Px‖ + ‖Py‖
= ‖x‖P + ‖y‖P

Con lo cual se concluye.

b. Para ello, basta notar que

‖x‖e =

[

x2

9
+ 4y2

]1/2

=
∥

∥

∥

(x

3
, 2y

)∥

∥

∥

2

=

∥

∥

∥

∥

[

1
3

0
0 2

](

x
y

)∥

∥

∥

∥

2

con lo cual, llamando P =

[

1
3

0
0 2

]

, notando que P es invertible, se con-

cluye por la parte (a).

c. Los conjuntos vienen dados por 1 y 2

(la diferencia está en la inclusión de la frontera por parte de la bola cerrada)
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