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Problema 1 Sean A, B C R" cerrados. Sea f : R™ — R una funcién continua.

i.

ii.

iii.

Demuestre que AN B es un conjunto cerrado.

Demuestre que la preimagen por una funcién continua de un conjunto cerrado es un conjunto cerrado.
Concluya que {x € R™|f(x) > 0} es cerrado.

Usando las partes anteriores, concluya que {x € R"|z € A, f(x) > 0} es cerrado.

Solucion:

i.

ii.

iii.

Haremos la demostracion via sucesiones. Sea {z,} C AN B, tal que z,, — = € R™. Como {z,} C ANB,
en particular {z,} C Ay como A es cerrado, z € A. Andlogamente, {z,} C AN B, en particular
{zn} C By como B es cerrado, € B. Con esto, x € ANz € B= 2 € AN B. Lo que concluye que
AN B es cerrado.

Sea C' C R. Queremos demostrar que f~1(C) es cerrado. Sea {z,} C f~1(C), tal que x,, — = € R™.
Por definicién,
@y € f7HC) == 3yn € C, f(zn) = yn
Luego, como z,, — x y f es continua, f(z,) — f(z)
Ademss, {y,} C C, con C cerrado, se tiene que f(z) € C = z € f~1(C).
Finalmente,

{z eR™: f(z) > 0} = f71([0,00))

con [0,00) un subconjunto cerrado. Luego {x € R™ : f(x) > 0} es la preimagen por una funcién
continua de un conjunto cerrado.

Podemos escribir
{reR":2 € AN f(x) >0} = AN f1([0,00))

con A cerrado por enunciado, f~1([0,00)) cerrado por la parte (ii) y por lo tanto, la interseccién es
cerrada por la parte (i).

Problema 2 Sea (X,d) un espacio métrico y A, B C X tales que A C B. Pruebe que IntA C IntB y que
AdhA C AdhB.



Problema 3 Dibuje los siguientes conuntos A, luego calcule su interior, adherencia y frontera. Concluya
si A es abierto, cerrado, ninguno o ambos. Argumente.

i A= {Jnn+1).

neN
i, A={(z,y,2) ER* 1z +y+2=12"+y* <1}.
iii. A= {(x,y) eER?: 22+ 2 =12 Vr,0<r< 1,7‘6(@}.

Problema 4 Sea f(z,y) = (352””7324, vVt —zy3)

(a) Determine y grafique el dominio de f.

(b) Determine las funciones componentes de f y sus respectivos dominios. Relacione este resultado con el
obtenido en (a).

(¢) Encuentre Interior, Adherencia y Frontera del dominio de f. ;Es el Dominio un conjunto abierto?
(d) Calcule (si es que existe) para (a,b) € R?

lim x,
(z,y)—(a,b) f@v)

Problema 5 Determine si las siguientes funciones son continuas en el origen:

fo y):{ resloyela sty (3 ) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

ii.
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iii-

Xr— S $2 2 —ar n(xr =
Fla,y) = Le—cos( x;ﬁyg arctan(z) S? (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) =

Solucion

Para esta pregunta, utilizamos los limites conocidos

1—
lm cos(x) _
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x—0 273
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i. Con esto, probemos la continuidad por definicion. Sea € > 0.

xcos(y) —ycos(x) —xz+y
‘f(may>_f(070)| = x2+y2 - 0.
_ |xcos(y) —ycos(x) —x+y
N 22 4 y? '
~ Ja(cos(y) = 1) + y(1 — cos(x))
- 2 +y2 :
< x(cos(y) — 1) n y(1 — cos(x)) .
= 2+ y2 22 + 2
< x(cos(y) y(1 — cos(x))
- x? + 92 w2 4y? |
xy? |1 —cos(y) yx? ||1 — cos(x)
< .
= |22 g2 Y2 22 + 2 22
Ahora utilizamos el limite conocido
1-— 1 1-— 1
h’mﬂ:— & Ve>0,30 >0 1-cos@) 1 <€ x| < 0.
z—0 2 2 2 2
Luego, para €; > 0,361 = d1(e1), ‘1_%28(36) — %‘ < €1, |x] < 81, en particular, si (z,y) € B((0,0), 1),
1 —cos 1
‘2(31)‘ < (*+61):L,V‘y|<(51.
Y 2
1 — cos(z) 1
‘1’2 < (§+61):L,v‘$|<61
Luego, si (x,y) € B((0,0), d1), se tiene que
2 2
xy YT
— (0,0 L.
‘f('ray) f(a )| < x2+y2 + m2+y2
|z ly?| |yl ||
= L+ L.
22 + 2 2%+ P
(@ +y2)y* | (y° +a)a?
< L
$2 +y2 sz +y2
<  y’L+2°L.
< L&
<€

De aqui, 392 = d2(€) tal que la dltima igualdad es vélida. Considerando § < min{dy,d2} se obtiene la
continuidad en (0,0).



ii. Nuevamente, sea € > 0

y(a! + 4a?y? — y)
— (0,0 =
|f(xay) f( s )l ((L‘2 +y2)2
- y(22* + 422y + 2¢%)
(22 + y2)2 :

_ |2y

(2% + y2)2
< 2lyl.
< 2| (=)l
< 20 <e

Con lo que se concluye la continuidad.
iii. Este resultado lo haremos por dlgebra de limites

i 1 — cos(x? + y?) + = — arctan(z)
fm .
(2.4)=(0,0) x? 4y

lim
(z,9)—(0,0)

_ i 1 —cos(z?+y?) x — arctan(z)

@y—00 2?4y z? +y?
) (1 —cos(z? +42))(2® +9?) (x — arctan(z))2®
= lim
(2,9)—(0,0) (2% +y?)? (22 +y?)z?

xr —arctan(z) 23

, 1 — cos(z? + y?)
= lim —————— , :
23 22 1 42

() —(0,0) (22 +y?)?

(z* +9°) +

Veamos que ambos limites existen y que cada limite existe, esto es

, 1 — cos(x? + y?)
lIm @————=
(@y)—=(00) (2% +y?)?
) x —arctan(z) =«
lim
(2,)—(0,0) x3 x? + y?

(@*+y*) = 0.

3

ya que es ambos son productos de limites que existen. Con lo cual tenemos la existencia del limite y la
funcién es continua.



