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12.
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Nota importante: la mayor parte de los problemas de las tareas se ex-
traerd de esta lista. No todos estos problemas se preguntaran, y podra in-
cluirse otros que no estan en este listado

2.

2.1.

Estructura Cristalina

Red reciproca

Demuestre que:

1.
2.

2.2.
. (Ashcroft y Mermin Capitulo 4 Problema 6) De las tres redes de Bra-

La red reciproca es una red de Bravais.

Si @y, ds, d3 son vectores primitivos de la red de Bravais, entonces los
vectores L

- TE R X Ak

ey s

[alagag]

lo son de la reciproca. El simbolo de Levi Civita €, vale 1 si (i,j.k) es
una permutaciéon par de (1,2,3), vale -1 si es una permutaciéon impar y
cero si dos indices son iguales

. a:z . gj = 271'52‘]'.

La red reciproca de la reciproca es la directa.

Si V(€2) es el volumen de la celda primitiva de la red de Bravais (recipro-
ca), entonces: VQ = (27)3.

Si G es el grupo puntual de la red directa, jlo es también de la reciproca?

Empaquetamiento compacto

vais cubicas, el fcc es la més densa y la simple (sc) la menos densa.
La estructura del diamente es menos densa que ambas. Una medida
esta dada por los ntimeros de coordinacion:

face centered cubic fcc 12
base centered cubic bcc 8
simple cubic sc 6
diamante 4



2.3.

. Sea Ry, n.ns un vector de la red de Bravais perteneciente a un plano

Otra medida es el factor de empaquetamiento. Suponga que se coloca
una esfera centrada en los puntos de cada una de esas estructuras,
de modo que las esferas se tocan sin superponerse (todas tienen igual
didmetro). Calcule la fraccién del espacio realmente ocupada por las
esferas (este es el factor de empaquetamiento)

. Ademas, averigiie el factor de empaquetamiento para un conjunto de

esferas compactadas al azar y ordene los diferentes tipos de empaque-
tamiento segin densidad. El empaquetamiento al azar esta descrito en
libros sobre sélidos amorfos (Vea The Physics of Amorphous Solids, R.
Zallen, y Physics of Amorphous Materials, S. Elliot ).

En los casos anteriores, quedan huecos entre las esferas. Si éstas tienen
radio a, jcudl es el radio de las maximas esferas que es posible po-
ner en los huecos? ;Cudntas por cada celda unidad? Conteste para los
casos fcc, bee, sc y diamante (Electronic Processes in Materials, L.V.
Azarov; New directions in solid state chemistry p 42, C.N.R. Rao & J.
Gopalakrishnan)

Determine el tamafio (en nm) de los huecos octahédricos en el hierro
para el y-Fe (fcc) y para el a-Fe (bee). ;Cuél de las dos fases espera Ud.
que disuelva més carbén? ;Cémo se podria estabilizar (a temperatura
ambiente) la fase 7-Fe y hacer un buen acero?

Interpretacion geometrica de los Indices de Miller

cristalino dado. Demuestre que:

nq T n3
L4 2y
VRV RV

. Interprete geométricamente h,k,l.

Demuestre que la distancia d(hkl) entre dos planos hkl adyacentes es
dhkl = 271'/“{7‘ con k = hb1 + ]i]bz + lbg

. Verifique que en el cristal cibico de lado a se cumple que

a

d(hkl) = ——
k) = e



2.4.

Determine cudles son los planos mas separados entre si.

Muestre que la densidad de puntos de la red (por unidad de area) en
un plano (hkl) es d/V, donde V es el volumen de la celda primitiva.

Muestre que en un cristal fcc los planos mas densos son los {111} .

Varios

Averigiie qué son y expliquelo claramente:

1.

2.5.

Politipos (New directions in solid state chemistry, C.N.R. Rao y J.

Gopalakrishnan)

Eje principal

Enantiomorfos

Rotacién impropia (sea bien explicito, es algo delicado)
[sémeros

Isémeros 6pticos (proporcione un ejemplo clésico)

. Dextrégiro y levdgiro (este concepto se ocupa en bioquimica y biologia

molecular)

Funcién de distribucién radial (radial distribution function). Explique
de qué se trata, que informacién contiene, y como se ve para un solido
cristalino y para un amorfo.

Rotaciones propias en dos dimensiones

Considere una red de Bravais 2-dim a lo largo de la cual se elige un eje.
Enumere cuatro puntos adyacentes sobre el eje con los rétulos ”P7, 717, 727,
y "Q”. La distancia entre puntos adyacentes es a. Se estdn buscando las
rotaciones propias de la red. Para esto suponga que una rotacién en — en
torno a 1 asi como una rotacién en v en torno a 2 convierten a P y Q en
puntos de lared, P'y Q. Esto significa que ambas rotaciones son operaciones
de simetria propias de la red. Note que P'Q)’ < 3a.

1.

Demuestre que P'Q’" = a(1 + 2 cos 1))

4



2.6.

. Verifique que los valores posibles de ¢ (los que respetan la invariancia

de la red) son soluciones de la ecuacién cos¢) = (k —1)/2
Pruebe que las rotaciones propias no triviales son:

a) = 7/3) de orden 6

R(¢
b) R(y) =m/2) de orden 4
¢) R(¢y =2m/3) de orden 3
d) R(y =) de orden 2. (Un eje es de orden nsi R* = 1.)

Se corta un cubo por un plano que pasa por el centro y es perpendicular
a una diagonal. Qué figura resulta? Indicacién: Este es un problema 3D.
La idea es determinar el orden del eje de simetria de la figura resultante

. Verifique que en 2D existen cuatro sistemas cristalinos y cinco redes de

Bravais (describalos).

a) Cuadrada (¢=7) (orden = 7)
b) Hexagonal ()= 7) (orden = ?)
¢) 2x rectangular ()= ?) (orden = 7)
d) Oblicua (¢p=7) (orden = 7).

Defectos de Schottky

Sea € la energia de formacion de una vacante (energia para sacar un atomo
desde el interior y ponerlo en la superficie del sélido).

1.

Si hay n defectos en un cristal con N atomos, demuestre que hay Q(n) =
(n+ N)!/(n!N!) configuraciones posibles de energfa E = ne.

Demuestre que la entropia asociada (entropia de configuracién) es
S(n)=K[-NInN —nlnn + (N +n)in(N +n)]
si N >>n>>1.

Use
1 oS

7= op)
para calcular n/N en funcién de la temperatura

Un valor tipico es € = 1eV. Calcule n/N a 300K y a 1000K.



2.7. Centro F

Considere un cristal iénico con un defecto del tipo centro F. Este de-
fecto se genera al estar ausente un ién negativo que es reemplazado por un
electrén, el que se encuentra localizado. Un modelo simple es suponer al
electron encerrado en una caja ctbica de lado a. Suponga un valor razonable
para a y determine en qué parte del espectro electromagnético (;microondas,
infrarrojo, visible, raxos x...7) se encuentran las excitaciones del sistema.

2.8. Defectos de Frenkel

Un defecto de Frenkel consiste en una vacante y una posiciéon intersticial
(un elemento ha abandonado su posicién en la red y ocupa una posicién in-
tersticial). Sean e la energia necesaria para formar un defecto de Frenkel, N
el ntimero total de 4tomos, N' el ntimero total de intersticios (no necesaria-
mente igual a N) y n el nimero total de defectos de Frenkel. Calcule n como
funcién de ex, N, N', y la temperatura.

3. Vibraciones

3.1. Deformaciones homogeneas

Una deformacion homogénea es aquella en que el tensor de deformacién
es constante. Note que entonces el tensor de tensiones también es constan-
te. Considere la extension simple de una varilla que se tensa (o comprime)
aplicando una fuerza P por unidad de area sobre los extremos. La varilla
estd orientada a lo largo del eje z.

1. Demuestre que o,, = P

Demuestre que todas las otras componentes son nulas
Pruebe que que u;; = 0si ¢ # j

Calcule g, y Uy,

Calcule u,,

AR A

Muestre que la componente u,, entrega el cambio relativo de la longitud
de la varilla. El coeficiente P se llama coeficiente de extension. Muestre
que su reciproco es el médulo de Young o modulo de extension E



7. Muestre que las componentes u,, y ,, dan la contraccion relativa de
la varilla en la direccion transversal y que la extension longitudinal es
el coeficiente de Poisson, ¢. Mientras no se conozcan sustancias que
se dilaten transversalmente al estirarse, se cumplird ¢ > 0 (no hay
motivos termodindmicos para imponer esa condicién).

8. Calcule el aumento relativo de volumen de la varilla en funciéon de P,y

K.

9. Calcule la energia libre de la varilla estirada.

3.2. Ondas en cristales anisotropos

En clases se expresé el desarrollo de la energia libre de Helmholtz, f, a
segundo orden en funcién del tensor de deformacion, en términos de los inva-
riantes del tensor, usando argumentos de simetria. Si el medio es anisétropo
no se puede hacer esa simplificacién y se debe expresar el desarrollo de or-
den dos en la forma mds general posible, invariante cuadratico en wu;; més
general):

f= 5)\iklmuikulm

1. Demuestre que sin perder generalidad se puede imponer las siguientes
condiciones:

Aikim = Aklim = Aikmi = Nimik
2. Calcule el nimero de componentes independientes de Ak
3. Demuestre que oz = AigimUim

4. Escriba la ecuacién de ondas en forma indicial para el vector desplaza-
miento (ahora no es posible pasar a la forma vectorial usual)

5. Considere una onda plana u; = u,; exp(k;x; —wt) y demuestre que sus
componentes deben satisfacer la condicion

pwt; = Nigim bkt
6. Demuestre que la relacion de dispersién w = w(k;) en general entrega

tres raices diferentes para w? y que w es una funcién homogénea de
grado 1 en las componentes del vector k;

7



7. Demuestre que la velocidad de grupo es independiente de la frecuencia,
pero que depende de la direccién de propagacion

8. Muestre que para un vector de onda k; puede haber tres ondas con
diferentes frecuencias y velocidades de grupo y que los desplazamientos
de estas ondas son perpendiculares dos a dos.

3.3. Ondas de superficie

Las ondas de superficie o de Rayeigh son ondas eldsticas que se propagan
en las inmediaciones de la superficie de un cuerpo sin penetrar en él. Se
pueden escribir en la forma vectorial de la siguiente forma

— — —
Us= Ug+ Wy ,

donde (como se ver en el desarrollo) Wy y W no son independientes porque
deben satisfacer condiciones de borde en la superficie de separacion.

1. Suponga que se tiene la siguiente dependencia funcional:
U = (U)), exp(kx — wt) fi(2)

Uy = (Uy), exp(kx — wt) fi(2)

Encuentre las funciones f; vy f; y demuestre que la profundidad de
penetraciéon de la onda, para cada componente, esta dada por:

a)

xi = (B = /)Py

=

Yo = (k)2 . w2/c?)1/2 )

El medio elastico ocupa el semiespacio z < 0. item Escriba las condicio-
nes de borde para el tensor de tensiones en la superficie sin considerar
la variacién de la superficie debida a la propia onda.

2. Reescriba las condiciones anteriores para el tensor de deformacién.



3.

10.

11.

12.

Deduzca que en una onda de superficie el vector de desplazamiento se
encuentra en un plano que contiene a la direcciéon de propagaciéon y es
perpendicular a la superficie, es decir u, = 0 (aqui y es el eje 2)

En la onda de superficie u; y u; pierden su interpretacion intuitiva de
componentes longitudinal y transversal. Esto significa que u; y u; tienen
ambos componentes en el plano definido antes.

Pruebe que:
a)
Uy = xrag(Xt)
b)
up. = —ikag(x:) ,
con g(x;) = exp(ikx + x4z — iwt) donde a es una constante.
Pruebe que wu;,=kbg(x;) y w.=-ibx;9(x;), donde b es una constante.

Calcule u, y u, y use las condiciones deducidas antes para probar que
a(k® + x7) + 2kbx, =0,
2axik +b(k* +x7) =0 .

Deduzca que (k? + x?)* = 4k*x.xi-

Derive la relacién de dispersion: [(2k% —w?/c?)* = 16k*(k*—w?/c?)(k*—
w?/cf)]

Pruebe que la anterior es la dispersién normal (es decir, w depende
linealmente en k). Escriba para ello w/k = ¢,£.

Calcule ¢ como funcién de ¢;/¢;, resolviendo numéricamente la ecuacion
y grafique & = £(c;/c;). Note que ¢;/c; > V2.

Demuestre que el cuociente entre las amplitudes de la parte transversal
y longitudinal de la onda es [a/b = —[2—£2]/[2(1—£2)(1/2)]] Grafiquela
en el dominio de interés como funcién de &.



3.4. Tensor de tensiones

En clases se mostré que fuerza por unidad de volumen ejercida sobre el
cuerpo deformado es:

8Uik

83%

fi

1. Demuestre que el tensor de tensiones es simétrico. Indicacion: Note que
el torque Ty, = Fxy, — Fx; ejercido sobre un volumen V arbitrario debe
poder expresarse en términos de los torques ejercidos sobre la superficie
solamente.

2. Desarrollando la funcién de Helmholtz hasta orden 2 en el tensor de
deformacion, es decir, usando la expresién deducida en clases (F' =
(AN/2)ugiugr + puigugy) y definiendo K = A 4 24/3, demuestre que:

1 K
F = ,u(ulk — géikull)Q + EUIQI

Es decir, la energia libre de Helmholtz se puede escribir como la suma
de una energia de compresiéon pura mas otra de corte puro.

3. Demuestre que 4 >0y K > 0.

4. Demuestre que
1
oix = Kuydip + 2p(ug, — g@k@l) .

5. Derive la ley de Hooke:

1 1 1
ik = —=0; —(oir — 50; .
Uik 0K KOy + 2M<0k 3 kOL)

6. Demuestre que si se cumple la ley de Hooke entonces

OF
0o,

Uik, =

Indicacién: Use el teorema de Euler para las funciones homogéneas.

10



3.5. Constantes elasticas

El antimoniuro de indio tiene simetria cubica, habiéndose determinado
los siguientes valores para las ondas de sonido:

» La densidad del material es 5.774,7 kgm 3.

Direccion Direccion | Velocidad

de de en
propagacion | polarizacion km/s

110 110 3,7664(3)
110 1-10 1,6251(2)
110 001 2,2862(2)
100 100 3,4068(3)
100 010 2,2864(2)

1. Determine primero el niimero de constantes elasticas independientes en
un cristal con simetria cibica.

2. Use esta informacion para determinar las constantes elasticas indepen-
dientes Ajpim.

3.6.
3.6.1.

Fonones 1D
Momentum

Considere la cadena lineal monoatéomica. Calcule explicitamente el mo-
mentum total de la cadena completa. Verifique que si k# 0 el momentum
total es nulo

3.6.2. Ecuacién de ondas

Considere la cadena 1D. Tome el limite a— 0, n— oo, de modo que
Na=cte. Verifique que se recupera la ecuacién de ondas del sonido.

3.7. Sistema de dos niveles

1. Encuentre la capacidat térmica de un sistema de dos niveles (energias
0 y €) con degeneraciones arbitrarias d; yds en ambos niveles

11



2. Dé una expresion para la temperatura 7}, a la cual la capacidad térmica
es maxima

3. Calcule explicitamente la capacidad térmica expresandola en términos
de T,, vy €.

4. Bosqueje la capacidad térmica en funcién de la temperatura para ds/d;
1/2,1,2

3.8. Anarmonicidad de las oscilaciones

Considere un oscilador armoénico clasico con pequenos términos anarmoéni-
cos, de modo que la energia potencial es U = az? + ba® + cx*. Use la suma
sobre estados para demostrar que la energia promedio y el desplazamiento
promedio con respecto al equilibrio estan dados por:

E=kpT+ [$25 - 25| (bT)* T = — (&) ksT

1643 4a2

3.9. Momentum de un Cristal

El Hamiltoniano con el cual se puede describir un cristal es el siguiente:

H= v PR L R4 T (R R -7 (B S o7 7)) +

N
S w7~ W (R)]

donde el primer termino es la energia cinética de los iones, el siguiente
termino es la energia debido a la interaccién entre todos los iones; los si-
guientes dos términos representa el momentum de n particulas adicionales y
el otro representa la interaccién entre estas particulas, y el ultimo termino
representa la interaccién entre las ultimas particulas y los iones. (ﬁ es un
punto de la red de Bravais, 7(?) es el desplazamiento de un ion a partir
de su posicién de equilibrio T%), 7 ; es la posicién de una de las particulas
dicionales). Asociado a las simetrias de un Hamiltoniano hay una ley de con-
servaciéon. El Hamiltoniano de un cristal posee simetria relacionada con la
simetria trasnacional de la red de Bravais, y la ley de conservacion que se
obtiene con esta es conocida como la conservacion el momentum del cristal.

12



3.9.1. Invariancia de simetria

El Hamiltoniano es invariante bajo la siguiente transformacion

— — . —
Esta simetria da la conservacién del momentum de los iones y las particulas
y no la simetria en que estamos interesados. La conservacion del momentum

del cristal se obtiene cuando 7 es un vector de la red de Bravais ﬁo, Es
decir:

T, — T+ Ro, W(R) > W(R — Ry), P(RE)— P(ERo)i=1,..nVR

Vea que ambas son simetrias.
3.9.2. Hamiltoniano de los iones

Considere del Hamiltoniano del cristal solo los terminos que tienen que
ver con los iones, realice una expancsion del potencial de interaccion de los
iones y demuestre que este se puede escribir de la forma:

1
Uharm — 5 Z uu(ﬁ)DMV(T% — ﬁ)uy(ﬁ,)
R

donde
— — —
DR = ) = 053 513 6u(R = )] = 60 (F — )
s
3.9.3. Modos normales de una red de Bravais

Encuentre los modos normales de una red de Bravais monoatomica, para
esto discuta las simetrias que debe obedecer la matriz D, con respecto a que:

1. La red de Bravais posee simetria de inversion.

2. Un desplazamiento uniforme de todos los iones.

Escriba la ec. de movimiento asociada al Hamiltoniano que hemos estado
considerando y encuentre los modos normales, luego traduzca las sini?trias
discutidas y explique las implicancias de estas simetrias en el espacio k , con
respecto a la matriz D.

13



3.9.4. Operadores ay a™

En el problema del oscilador arménico cuantico, aparecen los operadores
de aniquilacion y creacién los cuales, como ud. recordara, estan expresados
en términos de las coordenadas y los momentum. Encuentre los operadores
de aniquilacién y destruccién en términos de wg( k;) y € (?), que es el
vector polarizacion para un modo normal clasico, para el Hamiltoniano de
los iones en la aproximacién armonica para el potencial de interaccién entre
los iones. Luego escriba el Hamiltoniano en términos de los operadores recién
encontrados.

3.9.5. Momentum del cristal

Describa en términos de operadores cuanticos los cuales producen las
transformaciones, vistas en a), las cuales estan asociadas con la ley de con-
servacion del momentum del cristal. A partir de la simetria con la cual se
obtiene el momentum de un cristal identifique el generador de traslaciones
asociado y encuentre sus autovalores los cuales seran el momentum del cristal.

3.9.6. Aplicaciones
Qué pasa si
1. Solo hay iones presentes.
2. Si las n particulas son electrones de conduccién.

3. Si un neutron incide en la red de iones.

4. Propiedades térmicas

4.1. Anarmonicidad: Relaciones generales

1. Sea U la energia interna de un sélido cristalino y P su presion. Muestre
que

oU(T', V) dT"
. T /
vV o T

14



2. El coeficiente de expansion lineal « se define como

_ 101
R A Tak
. Ademas op

Muestre que
1 0V 1 0P

o= 3750 = 3557

3. Deduzca que en un cristal arménico

_9
oV

P4 25 by 4y )

+ exp(Bhiws(K)) — 1

Indicacién: Use la la ecuacién con z = hw/T e integre porpartes.

4.2. Anarmonicidad: Anomalias

En esta parte se muestra que un cristal exactamente armonico es anéma-
lo: algunas de sus propiedades no corresponden a las de ningtun sélido real.
Considere una red de Bravais en que la energia potencial asociada a despla-
zamientos de los iones es exactamente armonica:

]_ — — — —
U =Ueq+5 3 i(R)D(E~ R)i(R)
BB
Usted sabe que la frecuencia de un oscilador arménico no depende de la
amplitud. Aqui probarad que las frecuencias de los modos normales de una

red no cambian al dilatarla o comprimirla. La red definida por los vectores
R se supone ctbica.

1. Suponga que la red es expandida o comprimida por agentes externos,
demodo que la nueva red queda definida por los vectores R = (1 —i—&t)ﬁ.
Llame u* a los desplazamientos de los iones con respecto a las nuevas
posiciones de equilibrio y muestre que

—

@(R) = eR+ @*(R)
donde ﬁ(ﬁ) es el desplazamiento con respecto a la red original.

15



2. Demuestre que la energia potencial de la red es

1 | L |
V:Ueq+§52 ZR-D(R—R’-R’+5 @ -D@R-R) @' (R)
R,R R.R
a) Qué representan los dos primeros términos?
b) Qué término describe la dindmica de la red?
c) Doénde se usé que el cristal es cibico? (Esto es sutil)

4. Deduzca que la deformacion (extensién o compresiéon) de la red no
cambia las frecuencias normales.

4.3. Anarmonicidad: Propiedades fisicas anémalas

1. Demuestre que la presion del cristal perfectamente arménico depende
de su volumen pero no de su temperatura.

2. Pruebe que el coeficiente de dilatacién térmica, a, se anula. Muestre
ademas que

1 0P

@ =357V
con ap
B=-V(s)n

Note que la expansion térmica depende solamente de los efectos anarmoni-
COS.

3. Muestre que las capacidades térmicas a volumen y presién constantes
son exactamente iguales. (En un sélido real son muy parecidas.)

4. Muestre que los médulos de compresibilidad isotérmico y adiabatico

son iguales.

4.4. Dilatacion térmica

En clase se atribuyo la dilatacién térmica de los sélidos a los efectos
anarmoénicos. En un metal es posible que los electrones contribuyan de un

16



modo apreciable. Para determinar en qué medida es importante esta contri-
bucion, considere el vanadio metélico para el que se conocen los siguientes
datos: A baja temperatua

¢, = aT + bT?

con a =9,2-1073[Jmol ' K] y b = 3-107°[Jmol~'k~3] . El término aT
representa la contribucién electrénica y b7 la vibracional. El volumen molar
esv=238132-10"%n3y (1/B) =6,37-10"2Pa"L.

1. Grafique (o/T) versus T? y muestre que a baja temperatura

a=dT+bT3.

2. Suponiendo que tiene sentido separar las contribuciones electrénica
y vibracional, calcule un parametro de Griinessein vibracional y uno
electronico a 1K. Qué efecto es mayor?

4.5. Capacidad térmica del grafito

El grafito es una forma del carbono en que los atomos se encuentran
fuertemente unidos en un plano, en el que forman anillos hexagonales. Los
planos estan débilmente unidos unos con otros. Suponiendo que ésto permite
describir al grafito como un sélido bidimensional, calcule la capacidad térmica
¢, a baja temperatura. ;Cudl serfa la capacidad térmica a alta temperatura,
de tratarse de un sélido estrictamente bidimensional? ; Qué capacidad espera
Ud. realmente?

4.6. Difusion

1. Deduzca (deduccion elemental) la ley de Fick

2. Busque en la literatura valores numéricos del coeficiente de difusion a

temperaturas similares para solidos, liquidos y gases, expresados en el
SI.

4.7. Excitaciones elementales
Explique qué son:

1. Polarones
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2. Excitones
3. Magnones
4. Rotones

5. Fluxones

4.8. Cadena molecular

Considere un cristal 1D constituido por moléculas de dos atomos iguales
(por ejemplo Ny). Las vibraciones se pueden estudiar asignando constantes
de acoplamiento diferentes K; > K,. K; representa el acoplamiento entre
dos dtomos dentro de la molécula, mientra que K; el acoplamiento entre dos
moléculas. Encuentre w(k) para las ramas acustica y 6ptica. Verifique que
en el limite de onda larga no existe dispersién para la rama éptica y que la
constante intramolecular Kino aparece en el modo acustico.

4.9. Rotador rigido

Los niveles de enrgia rotacionales de una molécula diatémica estdan dados
por e; = J(J 4+ 1)h*/2I, donde J = 0,1,2, ... e I es el momento de inercia.

1. Calcule la suma sobre estados rotacional. No olvide que la degenercién
es 2J 41

2. Suponiendo que kT >> espaciado entre niveles reemplace la suma
por una integral y calcilela (ponga x = J[J + 1]).

3. Determine la energia rotacional promedio y la capacidad térmica en
este limite

4. La distancia internuclear en la molécula de HC' es 0.128 nm. Calcule
la distancia en energia entre los niveles J =0y J = 1 y comparela con
kgT a temperatura ambiente.

4.10. Sumas e integrales

En el modelo de Debye, en lugar de una suma, se realiza una integral
usando la densidad de modos g(w). Esto es licito si existe una gran cantidad
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de modos con energias menores que kgT'. Si las mediciones se realizan a 1
1K, jde qué dimensiones deberia ser la muestra para justificar este procedi-
miento?

4.11. Capacidad térmica en amorfos

Algunos aspectos de los solidos amorfos se pueden describir suponiendo
la existencia de una distribucion de estados localizados con dos niveles de
energia.

1. Silos niveles de energia de un sistema de dos estados son +¢, demuestre
que la energia promedio y la capacidad térmica estan dados por

u = —etanh(e/kpT)

Cy = kp(e/kgT)?*sech®(¢/kpT)

2. Si los valores posibles de € estan igualmente distribuidos en el intervalo
[0, €,], demuestre que si kgT << ¢, la capacidad térmica es proporcional
a la temperatura.

4.12. Difusién en superficies sélidas

Se conoce (por lo menos) dos mecanismos para la difusiéon de adatomos.
Uno es el sustitucional, en que un adatomo reemplaza a un atomo de la
superfie. El segundo, mas conocido, es a través de saltos de un sitio a otro.
Se llama sitio (site) a una posicién en la superficie donde la adsorcién es
energéticamente favorable. Para pasar de un sitio a otro un adatomo debe
saltar sobre una barrera de energia. Esquematicamente, un adatomo vera la
superficie como una sucesién de pozos y barreras. Debido a las vibraciones
térmicas, un adatomo en un sitio estd "tratando” de saltar a una de las
posiciones vecinas con frecuencia v , que es un promedio del espectro de
fonones, depende débilmente de la temperatura y tiene un valor cercano a
10'3 Hz. Debido a la barrera, sélo una fraccién de estos saltos -dada por el
factor de Boltzmann- es eficaz para migrar de un sitio a otro.

1. Suponga que el sitio i-ésimo estd ocupado con probabilidad P(i,t). Es-
criba una ecuaciéon que exprese P(i,t + At) en funcién de P(i — 1,t),
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P(i,t), y P(i + 1,t), para At pequeno, (se llama ecuaciéon maestra,
master equation) . Suponga, si lo necesita, P(i,t) pequeno. Esto signi-
fica que hay pocos adatomos y que la probabilidad de que interactiien
entre ellos (posiciones i e i4+1 ocupadas simultdneamente, por ejemplo)
es despreciable.

2. Pase a la variable continua = = ia, lo que define P = P(z,t). Expanda
la ecuacién maestra hasta el primer orden no nulo y obtenga la ecuacién
de difusion.

3. Exprese el coeficiente de difusion D en funcién de la energia de ac-
tivacién Eg ¢ para la difusién, la frecuencia promedio de fonones y la
constante de red superficial.

4. Calcule D explicitamente para una energia tipica Eg¢ = 0,5 V.

5. Muestre que si n es la densidad superficial de adatomos, J =-DVn
representa la corriente de difusién de adatomos. De este modo, la ecua-
cién de difusién no es nada mas que una ley de conservacién o ecuacién

de continuidad div'J + on/ot = 0.

6. ;Qué forma adquieren la ecuacion y la corriente cuando la difusién es
anisotropica? Esta situacién es comun.

7. Pasando otra vez al caso de difusién 1D, suponga que se ha superpues-
to un campo F externo (F=-V®, energia potencial), de modo que la
sucesion de pozos estd inclinada. Demuestre que el movimiento de los
atomos se sigue describiendo como una ecuacion de continuidad, donde
la densidad de corriente de adatomos tiene un término difusivo y un
término adicional de arrastre.

8. Se llama movilidad g (porque indica como responden las particulas
ante el campo externo F) a la derivada de la velocidad de arrastre con
respecto al campo eléctrico (caso no anisotrépico). Demuestre que la
movilidad estd relacionada con el coeficiente de difusién (relacién de
Einstein).

4.13. Solucién de la ecuacion de difusidon

Una vez escrita la ecuacion de difusién, no es mala idea resolverla. Hagalo
en una dimensién suponiendo que la condicién inicial es n(x,t = 0) = 6(z).
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1. Pruebe que la solucion es un paquete que se ensancha en el tiempo.
2. Calcule el ancho x4 en funcién de t.

Un libro que se ocupa extensamente de resolver la ecuacion de difusion es
el de Crank, A Primer in Diffusion Problems, que incluye casos importan-
tes como condicién de borde constante en el tiempo (representa un gas a
presién constante que difunde sobre un sustrato solido, técnica usada pa-
ra dopar semiconductores), condicién inicial constante y de extensién finita
(una pelicula delgada que se deposita baja temperatura sobre un sustrato
que es posteriormente calentado), etc. Otro libro interesante es el de J. Phi-
libert, Atom Movements: Diffusion and Transport in Solids, (Les éditions de
Physique, 1991, ISBN 2-86883-161-3)

5. Scattering por el cristal

5.1. Seccion eficaz para rayos x

Considere una onda plana monocromtica que es difractada por un sélido
(o cualquier otra cosa) que ocupa un volumen V. El campo total puede
considerarse como la suma de la onda incidente mas la difractada.

1. Si la densidad de carga asociada a los electrones es —en(7), escriba las
ecuaciones de Maxwell locales en el cuerpo (S.1.).

2. Verifique numéricamente que las frecuencias atomicas caracteristicas
son mucho menores que las de los rayos X.

3. Debido a lo anterior, la interaccién electrén-rayos X es tan rapida que
el electron "no siente” el campo nuclear y puede considerarse ”libre”.

Esto permite escribir
dv -
m— = —el
dt

Deduzca que el campo eléctrico satisface

2
w2

VUxVxEBE=21-"2F

c? w?

con wp = meg”
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. Estime el orden de magnitud de w, y verifique que
2= (£2)2 << 1
w

. Un método para buscar una solucién aproximada de (iii) es el siguiente:
Defina D = (1 — 6%)E y verifique que V - D = 0.

. Deduzca que

2
V2D + w—zD =V xV x§E (6 no es una constante)
c

Esta ecuacién es mas facil de resolver que (iii). Note que 52E actiia
como la fuente de D , que esté restringida al volumen V (62 = 0 fuera

de V).

. Del curso de electrodinamica se sabe que la soluciéon formal de la ecua-
cién
V20 + ¢*¢p = —f(F) (f(F) =0 fueradeV)

es i,
1 etalm—="|

gb:_

A Jv | — 17|

F)ds

La direccién de observacién es ¢ // 7. Verifique que la forma asintética
lejos de la fuente es

o(r) = i%eiqrf(cf)f((j) . transformada de Fourier de f(F)

. En el caso de la difraccion de rayos X el detector estd alejado y satisface
la condicién asintética. Demuestre entonces que

—

igr S oo L,
B = [ V' x VX (BB T =14,
4rr Jv

Indicacién: Escriba E = Emc + Edi #r, recordando que Edifr se origina
en el término 62 << 1 (O(6*) = 0).
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9. Si 7 es la direccién de observacion, demuestre que

con @ =q—q,,g=qry ﬁ(@) transformada de Fourier de n() sobre
todo el volumen V.

10. Use (ix) para deducir la condicién de Laue para un sélido cristalino.

11. Sean : § = éangulo (¢, q,): angulo entre la direccién de incidencia y la
de observacion; a = dngulo (FE,,T): dngulo entre el campo incidente y
la direccion de observacién. (Indicacién: No se confunda, © # a.)

12. Demuestre que la seccion eficaz es

do Ne?

10 = (m)%enza\”(@)\Q

13. Calcule j—g si la radiacién incidente es no polarizada. Nota: Los difrac-
togramas miden |n(q)|. Si se midiera n(q) serfa posible reconstruir la

funcién n(7) (1).

5.2. Amplitud de difraccién

Considere radiacién electromagnétiga con frecuencia de rayos X incidien-
do sobre un sélido segin un vector k (fuente—muestra). La direccién de
observacion es kﬁ(muestraédetector). Suponga que la amplitud (es decir,
el campo eléctrico) de la onda difractada por un sector de volumen d3x del
solido es proporcional a la carga eléctrica encerrada en dicho volumen.

1. Muestre que la contribucién del volumen d®z a la amplitud de la onda

difractada es:
dA = Kn(r)exp[q o 7]d*z

donde

a) K es una constante a determinar

b) n(7) es la densidad de electrones en el sélido
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2. Demuestre que el campo difractado es proporcional a la transformada
de fourier n(7) de la densidad electrénica.

3. Como el detector mide energia, que es proporcional al cuadrado del
modulo del campo eléctrico, no almacena toda la informacion posible
asociada al proceso de difraccion. Escriba explicitamente la intensidad,
poniendo todo lo irrelevante en una constante.

4. El resultado anterior es valido para cualquier sélido, incluso uno amor-
fo, y para liquidos. Demuestre que si el sélido es un monocristal y, por
lo tanto, la densidad de electrones es periddica:

n(7+ R)=n(T)VR ¢ B
entonces la onda se difracta en algunas direcciones preferenciales.

5. Calcule explicitamente n(q) para un sélido ideal sin estructura, en el
que n(7) no sea constante en todo el volumen. Para fijar ideas, suponga
una esfera de radio a. jHay direcciones preferenciales?

5.3. Factor de estructura geométrico fcc

Considere un elemento que cristalice en el sistema fcc, dé un ejemplo
concreto. Elija describir el cristal con una celda unitaria cibica poliatémica.
Calcule las reflexiones nulas, es decir, encuentre los indices de Miller hkl
para los cuales no se obtienen reflexiones. Imprima los datos de la tarjeta
correspondiente al elemento que eligié y verifique explicitamente su resultado

5.4. Factor de estructura geométrico para el diamante

La red del diamante se puede describir como fcc con una base biatémica,
con una base de dos puntos, (0,0,0) y (a/4)(1,1,1). Encuentre las reflexiones
no nulas para esta red.
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5.5. Filtro de energia para neutrones

Se llena un tubo largo con polvo de un material ctibico simple de constante
a. El tubo se alinea con la direccién de emisién de una fuente de neutrones,
con el fin de filtrar sus energias. Muestre que el dispositivo funciona como
un filtro de energia para los neutrones. ;Pasan neutrones de alta o de baja
energia? Dése un valor numérico razonable para a y determine cudl es la
longitud de onda limite de los neutrones transmitidos. Determine ademas la
energia en eV, velocidad en m/s y temperatura en K, limites. Considere sélo
scattering elastico.

5.6. LEED

Una tecnica muy empleada para el analisis estructural de superficies so-
lidas es LEED (Low Energy Electron Diffraction). Se estudia el diagrama
de difraccion de electrones de algunas decenas de eV, que solo penetran las
primeras capas de atomos.

1. Suponga que un cristal se corta con mucha perfecciéon segun un plano
y que todos los electrones se reflejan en la primera capa de atomos.

2. Determine las condiciones para que existan maximos de interferencia

3. ;Qué diferencias cualitativas hay con la difraccion de rayos X?

5.7. RHEED

Una técnica empleada para la caracterizacion de superficies solidas es Re-
flective High Energy Electron Diffraction (RHEED). El experimento ti pico
consiste en dirigir un haz de electrones de alta energia (100 KeV) con in-
cidencia rasante sobre una superficie sélida. Se afirma que RHEED permite
distinguir entre una superficie plana y otra rugosa. Explique como es esto po-
sible. Indicacion: ; Qué forma tiene el espectro de difraccion de una superficie
rugosa, es decir, qué es lo que se ve en la pantalla? ;Y el de una lisa?

5.8. SEXrg

Explique con cierto detalle en qué consiste la técnica SEXAFS -Montaje
experimental -Principio fisico -Informacién que suministra, especialmente en
el caso de sélidos amorfos (Consulte el libro de Elliott, en el laboratorio)
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5.9. RAMAN

Este problema incluye una actividad experimental Se le entregaran dos
muestras de una pelicula delgada, ambas del mismo material. 1 ser tan del-
gadas es dificil establecer a qué fase pertenecen. Se trata de BaTiOj, cuya
fase estable es tetragonal, pero que puede tener una fase cubica metaestable
a temperatura ambiente. -Pruebe experimentalmente que las dos muestras
se encuentran en fases diferentes -Dé una explicacion DETALLADA para ese
hecho. Es necesario que consulte sobre las propiedades de la celda primitiva
del BaTiO3 tetragonal

6. Gas de Fermi

6.1. Plasmones

Los electrones de un metal, asi como los de un plasma, pueden realizar
oscilaciones colectivas llamadas plasmones.

1. Demuestre que la frecuencia natural de oscilaciéon w, estd dada por

2
,  ne

Wp :me (ST)

Indicacién: Use las ecuaciones de Maxwell y las de movimiento de los
electrones. Considere sélo oscilaciones de pequena amplitud, lo que per-
mite despreciar los términos cuadraticos.

2. Calcule (numéricamente) w, para el Cu y para los metales alcalinos (Li,
Na, K, Rb, Cs).

6.2. Transparencia metalica

En este problema se usa la teoria de Drude para determinar qué sector
del espectro electromagnético es capaz de atravesar un metal. La ecuaciéon
de ondas para el campo eléctrico en un medio material es:

2
VE 4+ E=0.
C

Considere el campo en el metal.
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. Use las ecuaciones de Maxwell con dependencia temporal exp(iwt),

en ausencia de cargas (p. = 0) pero con corriente éhmica J(w) =
o(w)E(w) para deducirla.

. Muestre que la correspondiente constante dieléctrica es compleja y de-
pende de la frecuencia en la forma

e(w) =¢e,+i0(w)/w

. Muestre que en el limite de alta frecuencia (wr >> 1)
2
w
e(w)=01- w—pQ)EO
w, definido en la parte (i). Exprese el producto wr en funcién de r;, a,
y p (resistividad).

. Muestre numéricamente que la condicion de alta frecuencia se cumple
para frecuencias w cercanas a la frecuencia del plasma.

. Lo ultimo significa que existen situaciones fisicas reales en las que la
constante dieléctrica es negativa.

. Muestre que en este caso (w < w,) las soluciones de la ecuacién de ondas
para E decaen exponencialmente y la radiacion electromagnética no se
propaga, pero si lo hace para w > w,.

. No pierda de vista que w, es una propiedad del material, mientras
que w es la frecuencia de la luz con que se lo ilumina. Existe un va-
lor para esta frecuencia,(w = w,) tal que si w > w, el material es
opaco, y transparente en el caso contrario. La siguiente tabla entrega
valores de la longitud de onda A (observada) bajo la cual los metales
alcalinos se hacen transparentes. Calcule los valores tedricos y compa-

Metal | experimental | Teoria Drude
A nm
Li 200
re.| Na 210 Complete esta tabla con un
K 310
Rb 360
Cs 440

par de metales de transicién (Cu, Fe, Ni); busque en un libro A, y
calcule Aiesrico-
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6.3. Paramagnetismo de Pauli

Considere un gas de Fermi a 7" = 0 inmerso en un campo magnético. Su-
poniendo que los electrones interactian con el campo sélamente a través de
sus momentos magnéticos (no existen niveles de Landau), calcule la suscep-
tibilidad magnética, x,,, asociada a los electrones de conduccion. Estimela
numéricamente para un metal tipico.

6.4. Gas de Fermi relativista

A medida que el gas de electrones libres se comprime, la energia media de
los electrones aumenta hasta que la relacién e = p?/2m deja de ser vélida y
debe ser reemplazada por la expresion relativista. Por simplicidad considere
solamente el limite ultrarrelativista en el cual € = ¢p. Note que las relaciones
T =hk vy kr = (372n)'/3 no se modifican.

1. Calcule la energia de Fermi ep
2. Calcule la densidadde estados y evaliela en ep
3. Calcule la energia total a T'=0

4. Recordando que la presion es la derivada de la energia con respecto al
volumen, calcule la presion del gas a T' = 0. Exprésela en funcién del
volumen y la energia, P = P(E, V).

5. Estimacién numérica: jqué densidad deberia tener el gas de electrones
para que €gp ~ 10MeV? ;Cudl seria la temperatura de Fermi?

6.5. Efecto Hall clasico

1. Demuestre que en el modelo de Sommerfeld-Drude los electrones en
presencia de un campo magntico B satisfacen la ecuacién de movi-
miento L

@+£:—neﬁ—£ﬁxé
dt 7 m
donde p’es el momentum por unidad de volumen.

2. Demuestre que en el estado estacionario se verifica la ley de Ohm

=

J:UOE
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donde o, no depende de B. Esta dependencia existe experimentalmente
(magnetoresistencia), pero el modelo de Sommerfeld no la explica.

3. Conmdere la geometria de la figura. La muestra transporta una corrien-
te J = JOJ y estd inmersa en un campo magnético B,z. Demuestre que
se acumula carga en las dos caras (identifiquelas), lo que origina un
campo perpendicular a la corriente

E, = RyB,J,

donde Ry no depende de B, y se llama coeficiente de Hall. Encuéntre-
lo y explique cémo puede ser usado para determinar la densidad de
portadores de carga.

6.6. Expansion de Sommerfeld

Con frecuencia aparecen expresiones de la forma J(T') = [;° ¢(e) f(e)de
en que ¢ es alguna funcién de la energia.

- [V (E)de

1. Demuestre que

en que () = ff ple)de
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Grafique f(e) y —f'(e) (T # 0) y explique por qué conviene hacer la
expansién anterior.

Pruebe que
= P ()
)1 = > W,
= nl
con .
Ko == [(e =) f/(e)de
0
En la practica pu >> kT'. Use este hecho para probar que

11 = ST,
donde I,,, son constantes.
Deduzca que
7 N w2 5, dp 7t L A3
O/<p(e)f(g)de= O/w(€)d5+€(kT) (CD)emut s (R (et

Use la expansién para obtener el potencial quimico y la energia del
gas de Fermi tridimensional hasta términos cuadréticos en (7'/TF), y
use ese resultado para obtenre la capacidad térmica a primer orden en

(T'/TF).

Gas de Fermi bidimensional

. Encuentre la relacién entre n [em™2] y k; en dos dimensiones.

Encuentre la relacion entre ky y 7, en dos dimensiones.
Pruebe que la densidad de estados g(¢) es constante. Calcilela.

Muestre que al ser ¢ constante se anula cada término de la expansién
de Sommerfeld para n, excepto el correspondiente a 17" = 0.

Deduzca que u(T') = ep a cualquier temperatura.
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6. Deduzca exactamente a partir de n = [;° g(¢) f(e)de que

u(T) + kgT'In[l + exp(—p/(kpT))] = er

7. vi) Estime p — ep. Establezca numéricamente el orden de magnitud de
la diferencia y explique la “falla”de la expansién de Sommerfeld.

6.7.1. Degeneracion de los niveles de Landau

El hamiltoniano .
H =p*/2M
donde se usa M mayuscula para la masa del electrén, a fin de que no se

confunda con el ntimero cudntico magnético m. El momentum es el que se
escribié en clases, luego

— 1

H:— -~ _B 2 =2 ~2
s (Pe — BY)" + P, + P2l

Entonces se observa que p, y p, conmutan con H , por lo que la dependencia
en x y z debe ser funcién propia de estos operadores. Dadas las condiciones
de borde, debe ser

. nmz X
¥ = sin—= exp(ikz)p(y)

Eso se escribi6 correctamente en clases, pero por fuerza bruta. Desarrollando
(ahi si que me puedo haber equivocado) se llega a la ec de Schrédinger:

1 n’m2h?

fl ¢+ (k= eBy)’e —1*¢"] = B

que me parece que qued6 bien escrita. Ahora se hace la sustitucién (ahi me
equivoqué con el y,):

, n2n2h?
E=E=m
_ hk
Yo = B
_eB
W, = —

Con lo anterior se llega a la siguiente ecuacién de Schrodinger:
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hz i 1 2 2 /
—5M¢‘+§W%w—yJ::E¢

Con las soluciones, que se escribieron correctamente,

1
E'=(m+ é)hwc

n?m?h? 1
oage T g

Notese que la introduccién del campo magnético convirtié el espectro
(cuasi) continuo de energia en uno discreto.

Las funciones de onda dependen de k, pero la energia no, por lo que hay
degeneracion. Es razonable considerar que un nivel de Landau esta localoi-
zado en el segmento de lado L de la placa de drea L? si 0 < y, < L, lo que
fija el valor maximo de k:

E(n,m) =

eBL
kméx = 5
h

pero, por otra parte, Ak = 2w /L, por lo que el nimero de valores de k , que
es el niimero de niveles de igual energia, sera

kméx N eB

N=——=—
Ak h
(es h, no h). El numero de estados de energia por unidad de drea, es decir,

la degeneracion, serd

eB
D=—
h

donde no se incluye ningun factor 2 porque el campo magnético elimina
la degeneracién de spin (aunque habria que sumar el término de spin a la
energia)

6.8. Efecto Hall cuantico

1. Considere la “geometria Hall” tipica (vea cualquier libro). Pruebe que la
“resistencia” Hall, Ry, definida por el cuociente Ry = Vi /I, esta dada
por Ry = %, donde n es la densidad (2-dim) del gas de electrones
bidimensional.
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6.9.

Demuestre que al considerar el spin los niveles de Landau estan dados
por

n?m’h?

2ml?

donde s = j:% es el spin del electrén, g (~ 2) es el factor de Landé y
pup = 9,27410 - 1072* [JK~!] es el magnetén de Bohr. Indicacién: La
interaccién entre el spin y el campo magnético (sin interaccién spin-
6rbita) estda dada por —pu - B, con p = sgup

1
e(n,r,s, k) = + (r + é)hwc + sgupB

Explique por qué a bajas temperaturas existen valores especificos del
campo magnético para los cuales se anula la conductividad paralela a
la corriente I. Encuéntrelos.

Encuentre la relacién entre B y T para que el efecto anterior sea de-
tectable experimentalmente. Puede suponer que el gas bidimensional
estd fuertemente confinado, de modo que el tinico valor aceptable para

nes n = 1 (el nivel de Fermi estd muy por debajo de la rama con
n=2).

Sabiendo que n ~ 10m~2 en una muestra tipica y que es posible

obtener campos magénticos de hasta 30 Tesla en algunos laboratorios
especialmente equipados, estime la temperatura maxima a la que se
puede realizar la medicion.

Demuestre que para que aquellos valores de B determinados en (iii)
la constante de Hall, Ry, estd dada por Ry = ic%, donde ¢ es un
nimero entero independiente de las propiedades de la muestra (efecto
Hall cudntico). Su medicién sirve para definir el Ohm estdndar con
precision que supera a la del Volt estandar determinado por el efecto
Josephson (que se verd mas adelante).

Emisién termoidnica

Suponga que el nivel de Fermi de un metal estd a una energia ¢ por debajo
del nivel del vacio. Demuestre que escapa del metal al vacio una densidad de
corriente J=AT? exp(—¢/kT) donde A=47m.k?/h*, conocida como ecuacién
de Richardson Dushman.
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6.10. Efecto Casimir

Recordar el problema de las vibraciones en el sélido: la energia del sélido
se puede describir como la integral de un término de deformacién @? y uno
de energfa cinética v* donde ¥ = 9/t es la velocidad:

1 1
U= / 5 A+ 5CiPd',

La constante A es esencialmente la densidad y C' una constante eldstica. La
descripcién rigurosa es tensorial, pero permite identificar ambos términos,
potencial y cinético. La energia del sistema cuantico correspondiente se en-
contré determinando los modos normales de frecuencias w(E) y asignandole
a cada uno la energia (n+1/2)hw, lo que originaba la parte lineal de la rama

acustica. La energia total del sistema estd dada por:

U=3(n+ 1/2)hw(k)

donde la suma es sobre todos los k posibles, que son los que estan en la
primera zona de Brilloin.

La energia del campo EM en un volumen V" en el vacio se puede expresar
como la integral de la densidad de energia:

U= /[1/2 eo B2+ 1/2 B? /o) P

El integrando es similar al anterior, en que E? hace las veces de energia
potencial y B2 de cinética. Esta afirmacién es incompleta, ya que falta es-
tablecer las reglas de conmutacion para los campos, aqui se procedera sola-
mente por analogia. También es posible encontrar los modos normales w(lg)
y escribir la energia como en el caso anterior. Aqui interesa la energia del

punto cero (a T'=0 donde los nimeros de ocupacién son cero):

La suma es sobre todos los k posibles (el factor 1/2 desaparecié para dar
cuenta de los dos estados de polarizacién del campo).

Caso 1D

Considerar la regién entre x = 0 y x = L. Si en ambos planos hay un
conductor perfecto, la componente paralela del campo se debe anular en
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x =0y x =L, por lo que debe tener la dependiencia funcional sen(kz), que
al imponer sen(kL) = 0 lleva a k = nmw/L con w = ck (relacién de dispersién
para la onda EM).

1. Muestre que entonces la energia en la cavidad es:

Up=> Ehw(%) =mhc/L > 2 n,
suma que diverge (paciencia).

Si no hay conductores y por lo tanto ninguna condicién de borde todos
los valores de k son admisibles y la energia del sistema es una integral:

[e.9]

Uire = Z Ehw(l?) — mhe/L / xdx,
0

que también diverge. Eso es normal en electrodinamica cuantica, don-
de se recurre a trucos para quedarse con la parte regular. Para eso
considere la diferencia:

AE = Uy~ Ugpye = 7he/L[Y. n— [ wds),
n=1 0

que también diverge si se calcula directamente.

Hasta ahora parece que nadie entiende bien por qué este procedimiento
funciona, pero lo hace.

2. Aplique la regla de suma de Euler McLaurin (los f’son derivadas):

j=o00 ~ j=N+1 1

S 1) = [ s@der S {50 = [ 16 -1+ 2o 5 rVr) -
:i/ R 1 Vi 1 VII 1 IX(N\

(@) = G @)= @t 355 F O Tooe600 - @ oete0 ! P

para demostrar que:
AE = —mhe/12L

v que por lo tanto aparece una fuerza atractiva mhc/12L? entre las
placas.

El resultado anterior ignora que el sistema es realmente tridimensional.
Suponga ahora que se tiene una caja de lados D,D,L con D >> L.
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Esto significa que se puede ignorar que los k, y k, son discretos y

aproximarlos directamente por continuos, lo que no se puede hacer con
k..

3. Muestre que ahora la diferencia de energia entre las situaciones con
cajay sin caja es:

D2hc 2 g2 2\
Z/ dk/dk<k+k 5

2 2 2\1/2

—;/0 dk:x/o dky/o dk. (K2 + K2 + k2)'/2)

4. Use la regla de suma (indicacién: considere hasta la tercera derivada)
para probar que:

AE =U - Uyppe = —7 heD? [T20L°

5. Muestre que el resultado anterior conduce a una fuerza por unidad de
area atractiva:

Pasimir= 72hc/240L4,

6. Calcule la separacion L en nm para que la presion anterior sea igual a
la atmosférica.
., Cuadl sera la presion de Casimir si L = 1 nm? Exprésela en bar.
Note que todo lo anterior es aproximado: los metales se hacen conductores a

cierta frecuencia elevada, lo que disminuye la cota en las sumas e integrales
y por lo tanto la fuerza de Casimir

6.11. Superred

Una superred es una sucesion de capas de diferente material, sin disconti-
nuidad de la estructura cristalina. Suponga que ha sido posible construir una
superred de dos metales A y B en que cada capa tiene un espesor h=30 nm ,
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con A=oro y B=plata. Determine si a baja temperatura (T menor que 77 K)
la conductividad de la superred es isétropa o anisoétropa. Indicacion: calcule
el camino libre medio de los electrones en ambos metales. ; Cémo cambia esta
condicién a temperaturas elevadas (T373K)?

Datos: las resistividades de ambos metales a 77 K, 273 K y 373 K, en
Q% —mson 0.5, 2.04 y 2.84 para el oro y 0.3 , 1.51 y 2.13 para la plata,
respectivamente.

7.

7.1.
. Sea H = p?/2m + V(7) el hamiltoniano de un electrén en la red pe-

Teoria de Bandas

Teorema de Bloch

riédica, entonces V(7 + R) = V(7) para todo R perteneciente a la red
de Bravais. Demuestre entonces que la funcion de onda es de la forma

o) = *u(F)
con u(7) = u(F+ R).

El operador de traslacion “propio”de la red se define por
Trf(7) = f(7+ R)
con R en la red.

Demuestre que [H,Tr] = 0y [Tr,Tr] = 0, i.e que H y todos los T
pueden diagonalizarse simultaneamente.

—

Si t(R) es el valor propio de Tg asociado a ®, i.e. TRd = t(7)P. De-
muestre que

t(R+ R) =t(R)tR)

Sea t(a@;) = t1, con dy, ds, d3 vectores generadores de la red. Muestre
que si R = Y, n;d;, entonces t(R) =t} t 4

Como siempre se puede escribir t; = exp(2miz;), la cual es la ecuacién
que define los x;, deduzca que

t(ﬁ) = exp(zﬁ . [$1g1 + l‘ggg + 1‘353])
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7. Defina k = > 2:b; y demuestre que

Tr®(F) = exp(ik - R)®(F)

8. Muestre que

a) O(7+ R) = exp(ik - R)®(R) ;

b) ®(7) = exp(ik - F)u(7) u(F+ R) = u(F) , que son formas
equivalentes del teorema de Bloch.

c) k es desconocido por ahora y parte del problema consiste en de-

terminarlo. Los valores posibles de k quedan determinados por las
C.B. periddicas vistas en clase. Note que los k son reales, por lo
ik-7

que la funcién de Bloch ¢ = e u corresponde a una onda plana

(eiE'F) modulada por una amplitud con la periodicidad de la red.

7.2. Modelo de Kronig-Penney

El modelo de Kronig-Penney, aunque poco realista, es uno de los po-
cos potenciales periddicos que admiten una solucién sencilla. Considere un
problema 1-dim con un potencial consistente en un arreglo periédico de dis-
tribuciones de Dirac:

V(z) = ZOO a- Vyd(r — na)

n=—oo

donde V, es la intensidad del potencial (a se introduce para que V, tenga
dimensiones de energia). Defina las magnitudes adimensionales

, 2mEad®
o =
B2
2 2mV,a?
=—5
mV,a>

1. Escriba (en general) la condicién de contorno para la funcién de onda
y su derivada en x = 0.
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2. Luego, use el teorema de Bloch para escribirlas explicitamente.

3. Exprese la condicién para que (ii) tenga solucién no trivial determinante
secular).

4. Calcule el determinante y redtzcalo a una ecuacion trascendente que
defina implicitamente la energia F como funcion del vector de onda k
(el que aparece en el teorema de Bloch).

5. Deduzca que en el limite de particula libre se reobtiene la energia co-
nocida pero en forma de estructura de bandas.

6. Considere el caso de una particula de baja energia. Muestre que en este
limite 1252
E(k)=E,+ i
Calcule m* y pruebe que puede ser mayor, menor o igual a m. Esto
significa que una particula cerca del “fondo”de la banda se comporta
como una particula libre pero con una masa efectiva m*.

7. Deduzca que en el caso 1-dim la densidad de estados es

(B) = 1 dk
g - 71dE
y calcule explicitamente % para obtener g(E). Muestre que (en este

caso) diverge si ka = nm.

8. Demuestre que en general existen zanjas de energia prohibidas, es decir,
existen valores de energia F para los cuales no existen estados de Bloch.

9. Muestre que para los valores de E prohibidos la ecuacion no tiene so-
lucion para k real.

7.3. Mas Kronig Penney

Para el potencial de Kronig-Penney resuelto en el problema anterior dése
usted mismo un ancho a y la altura V, de la barrera de potencial, justificando
la eleccién de los valores numéricos.

1. Resuelva numéricamente y calcule los anchos de las primeras dos bre-
chas de energia.

39



2. Grafique las 3 primeras bandas en los esquemas de zona: reducida,
extendida y periodica.

3. Calcule y grafique la densidad de estados en funcion de la energia para
las dos primeras bandas.

7.4. Densidad de estados del electron de Bloch

Considere una suma de la forma (f) = 2% f.(k) en que la suma se
extiende sobre todos los estados y el factor 2 da cuenta de la degeneracion
de spin.

1. Muestre que si el volumen V del cristal es muy grande se cumple que

(=23 [ fulbk
H —_—
) (2
donde la integral se lleva acabo en la 1* zona de Brillouin.

2. Si fu(k) depende de k solamente a través de la energi a, ie. f,(k) =
f(en(k)), demuestre que (f) se puede escribir como

(1) = [ 9e) s
integral sobre todos los valores de €, con g(¢) = X, gn(€)de y

0.(6) = [ 3(e —=ulb) T (¥

3. Use las propiedades de la distribucion de Dirac para probar que

1 dS
gn(€) = E/W ) (%)

donde S(e) es la superficie €,,(k) =cte en la banda n-sima.

4. Rederive escribiendo
g(e)de = (35) - dn

en que dn es el nimero de estados en la banda n-ésima con energias
entre € y € 4 de.
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5. Muestre que
1
W(e)de = — / &

6. Sea di(k) la distancia (normal) entre las superficies €, (k) = ¢y (k) =
€ + de , que en general depende de k. Muestre que entonces se cumple

is
473

gule)de = / 5(k)

Sn(€)

7. Exprese dx(k) en términos de e(k) y rederive asi la ecuacién.

8. Muestre que el caso del electréon libre (Sommerfeld) se reobtiene como
caso limite.

9. Demuestre que Ve(k) necesariamente se anula en una superficie. En
general g,(¢) converge pero sus derivadas no lo hacen (no se pide de-
mostrarlo).

7.5. Modelo semiclasico del electron

El modelo semiclasico para la dindmica del electrén supone que no existen
transiciones entre las bandas. Este problema proporciona una estimacién
grosera de las condiciones para que esto ocurra. Si el potencial periédico
tiende a cero existe degeneracion de bandas cuando k esta en los planos de
Bragg. En este caso las transiciones interbandas son posibles. El potencial
periédico, en general, remueve la degeneracion, impidiendo las transiciones.

1. Considere un electrén representado por un paquete de ondas de ancho
Ak. Demuestre que la incertidumbre en la velocidad, Awv, es

1 9%

Av ~ E<%)

Ak

Para que la descripcion tenga sentido, la incertidumbre en v debe ser
mucho menor que la velocidad electronica tipica. Deduzca entonces que

hUF
92E

Ok?

Ak <<
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. Demuestre que en el plano de Bragg definido por G; y G4 se cumple
que

OPFE 1 h*G

8/{32 - EG m )
donde G = G5 — (G es el ancho de la banda prohibida. Nota: Sean G,
y Gs vectores cualesquiera pero fijos de la red reciproca. El plano de
Bragg asociado a ellos es perpendicular a Gy — Gy y dimidia el trazo
que los une. Por lo tanto, buscar la degeneracién de k equivale a buscar
el plano de Bragg.

. Para que la degeneracién sea relevante, esta debe ocurrir en bandas
cercanas al nivel de Fermi. Use este hecho para deducir que

0*FE N h2vg?
ok Eg
y
Ak << &
hUF

. Encuentre un limite inferior para la incertidumbre en la posicion del
electron y deduzca que la incertidumbre en su energia potencial en
presencia del campo eléctrico satisface

eFhvup

G

eAD >>

. Si esta incertidumbre es comparable al ancho de la banda prohibida,
puede haber transiciones interbandas sin violar la conservacion de la
energia. Muestre que una condicién necesaria para que estas condiciones
no ocurran es
Eg?
eall << ——
Ep

Use el hecho que hvp ~ Er, donde a es la constante de la red.

. Es posible usar este resultado para deducir una restriccion andloga para
la intensidad de campo magnético.

. Escriba el Hamiltoniano en dos dimensiones para un electrén libre en
un campo B uniforme y perpendicular al plano del electron. Muestre
que tiene la forma de un oscilador arménico con frecuencia w = eB/me.
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8.

7.6.

Deduzca que no es posible localizar al electrén en el espacio k£ con una
certeza en la posicién mayor que

mw,

h

(k) =

y que una condicion necesaria para que no hayan transiciones interban-

das es )

Eq
hw, —
W, << EF

Bandas

La figura muestra la estructura de bandas del arsenuro de galio, GaAs,
en la primera zona de Brillouin (a=0,56534 [nm| a 300 K; cibico).

1.

7.7.

Represente la banda de conduccion en el esquema de zona periddica a
lo largo de las direcciones [100] y [111].

Represente la banda de conduccion en el esquema de zona extendida a
lo largo de la direcciones [100] y [111].

Dopando este material es posible construir una estructura en la cual
“paredes "n y p se suceden regularmente, separadas por zonas intrinse-
cas, i, (estructura “nipi”), como en la figura adjunta.

Notando que el efecto de esta superestructura es sobreimponer un po-
tencial débil y periddico, con periodicidad mayor que (y multiplo de)
la constante de la red, adivine como se modifican las bandas repre-
sentadas en (ii). Indicacién: Inspirese en su solucién del modelo de
Kronig-Penney.

Electron semiclasico

Considere el movimiento semiclasico de un electrén de Bloch en un campo
magnético constante y uniforme B.Sea@ | la componente de @ en el plano

1 a

B. En clases se demostré que (SI) d?l/dt = —(e/R*) v e(?)L x By

que el periodo se puede escribir de la siguiente forma

h? dk |
T=— ¢ ——— =
eBJ | ge(k), |

43



1. Sea S(e, k) el area del plano % = kZ interior a la superficie e(?) = cte.
Muestre entonces que
T h_2 0S (e, k)
eB  Oe

Haga una figura. Recupere el limite de la particula libre.

2. Use la analogia con la particula libre para definir un masa efectiva
ciclotrén adecuada, m* (en general no coincide con las otras).

3. Describa cualitativamente el movimiento en el espacio real y muestre
que la proyeccion de la orbita en el plano L a B no es necesariamente
una curva cerrada.

8. Semiconductores

8.1. Estadistica de niveles donadores

Problema 28.4 Ashcroft y Mermin.

8.2. La region deprimida en equilibrio térmico

Problema 29.1 Ashcroft y Mermin.

8.3. Juntura pn abrupta, pero no tanto

Dése valores razonables de N, y Ny para el silicio a temperatura am-
biente. Use los resultados derivados en clases para la juntura sin polarizar
como punto de partida para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones
autoconsistente, hasta que le parezca que converja (puede usar algoritmos
mejores, si los tiene disponibles). Grafique sus resultados para n(z), p(z)
y ®(x) comparandolos con los resultados analiticos aproximados. Grafique
ademads la diferencia @,umerico() — Paprozimado () (elija ®(—o00) = 0.

8.4. Corriente de saturacion.

1. Sea 7,la constante de tiempo de recombinaciéon para electrones. Esto
significa que la probabilidad de recombinarse con un hueco en un tiempo
dt es dP = dt/T,. Si la densidad de electrones en equilibrio es n, pruebe
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que dn/dt = —(n — n,)/7, donde n es la densidad de electrones. Lo
mismo es cierto para los huecos.

. Muestre que en el caso visto en clases (huecos minoritarios inyectados)
se cumple la ecuacion

P — Do
Th

v07h+ =0

Debe justificar el escribir esta ecuacion en estado estacionario, donde

pareceria que V e 7h = 0.

. Pruebe que para la juntura en equilibrio (V=0) se cumple p; =: p(z =
dy) = N, exp|—eAd,/kpT].

. Reescriba el resultado anterior para la juntura polarizada y demuestre
n

que py = - expleV/kT].

. Calcule la corriente de difusién de huecos inmediatamente a la derecha
de la zona deprimida (es decir en x = dg ).

. Demuestre la ecuacion del diodo ideal:

J(V) = J,(exp[eV/kpT] — 1)

con : D 9 D
J, = &_h + ﬂ_e
Ny L, N, Ly

. Estime el tamano de la corriente eléctrica de saturacion en una juntura
p-n a temperatura ambiente si el hiato de energia de la banda es 0.5 eV,
las concentraciones de donadores (o aceptores) de 10 cm ™3, los tiempos
de recombinacién de 10755 y las distancias de difusién de 10~4cm.

Juntura p-i-n

Considere una juntura analoga a la p—n estudiada en clases, pero con una

region intrinseca de ancho h entre las zonas p y n. La densidad de aceptores
en la zona p es N4 = Ny, no habiendo donadores. La densidad de donadores
en la zona n es Np = Ny, no habiendo aceptores. La frontera p-i corresponde
a r = 0. Use un modelo similar al de la juntura abrupta suponiendo zonas
deprimidas dy y ds.
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1. Determine las densidades de carga en las zonas:
< —d1
s —di <z <0

O<zxz<h

h<x<h+dy

h+dy <z
2. Calcule el potencial electrostatico en cada regién

3. Calcule d; y dy en funcién de h y AP = &, —P_, (Asegiirese tomando
el limite h — 0)

4. ;Qué ocurre si h es grande? Precise Ud. mismo el significado de grande.

8.6. Juntura n-p no abrupta

Resolver el problema de la juntura n-p no abrupta, en la cual las densida-
des de donadores y aceptores decaen linealmente hacia la juntura. (El valor
constante se obtiene a una distancia a de la juntura.)

8.7. MOS

Considere el MOS caracteristico: Metal/Aislador/Semiconductor
s [. Metal

» [[.dieléctrico

» [II. Semiconductor

Sean: o: densidad de carga superficial en la interfaz metal-dielctrico; ¢,: po-
tencial en la interfaz dieléctrico-semiconductor.

1. Muestre que con las aproximaciones usadas en clases la densidad de
carga es
p=e(Np—Na+p—n)

con
ed

n = nyerr
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—a¢
p = pOe kT
donde n, y p, estan dados por la condicion

Np—Ng=n,—p, St x— 00 .

. Las condiciones de contorno son
o(I) =V

¢(o0) =0
o(x =0) = ¢ (por determinar) .

Si x > 0 demuestre que el campo eléctrico F esta dado por

2kT °
E=+"—G($,~)
eAp Po
con
2k’T€]1[ o —ed egb Ny, ep
)\2: G %) = e®T A —“(ewr — —— 1
S E ( ’po) x4 +po(e

Indicacién: Multiplique la ecuacion de Poisson

2
oL e
por do/dz.
. Demuestre que
" g,,,ge(@, )
. Deduzca que -
€ Mo
Vb=t 505 G0 D)

donde C,, es la capacidad por unidad de area del 6xido.
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5. El MOS puede considerarse como dos condensadores en serie. El 6xido
tiene capacidad constante. El semiconductor tiene capacidad variable
por unidad de area dada por

1 dos
Crrr ~do
Verifique que
I 1 do,
CIII B Com av

6. Dése valores numéricos “razonables”y grafique ¢ en funcién de V. (Use
(iv), calcule V(¢,) v grafique intercambiando los ejes.)

7. Grafique Cf; y la capacidad del semiconductor en funciéon de V.

9. Superconductividad

9.1. Ecuaciones de London

Se acepta que las ecuaciones de Maxwell se cumplen en el superconductor:

1. Ve E =ple,

2. VeB=0

3. VX E+0B/ot =0

4.V x B = p,(J 4+ 0D/0t), que se reduce a pi,J a baja frecuencia
Ecuaciones de London

1. Suponga que los superelectrones, de densidad n,, no experimentan co-
lisiones. De ahi deduzca, con un método analogo al usado en el modelo
de Drude, que la (super) corriente satisface

oJ B nge>

= = E
ot m

Esta ecuacion describe la resistencia cero.
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2. Use la tercera ecuacién de Maxwell para deducir que
m

B=— V xJ

nge?

Esta ecuacién describe las propiedades diamagnéticas

3. Combine las ecuaciones para deducir que el campo magnético satisface
la ecuacion:
B-MNV?B=0
Muestre que en el caso 1D el resultado es un campo magnético que se
extingue exponencialmente hacia el interior del superconductor masivo
con un espesor de penetracion A.

4. Deduzca la forma alternativa de presentar el diamagnetismo:
A+ ,uo)\Qj =0
Donde A es el potencial vectorial magnético
Note que las ecuaciones de London no son exactas, entregan solamente una

descripcién fenomenoldgica aproximada de la electrodinamica del supercon-
ductor.

9.2. Termodinamica de la transicion superconductora

El trabajo por unidad de volumen realizado sobre un material al aumentar
el campo magnético en dB es dW = HdB.

1. Muestre que
2

H
aw = (& )+ o HdM

e interprete cada término por separado.

2. Use la analogia PdV (trabajo mecénico) con p,HdM (trabajo de mag-
netizacién) para definir la funcién de Gibbs de un material con mag-
netizacién M (tenga cuidado con los signos).

3. Si la temperatura y la presién se mantienen constantes, que es lo que
ocurre durante un cambio de fase, pruebe que dg = —pu,MdH y que el
cambio de energia libre debido a la magnetizacién es

g(H, T, P) = g(0.T, P) = s, | MdH
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4. En el caso de un superconductor, verifique que el campo magnético H
aumenta la energia libre. ;Qué ocurre con un material ferro—, para—,
diamagnético?

5. Calcule g,(H,T, P) — g5(0,T, P) para el superconductor.

6. Recuerde que el estado normal es casi no magnético, por lo que su
energia libre casi no cambia por efecto del campo magnético.

7. De este hecho deduzca la existencia del campo magéntico critico, H.,
y calcilelo en términos de ¢,(0,7, P) y gs(0,T, P), donde s denota
el estado superconductor y n el estado normal. Note que la necesaria
existencia del campo critico se deduce de consideraciones puramente
macroscopicas.

8. Demuestre que la diferencia entre las energias libres en los estados
normal (independiente de H) y superconductor se puede colocar como

1
9n — gs<H> = §M0<H3 - H2)

Ademas, deduzca que

dH,
Sn - Ss - _IU’OHC(W) )

siendo S la entropia.

9. Se encuentra experimentalmente que H,. decrece al aumentar la tem-
peratura. Deduzca que el estado superconductor es mas .°rdenado” que
el normal.

10. Pruebe que a T =0K  dH./dT = 0.

11. Demuestre que en ausencia de campo magnético la transicion de fase
es de segundo orden termodindmico, pero de primer orden en presencia
de campo.

Notas:

» Las magnitudes extensivas estan referidas a la unidad de volumen.
» Se usa la convenciéon M = —H.

= Desprecie el espesor de penetracion.
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9.3. Muestra delgada

En el problema anterior se mostré que el campo magnético critico se
relaciona con la funcién de Gibbs g = G/V por

1

2
_:uoHc =3n —0Gs -
2
Este campo es a veces llamado campo critico ”termodinamico” y es una
propiedad del especimen masivo (dimensiones >> )). Considere ahora una
placa muy grande, plana, de espesor 2a, sumergida en un campo externo H,

paralelo a la placa.
1. Calcule B en el interior de la placa.

2. Demuestre que el momento magnético por unidad de area de la placa

es _ tanh(a/A)

= —2akH, k=1
m a )\

3. Muestre que la susceptibilidad magnética efectiva de la placa es —k y
no —1, y que puede diferir mucho de —1 si la placa es delgada.

4. Suponiendo que la funcién de Gibbs (g, , gs) no depende del espesor,
demuestre que el campo critico de la placa es

H
H = =~
© Vk

y que es mayor que H. si la placa es delgada.

5. Estime numéricamente el espesor de la placa necesario para que el
incremento del campo critico sea significativo (por ejemplo un factor
10).

9.4. Campo magnético critico

Por termodinamica se sabe que la energia del superconductor por unidad
de volumen aumenta con H desde cero hasta p,H?/2. Por otra parte, la
energia al dejar de ser superconductor aumenta debido a la ruptura de los
pares de Cooper. Suponga todos los electrones hasta una profundidad A bajo
el nivel de Fermi estan condensados.
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1. Muestre que al romperse la superconductividad la energia por unidad
de volumen aumenta aproximadamente en % g(r)?

2. Muestre que si H es suficientemente bajo es energéticamente mas con-
veniente que el sistema se mantenga superconductor

3. Deduzca que el campo magnético critico a temperatura cero esta dado
por
1 2 1 2
_MOHC (T = 0) = _g(eF)Ao
2 2
4. Sabiendo que en un metal normal se cumple que si T — 0 entonces
Cy/T — v + BT? y usando la relacién entregada en clases entre Ag y
T., muestre que
o H
12
Ese resultado es una manera de comprobar si un superconductor se
comporta segun la teoris BCS o no

= 0,47

9.5. Superconductores tipo 11

La existencia de superconductores de tipo II esta asociada al efecto com-
binado de las longitudes de penetracion A\ y correlaciéon £. En algunas oca-
siones es termodinamicamente conveniente la penetracion parcial del campo
magnético, reduciendo a normal un sector del superconductor. Considere un
bloque plano de gran extension en las direcciones = e y, y de extensién L en
la direccion z. Suponga que una fibra de campo magnético paralelo al aje
z logra penetrar el bloque, reduciendo el material al estado normal en un
sector cilindrico. Suponga ademas que el campo H tiene intensidad uniforme
dentro de un cilindro de radio A, y que no hay superelectrones en un cilindro

de radio &.

1. Recordando que la densidad de superelectrones es % g(er)A calcule la
variacion de energia debido al rompimiento de los pares de Cooper
dentro del cilindro de radio £. Exprese esta energia en términos de H.,
el campo critico termodinamico.

2. Calcule el aumento de energia magnética al aceptar H en el cilindro de
radio A. Suponga H uniforme dentro de este cilindro.
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3. Calcule la variacién total de energia al penetrar el campo en el cilindro.
Se define la constante de Ginzburg Landau x = A/¢. Demuestre que
si Kk > 1 es favorable que el campo empiece a penetrar para valores
menores que H..

4. Dado k > 1 calcule el campo H,; al cual empieza a penetrar el super-
conductor en términos de H. y k.

9.6. Modelo simplificado para resultados de la teoria
BCS

En este problema se propone un modelo simplificado para reproducir
algunos resultados de la teorfa BCS a T' = 0. En el modelo de Sommerfeld
un electrén se describe con una funcién de onda de la forma e*7. La forma
mas general que puede adquirir la funcién de onda de un par de electrones de
momenta opuestos se obtiene mezclando todos los estados |p' >y p' = —[p >

en la forma

o7, 7) = /g R Pl = g7 — )

27T

De este modo se satisface autométicamente la condicién g+ p’ = 0. Note que

¢(R) = ¢(—R), como debe ser para un bosén.

1. Sea V(7,7) = V(' — ) la interaccién entre los electrones del par. De-
muestre que en la representaciéon de momenta la ecuacién de Schrodin-
ger tiene la forma

2h2k2 @)
2m 27T

/X / _’7 E/ dgk,

2. Si el metal estda a T" = 0, todos los estados bajo el nivel de Fermi
(k < kr) estdn ocupados y no son accesibles a los electrones del par.
Estoequivale a imponer

X(B)=0 si k<kp .

El potencial V (7, 7) es desconocido. Como aproximacién se supondré que
todos sus elementos son idénticos si p'se encuentra en un pequeno cas-
carén en torno a la esfera de Fermi y cero en cualquier otro caso, es
decir donde V, > 0 (es decir V es atractivo) y v es una frecuencia
promedio de fonones ( o cualquier otra cosal ).
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. Un estado ligado tendra una energia F < 2¢p y la energia de "ioniza-
ciéon” por electréon sera
A=2—-F .

Demuestre que existe un estado ligado de energia E si

. 1 €7hug(€)d€ ,
2 2 - F ’
ep

donde g(¢) es la densidad de estados en el metal de Sommerfeld

. Demuestre que si g(ep) # 0, la ecuacién anterior tiene soluciéon con
E < 2ep para V, arbitrariamente pequeno. Esto significa que sin im-
portar cuan débil es la interaccidn, si esta es atractiva existira un par
de Cooper. Note que el papel del principio de exclusién de Pauli es
crucial: si este limite inferior de la integral fuera 0 y no e, entonces
g(0) = 0, luego no podria haber solucién con V, arbitrario.

. Suponga que en el intervalo [ep,ep + hv| g(e) >~ g(ep) vy demuestre

que

A 2hw ’

1
eg(EF)Vo — 1

que en el limite de acoplamiento dbil tiende a

1
A — 2hweErve

. Sabiendo que g(ep) ~ %, qué factores favorecen la superconductivi-
dad?

Efecto Josephson

Las matematicas asociadas a la juntura Josephson pueden ser algo com-
plicadas. Este problema provee una analogia mecanica que permite describir
cualitativamente su comportamiento.

1. Estime la capacidad de una juntura Josephson de 1mm? de érea. ;Es

despreciable?
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. Suponiendo que se aplica una tension de 1 mV a la juntura, calcule el
campo eléctrico en el interior. De aqui se deduce que no es evidente que
se deba despreciar la conduccién por electrones normales. Suponga que
ésta es ohmica.

. Si [ es la corriente total que atraviesa la juntura Josephson, demuestre
que:

hCd*o  h dp

T2 dz T 2eRdr Y

donde

1. es la correinte crtica de la juntura

o |

C es la capacidad de la juntura, y

R es la resistencia de la juntura.

)
)
)
)

e 1o

se usb o por Ap

= [ndicacion: use los resultados sugeridos en 1 y 2

. Considere un péndulo rigido de largo [, masa m concentrada en el extre-
mo y sin roce en el pivote. Sea 6 el angulo con respecto a la vertical. Si
la fuerza viscosa del aire es (roce) es —nf y se aplica un torque externo
7, derive la ecuacion diferencial correspondiente

. Muestre que existe una analogia término a término entre la ecuacién
de la juntura y la del péndulo. Complete la siguiente tabla:

Péndulo Juntura
Deflexion 0
Torque aplicado T
Momento de inercia
Amortiguamientoviscoso n
Dseplazamiento horizontal [senf
Velocidad angular w = %

. Note que existe un torque critico 7. tal que torques menores (constan-
tes) originan una deflexién permanente (Si, por el contrario, T > 7,
el péndulo da vueltas). ;Qué conclusién puede derivar para la juntura
usando esta analogia?
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7.

9.8.

Si 7 > 7. la velocidad angular del péndulo crece hasta alcanzar un
estado cuasiestacionario en el cual < % >r (promedio temporal en un
ciclo) es constante. Use la analogia para derivar la frecuencia del efecto
Josephson ac.

La corriente Josephson se relaciona con la fase a través de la juntura
por
1 =118Ing

El mismo resultado se obtiene colocando i sin(¢ — 7). Use la analogia
para decidir entre ¢ y ¢ — 7.

Efecto Josephson y el volt estandar

Referencias: Superconductor Industry, Primavera 1995, disponible en el
laboratorio. Barone y Paterno, Physics and applications of the Josephson
Effect.

1.

Explique el fundamento fisico que permite usar el efecto Josephson
para fijar el volt estandar. ;Cudl es la ventaja principal sobre otras
posibilidades?

. Indique la precisién que se puede alcanzar en la determinacion del Volt

estandar por medio del efecto Josephson. Compare con la que se obtiene
con medios més convencionales (describalos).

., Cuantas junturas en serie son necesarias?

Describa que ocurre cuando la juntura Josephson se ilumina con fotones
(frecuencia de microondas)

., Cémo se fabrican las junturas?
Explique cémo se usa en la practica un chip de junturas Josephson

., Qué proporciona més precision, el efecto Josephson o el efecto Hall
cuantico? Justifique
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9.9. Corriente permanente

Un anillo superconductor puede sustentar cualquier correinte permanente
por debajo de la corriente critica. Esto deja de ser efectivo si hay un a jun-
tura Josephson o una juntura diebil (weak link). En este caso sélo algunas
corrientes permanentes son posibles.

1. Demuestre que la energia libre por unidad de area de la juntura es

By

f(w)—g(l—cow) L por A

= Suponga la corriente tinel uniformemente distribuida en la jun-
tura

= Considere dos sistemas separados, adscribiendo la juntura a uno
de ellos

= Suponga el sistema 1 alimentado por una fuente de corriente I.
Entonces el incremento en energia libre del subsistema 1 sera dF; =
IVidt

= Para la juntura serd dF = dF, — dF}

» Elija /' = 0 si no circula corriente

2. Grafique J(¢) y F(p) para un periodo. Muestre que a cada valor de la
corriente le corresponden dos fases, pero una sola es estable (F minimo).

3. Suponiendo que no hay campo externo, pero que la autoinductancia
del circuito no es despreciable, deduzca que la corriente que circula por

él es ,
. .. 2rmla
1 = —iy 8in
Po
0
r = —senfx

donde x =i/iy, y B = 27;)# Esta ecuacién trascendental determina los
o
valores posibles de la corriente permanente

4. No todas las soluciones de la ecuacion anterior son estables. Demuestre
que salvo una constante aditiva la energia libre del sistema es
1

F(z) = §L112(:c2 - %cos px)
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5. Para § = 107 encuentre las dos primeras soluciones no nulas para x.
Demuestre que una es estable y la otra no

6. ;Existe siempre una solucién estable para la ecuacion? ;Qué concluye
fisicamente?
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