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La palabra “geoestadística” fue inventada por Georges Matheron en 1962.  
 
El prefijo “JHR” alude a las ciencias de la tierra, que ha sido históricamente la disciplina 

donde la geoestadística se ha desarrollado. Los campos de aplicación actuales alcanzan los 
dominios más variados, como la evaluación de recursos naturales (mineros, forestales, gas, 
petróleo, etc.), ciencias del suelo y medio-ambientales, topografía, oceanografía, geofísica, 
agricultura y análisis de imágenes, por nombrar algunos. El término “HVWDGtVWLFD” se refiere 
al uso de herramientas estadísticas y probabilísticas. Con respecto a la estadística clásica, la 
geoestadística busca tomar en cuenta las dependencias entre las observaciones disponibles, 
considerando que ellas están ubicadas en el espacio. 
 

���1RFLyQ�GH�YDULDEOH�UHJLRQDOL]DGD�
 

La geoestadística se define como el estudio de fenómenos�UHJLRQDOL]DGRV, es decir, que 
se extienden en el espacio y presentan una cierta continuidad. Por “espacio”, entenderemos 
en general el espacio geográfico, pero puede también tratarse del eje temporal o de espacios 
más abstractos. El objeto sobre el cual trabajaremos será una descripción matemática del 
fenómeno regionalizado, a saber, una o varias funciones numéricas llamadas YDULDEOHV�
UHJLRQDOL]DGDV, que miden ciertas propiedades o atributos relacionados con este fenómeno. 
Por ejemplo: 

 
• la ley de un mineral, la potencia de una veta, la acumulación, la densidad de la roca o la 

recuperación metalúrgica, describen un fenómeno de mineralización; 
 
• la porosidad y la permeabilidad de la roca en un reservorio de petróleo o en un acuífero; 
 
• la concentración de un elemento contaminante en la atmósfera o en el suelo; 
 
• la altitud topográfica en un punto del espacio geográfico; 
 
• la conductividad eléctrica, el pH y la concentración en nutrientes medidas sobre una 

muestra de suelo; 
 
• el número de árboles y su diámetro promedio en áreas de observación de un bosque. 
 

Del punto de vista conceptual, una variable regionalizada es una función determinística. 
En general, esta función presenta dos aspectos complementarios: por una parte, tiene una 
cierta “continuidad” espacial (zonas de altos valores / zonas de bajos valores), pero por otro 
lado, varía irregularmente y escapa a toda representación simple (Figura 1).  
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)LJXUD��. Variable regionalizada en un espacio unidimensional.  
Por ejemplo, podría representar la concentración de un contaminante  

medida a lo largo del tiempo en una estación de monitoreo. 
 

Dado que un fenómeno regionalizado nunca posee una extensión infinita, estudiaremos 
la variable regionalizada sólo dentro de un dominio limitado D llamado FDPSR de la 
variable. Este campo puede representar una zona natural, fuera de la cual la variable no está 
definida. Puede tratarse también de un dominio particular, donde la variable interesa, por 
ejemplo, los sitios donde no se anula o donde es mayor que un límite de detección. 
 

���1RFLyQ�GH�VRSRUWH�
 

Una variable regionalizada puede definirse, no sólo en cada punto del espacio, sino que 
también en una superficie (2D) o en un volumen (3D). La superficie o el volumen sobre el 
cual se considera la variable regionalizada se denomina VRSRUWH. En general, el soporte de 
las mediciones es muy pequeño (asimilado a un “ punto” ), mientras que el que interesa en la 
práctica puede ser más voluminoso (por ejemplo, las unidades selectivas de explotación en 
evaluación minera o las unidades de remediación en contaminación de suelo). Esta noción 
es esencial debido a la dependencia que existe entre el soporte y la distribución estadística 
de los valores, conocida como HIHFWR�GH�VRSRUWH: los soportes voluminosos presentan una 
menor cantidad de valores extremos y una mayor cantidad de valores intermedios que los 
soportes puntuales. Así, la distribución de los valores (en especial, su varianza) depende del 
soporte sobre el cual está definida la variable regionalizada. Este efecto queda ilustrado en 
la Figura 2, que muestra la distribución de la ley de cobre en un yacimiento medida sobre 
tres soportes distintos. Se observa que la forma del histograma tiende a simetrizarse cuando 
aumenta el soporte y que la varianza disminuye, aunque se mantiene constante el valor 
promedio. 
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)LJXUD��. Histogramas de leyes de cobre medidas sobre tres soportes distintos  
(bloques de 1m×1m, 5m×5m y 25m×25m). 

 
 En los problemas que involucran un cambio de soporte, es deseable que la variable 
regionalizada sea DGLWLYD, es decir, que su valor en la unión de varios dominios sea igual a 
la media de sus valores sobre cada uno de ellos. Esta restricción es necesaria para que el 
cálculo del valor promedio sobre un soporte más grande que el soporte de las mediciones, 
tenga un sentido físico. 
 

���'DWRV�\�PRGHORV�
 
 Normalmente, no se conoce la variable regionalizada en forma exhaustiva, sino que 
solamente a través de un conjunto limitado de GDWRV (muestras de sondajes en exploración 
minera, observaciones en terreno en ingeniería forestal, mediciones realizadas en estaciones 
de monitoreo en contaminación atmosférica, etc.). 
 
 Para aprovechar la información disponible, más allá de un simple reporte de los datos, 
será necesario construir PRGHORV. Pero debe tenerse presente que un modelo nunca describe 
la variable regionalizada en su totalidad, sin simplificación, ni distorsión. El modelamiento 
y las hipótesis que se requieren aportan mayor información que aquella contenida en los 
datos experimentales. En consecuencia, conviene reducir al máximo la complejidad del 
modelo, evitando introducir hipótesis o parámetros arbitrarios, que no se puede controlar 
experimentalmente. Por el contrario, es necesario encontrar el modelo menos exigente que 
permite resolver el problema planteado.  
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���/RV�SUREOHPDV�GH�HVWLPDFLyQ�
 
 La “ predicción”  o “ estimación”  constituye un objetivo importante de la geoestadística. 
Consiste en evaluar, de la manera más precisa posible, un valor que no ha sido medido, a 
partir de los datos disponibles. Una característica de los métodos geoestadísticos será, no 
sólo construir estimadores, sino también proporcionar una medida de la precisión de la 
estimación por medio de herramientas probabilísticas (por ejemplo, varianzas o intervalos 
de confianza...). Distinguiremos dos tipos de estimaciones: las estimaciones JOREDOHV y las 
estimaciones ORFDOHV. 
 

La HVWLPDFLyQ�JOREDO busca caracterizar el campo D completo por un valor único (por 
ejemplo, la media de la variable regionalizada en estudio) o por una distribución estadística 
(histograma). Es poco común que una estimación global sea suficiente; frecuentemente, se 
requiere completarla con estimaciones locales. Por ejemplo en un estudio de contaminación 
de suelo, no basta con evaluar la concentración promedio en toda la zona de un elemento 
contaminante, sino que es necesario distinguir los sectores fuertemente contaminados de 
aquellos que no lo están.  
 
 Por el contrario, las HVWLPDFLRQHV�ORFDOHV se interesan por los diferentes sectores de la 
zona de estudio. En general, se busca evaluar el valor en un sitio que no ha sido muestreado 
o el valor promedio de un “ bloque”  cuyo soporte es mayor que el soporte de los datos. En 
este problema, debe considerarse la continuidad espacial de la variable regionalizada, las 
distancias entre el sector a estimar y los sitios con datos, así como la configuración espacial 
de los mismos sitios con datos puesto que datos agrupados suelen tener valores parecidos, 
constituyéndose en información redundante.  
 

Otro aspecto de la estimación local es la cuantificación de la LQFHUWLGXPEUH en los 
valores de la variable regionalizada y la probabilidad de que estos valores superen o queden 
debajo de ciertos límites. Por ejemplo, el agrónomo está interesado en conocer los sectores 
de una parcela donde el pH es demasiado bajo, para poder abonarlos con cal y mejorar la 
fertilidad. El medio-ambientalista quiere cuantificar el riesgo de que la concentración de un 
elemento tóxico en el suelo supere un umbral crítico, de modo de poder tomar medidas de 
remediación. Al ingeniero de minas le interesa saber si las leyes de mineral son mayores 
que una ley de corte que asegura la rentabilidad de la explotación minera, luego evaluar los 
tonelajes y cantidades de metal que se puede extraer sobre esta ley de corte. 
 
 Los problemas de estimación no son los únicos a los que responde la geoestadística. El 
análisis de la GHSHQGHQFLD�HVSDFLDO permite describir la distribución de los valores en el 
espacio, cuantificar las FRUUHODFLRQHV o redundancias de información entre valores medidos 
en sitios diferentes, determinar el tamaño de la “ zona de influencia”  de una observación, así 
como detectar DQLVRWURStDV que indican que la variable regionalizada tiene direcciones 
preferenciales de continuidad en el espacio. 
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���$OJXQDV�QRWDFLRQHV�
 
 En lo que sigue, denotaremos como: 
 
• G la dimensión del espacio de trabajo. En general, G = 2 ó 3, es decir, nos encontramos 

en el espacio geográfico R2 o R3. 
 
• D el campo de la variable regionalizada, que es un dominio limitado del espacio R

�
. 

 
• [ = ([1,... [ � ) un vector de coordenadas espaciales. 
 
• ] = {]([), [ ∈ D} la variable regionalizada estudiada. A menudo, ]([) ∈ R. En el caso 

multivariable, se podrá tomar ]([) ∈ R
�
 o, lo que es lo mismo, trabajar con 1 variables 

regionalizadas reales. 
 
• Q el número de sitios con datos. 
 
• {[α, α = 1... Q} los sitios con datos en D. 
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&DStWXOR����(VWXGLR�H[SORUDWRULR�GH�GDWRV�
 
 
 
 
 La geoestadística busca estudiar una o varias variables regionalizadas conocidas vía 
una toma de muestra. Previo al uso de métodos geoestadísticos propiamente tal, conviene 
realizar un estudio exploratorio de los datos disponibles, el cual tiene tres objetivos: 
 

1) Analizar (mediante herramientas estadísticas simples) la cantidad, la calidad y la 
ubicación de los datos disponibles. 

 
2) Definir la(s) zona(s) de estudio. Una división del campo en varias sub-zonas puede 

ser relevante si uno observa cambios abruptos en la distribución espacial de valores, 
o si la geología del fenómeno lo indica. 

 
3) Anticipar dificultades o problemas que puedan surgir en la fase de estimación local 

(por ejemplo, presencia de valores atípicos que se destacan de aquellos de los datos 
vecinos). 

 
Se ejemplificará los conceptos y herramientas con el estudio de una base de datos de 

contaminación de suelo. Estos datos constan de 359 muestras en las cuales se ha medido 
siete variables (a saber, las concentraciones de cadmio, cobalto, cromo, cobre, níquel, 
plomo y zinc). A continuación, se da una breve descripción de la zona de estudio (fuente: 
referencia bibliográfica [44]). 
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���'HVSOLHJXH�GH�GDWRV��PDSDV��
 

El despliegue de los datos permite visualizar su ubicación en el espacio. Cuando se 
trabaja en el espacio tridimensional, el despliegue puede hacerse con proyecciones (plantas 
y secciones) o vistas en perspectiva. Los mapas de datos pueden incluir información sobre 
los valores medidos y así dar una idea preliminar de la distribución y continuidad espacial 
de la variable en estudio, por ejemplo, utilizando símbolos de forma o tamaño variable o 
escalas de colores / de grises (Figura 1). 
 

 
 

)LJXUD��. Mapa de datos de contaminación de suelo. La escala de grises  
se refiere a la concentración de cobalto expresada en ppm. 

 
 Se observa que gran parte de los datos están distribuidos según una malla de muestreo 
regular de tamaño aproximado 0.25 × 0.25 km. Sin embargo, algunos sectores de la zona de 
estudio han sido reconocidos con una mayor cantidad de muestras, constituyéndose algunos 
agrupamientos (FOXVWHUV). El diseño de la malla de muestreo se explica a continuación (ver 
referencia [44]). 
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 La presencia de agrupamientos de datos hace que la malla de muestreo sea irregular en 
la zona de estudio. Al momento del análisis estadístico, será importante tomar precauciones 
puesto que los sectores más densamente muestreados podrían tener demasiada importancia 
y distorsionar las estadísticas sobre las concentraciones de cobalto. Por ejemplo, esto sería 
el caso si los agrupamientos fueran realizados en los sectores de mayores concentraciones 
de cobalto (PXHVWUHR�SUHIHUHQFLDO). 
 
 El mapa de los datos (Figura 1) da una primera idea de la distribución de los valores en 
la zona de estudio. Así se puede distinguir sectores con valores altos (datos señalados con 
colores oscuros) y sectores menos contaminados (datos señalados con colores claros). 
 

���'LVWULEXFLyQ�HVWDGtVWLFD�GH�YDORUHV�
 

Además de visualizar mapas de los datos, interesa conocer la distribución estadística de 
sus valores. Para ello, existen varias herramientas, siendo la más conocida el histograma. 
 

�����+LVWRJUDPD�
 

El histograma representa gráficamente las frecuencias de ocurrencia en función del 
valor. Consiste en dividir el rango de los valores en intervalos (generalmente, con el mismo 
ancho) y visualizar la proporción de datos que caben dentro de cada intervalo (Figura 2). 
 

 )LJXUD��. Histograma de las concentraciones de cobalto (en ppm). 
 

El histograma es una herramienta útil para detectar valores atípicos (“ outliers” ). Ahora, 
cabe destacar que un dato atípico no es forzosamente falso y nunca debe ser eliminado sin 
razón (por ejemplo, un error de trascripción, una falla en el protocolo de medición o un 
valor ausente codificado como -99). Podría reflejar el comportamiento verdadero de la 
variable regionalizada y eliminarlo impediría prever la ocurrencia de tales valores en las 
zonas no muestreadas.  
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La visualización del histograma de los datos también es un primer medio de verificar su 

homogeneidad. Eventualmente, una división del campo en varias sub-zonas será necesaria. 
Así, por ejemplo, un histograma multimodal puede conducir a la identificación, entre los 
datos, de varias “ poblaciones”  susceptibles de estar geográficamente separadas. A veces, tal 
separación está impuesta por consideraciones físicas, que impiden mezclar todos los datos: 
presencia de un obstáculo natural (falla, río...), partición de una zona mineralizada según la 
caracterización mineralógica o el tipo de roca, etc. En tales casos, un problema que puede 
plantearse es la delimitación de las sub-zonas “ homogéneas” , pues es poco frecuente que 
sus fronteras puedan ser identificadas con exactitud. 
 

�����(VWDGtVWLFDV�HOHPHQWDOHV�
 
 Junto con el histograma, es conveniente calcular algunas estadísticas básicas sobre la 
distribución de valores. Entre ellas, podemos distinguir: 
 
0HGLGDV�GH�SRVLFLyQ�

 
� 0HGLD: promedio aritmético de los valores. 
 
� &XDQWLOHV o SHUFHQWLOHV: valores que dividen la población en partes de igual número de 

datos. Por ejemplo, la PHGLDQD divide la población en dos partes, los FXDUWLOHV en cuatro 
partes (la mediana coincide con el segundo cuartil), los TXLQWLOHV en cinco partes y los 
GHFLOHV en diez partes. Contrariamente a la media, los cuantiles son parámetros UREXVWRV, 
es decir, poco sensibles a la presencia de algunos valores muy altos o muy bajos.  

 
� 0tQLPR y Pi[LPR: establecen el rango en el cual se distribuyen los valores. 

 
0HGLGDV�GH�GLVSHUVLyQ�
 
� 9DULDQ]D: promedio aritmético de la desviación cuadrática entre cada valor y la media. 

Esta medida cuantifica la dispersión del histograma y se expresa en el cuadrado de la 
unidad de la variable en estudio. 

 
� 'HVYLDFLyQ�HVWiQGDU: raíz cuadrada de la varianza; se expresa en la misma unidad que la 

variable en estudio. 
 
� &RHILFLHQWH�GH�YDULDFLyQ (para variables positivas): razón entre la desviación estándar y 

la media; es adimensional. 
 
� 5DQJR�LQWHUFXDUWLO: ancho del intervalo entre el primer y el tercer cuartil, que contiene 

la mitad de los datos. 
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�����'HVDJUXSDPLHQWR�
 
 Para calcular el histograma y las estadísticas elementales, es frecuente considerar una 
variable de ponderación o “ desagrupamiento”  (en inglés, GHFOXVWHULQJ) de modo de corregir 
los efectos provocados por las irregularidades de la malla de muestreo. La idea es asignar a 
los datos espacialmente agrupados, en parte redundantes, un ponderador más pequeño que a 
los datos aislados, los cuales son representativos de una porción más extensa del campo.  
 
 Para determinar la variable de ponderación, se puede utilizar el llamado PpWRGR�GH�ODV�
FHOGDV. Esta técnica consiste en dividir la zona de estudio en celdas rectangulares idénticas 
y en atribuir a cada dato un ponderador inversamente proporcional al número de datos 
presentes en la celda a la cual pertenece (Figura 3).  
 

 
 

)LJXUD��. Ubicación de datos (cruces) y ponderación por el  
método de las celdas. Cada celda tiene una ponderación total de 1/16,  

la cual se reparte entre los datos pertenecientes a esta celda. 
 

La puesta en marcha del método requiere definir previamente el tamaño de la celda 
elemental. Usualmente, se prueba varios tamaños y se examina su impacto en el valor de la 
media ponderada. La Figura 4 da un ejemplo con los datos de concentración de cobalto, 
donde se ha escogido utilizar celdas cuadradas. 

 
Si las celdas son infinitamente pequeñas, todos los datos se ubican en celdas distintas y 

reciben entonces el mismo ponderador; por lo tanto, la media ponderada coincide con la 
media aritmética de los datos (9.44 ppm). Al aumentar la longitud de celda, la media 
ponderada aumenta, lo que indica que los ponderadores calculados tienden a privilegiar los 
valores altos en perjuicio a los valores bajos. Esto es una señal de que la malla de muestreo 
es más densa en zonas de valores bajos.  
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)LJXUD��. Influencia de la longitud de las celdas sobre la media ponderada  
(sumatoria de las concentraciones multiplicadas por sus ponderadores) 

 
En este caso, una opción consiste en elegir el tamaño de celda correspondiente al valor 

máximo de la media, para “ compensar”  el carácter preferencial de la malla de muestreo. 
Ahora, dicha  decisión es discutible y uno puede considerar elecciones más “ neutrales” . Por 
ejemplo, elegir una celda correspondiente al espaciamiento promedio entre los datos o a la 
malla del muestreo subyacente (o sea, en el presente caso, de 0.25 km × 0.25km). Esto nos 
entrega un valor promedio de 9.59 ppm para la concentración de cobalto (Figura 5). En 
comparación con el histograma de la Figura 2, se observa una disminución importante de 
las frecuencias en el rango de valores entre 3 y 5 ppm. 
 

 
 

)LJXUD��. Histograma desagrupado de las concentraciones de cobalto (en ppm).  
La frecuencia indicada en cada intervalo corresponde a la suma  

de los ponderadores de los datos asociados a este intervalo. 
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 El método de las celdas realiza la ponderación de los datos según un criterio meramente 
“ geométrico” , es decir, que sólo toma en cuenta la posición espacial de los datos. No toma 
en cuenta la continuidad espacial de los valores, aunque este criterio también es digno de 
ser tomado en consideración. Por ejemplo, si los datos tuvieran valores muy erráticos (poca 
continuidad espacial), existirían pocas redundancias entre datos agrupados y, por lo tanto, 
no sería necesario ponderarlos. Ahora, incluir el criterio de continuidad espacial requeriría 
utilizar métodos geoestadísticos (kriging) que, a esta altura del estudio, no se justifican. 
 

�����'LDJUDPD�GH�FDMD�
 
 A veces, se acompaña el histograma con un diagrama de caja (“ box plot” ) que presenta 
un solo eje en el cual se representan cinco cuantiles: los cuantiles a 2.5% y 97.5%, el primer 
y el tercer cuartil y la mediana (Figura 6). Entre los dos cuantiles extremos, se observa el 
95% de los datos, mientras que entre el primer cuartil y la mediana se observa el 25% de 
los datos, al igual que entre la mediana y el tercer cuartil. El diagrama de caja permite 
resumir algunas características de la distribución, tal como su simetría y su dispersión. 
 
 

 )LJXUD��. Diagrama de caja para las concentraciones de cobalto. 
 

�����+LVWRJUDPD�DFXPXODGR�
 
 En lugar de visualizar la frecuencia de valores para cada intervalo, se puede visualizar 
la frecuencia cumulativa, es decir, la frecuencia de los valores bajo cierto umbral como una 
función de este umbral, lo que da el histograma acumulado. De la misma forma que para el 
histograma estándar, las frecuencias se pueden calcular tomando en cuenta ponderadores de 
desagrupamiento (Figura 7). 
 
 El histograma acumulado es una función creciente, desde 0 (para el valor más bajo de 
la variable) hasta 1 (para el valor más alto). Al contrario, el KLVWRJUDPD�DFXPXODGR�LQYHUVR, 
que muestra la frecuencia de valores que superan un umbral en función de este umbral, es 
una función decreciente (desde 1 hasta 0), conocida en geoestadística minera como FXUYD�
WRQHODMH�OH\ dado que la frecuencia acumulada es proporcional al tonelaje de material cuya 
ley supera la ley de corte. 
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)LJXUD��. Histograma acumulado desagrupado  

de las concentraciones de cobalto (en ppm).  
 

�����*UiILFR�GH�SUREDELOLGDG�
 

Este gráfico sirve para comparar una distribución experimental con una distribución de 
referencia (en general, una normal o una lognormal). Consiste en cambiar la escala de los 
ejes del histograma acumulado de tal modo que, si la distribución experimental coincide 
con la distribución de referencia, se dibujaría una recta. En el caso de los datos de cobalto, 
la distribución difiere de una normal (Figura 8). 
 

 
 
)LJXUD��. Gráfico de probabilidad normal para las concentraciones de cobalto. Note que la 

escala del eje de ordenada (frecuencia acumulada) ya no es aritmética 
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���$QiOLVLV�PXOWLYDULDEOH�
 

�����*UiILFR�FXDQWLO�FRQWUD�FXDQWLO�
 
 El gráfico cuantil contra cuantil busca comparar dos distribuciones entre sí, que pueden 
ser asociadas a variables distintas (por ejemplo, las concentraciones de cobalto y níquel) o a 
una misma variable medida en zonas distintas o con aparatos distintos. En este último caso, 
la comparación sirve para decidir si los dos grupos de datos tienen una distribución idéntica 
y, por ende, provienen de la misma población. El gráfico consiste en visualizar los cuantiles 
del primer grupo de datos contra los cuantiles correspondientes del segundo grupo (por 
ejemplo, mediana contra mediana, cuartiles contra cuartiles, deciles contra deciles, etc.). 
 
 Un gráfico que da una recta significa que las distribuciones de los dos grupos de datos 
tienen la misma forma. Si la recta tiene una pendiente igual a 1, ambas distribuciones tienen 
la misma dispersión, pero posiblemente no tienen la misma media (por ejemplo, un grupo 
de datos está sesgado con respecto a otro debido a un error sistemático en su medición). Si 
además la recta coincide con la diagonal, ambas distribuciones son iguales (misma media, 
misma dispersión y misma forma). Cuando el gráfico no dibuja una recta, entonces los dos 
grupos de datos tienen distribuciones con formas distintas; es lo que pasa al comparar las 
distribuciones de las concentraciones de cobalto y níquel (Figura 9). 

 
)LJXUD��. Gráfico cuantil contra cuantil entre concentraciones de cobre y níquel. La 

pendiente de la curva es distinta entre las bajas y las altas concentraciones. 
 

Es importante señalar que el gráfico cuantil contra cuantil no da ninguna información 
sobre la correlación que existe entre los dos grupos de datos. Sólo permite comparar sus 
distribuciones (histogramas).  
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�����1XEH�GH�GLVSHUVLyQ�R�GH�FRUUHODFLyQ�
 

Esta nube consiste en visualizar los valores de una variable en función de otra, lo cual 
requiere que ambas variables hayan sido medidas en los mismos sitios. Sirve para ver la 
relación par a par o “ correlación”  de ambas variables, así como detectar datos atípicos 
(puntos que se alejan del resto de la nube). En el ejemplo de los datos de contaminación de 
suelo, existe una buena correlación entre las concentraciones de cobalto y níquel: cuando 
aumenta una de estas dos variables, tiende a aumentar la otra, lo que corrobora la pendiente 
positiva de la recta de regresión (Figura 10).  
 

 
 

)LJXUD���. Nube de dispersión entre concentraciones de cobre y níquel. 
 

�����0DWUL]�GH�FRUUHODFLyQ�
 
 La relación entre dos variables puede ser resumida a través de un coeficiente, llamado 
FRHILFLHQWH�GH�FRUUHODFLyQ�OLQHDO, que mide el grado de “ proporcionalidad”  que existe entre 
ambas variables. Este coeficiente tiene un valor entre -1 y 1 (estos extremos corresponden 
al caso en el cual las variables son exactamente proporcionales entre sí, con un coeficiente 
de proporcionalidad negativo o positivo, respectivamente).  
 
 Cuando existen más de dos variables, se puede construir una matriz de correlación. En 
la intersección de la fila L con la columna M, se coloca el valor del coeficiente de correlación 
entre las variables nºL y nºM. En la Tabla 1, se observa correlaciones superiores a 0.7 entre 
las concentraciones de níquel, cobalto y cromio, así como entre las concentraciones de 
cobre y plomo. Esto sugiere un origen distinto para estos diferentes grupos de variables. Un 
análisis detallado indica que las concentraciones de cobalto y níquel están relacionadas con 
la geología de la zona y que estos contaminantes provienen en gran medida de la roca de 
caja, mientras que las concentraciones de cobre y plomo son susceptibles de haber sido 
provocadas por el uso de fertilizantes o abonos o por deshechos domésticos. 
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 ----------------------------------------------------------------------------------------- 
 | VARIABLE | Cd       | Co       | Cr       | Cu       | Ni       | Pb       | Zn       | 
 ----------------------------------------------------------------------------------------- 
 | Cd       |      1.00|      0.26|      0.58|      0.15|      0.49|      0.22|      0.62| 
 | Co       |      0.26|      1.00|      0.48|      0.19|      ������� |      0.16|      0.44| 
 | Cr       |      0.58|      0.48|      1.00|      0.21|      ������	 |      0.26|      0.61| 
 | Cu       |      0.15|      0.19|      0.21|      1.00|      0.22|      ����
�� |      0.66| 
 | Ni       |      0.49|      ������� |      ������	 |      0.22|      1.00|      0.27|      0.59| 
 | Pb       |      0.22|      0.16|      0.26|      ����
�� |      0.27|      1.00|      0.67| 
 | Zn       |      0.62|      0.44|      0.61|      0.66|      0.59|      0.67|      1.00| 
 ----------------------------------------------------------------------------------------- 

 
7DEOD��. Matriz de correlación entre concentraciones de contaminantes. Los términos 

diagonales valen 1, pues corresponden a la correlación entre una variable y ella misma. 
 

�����$QiOLVLV�HQ�FRPSRQHQWHV�SULQFLSDOHV�
 

Supongamos que se tiene Q muestras (LQGLYLGXRV) en los sitios {[1,... [ 
 }, en las cuales 
se ha medido 1 variables {]1,... ]� }. Esto se puede representar en una matriz de tamaño Q × 
1, denotada =: 
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 En adelante, se supone que las variables tienen media 0 y varianza 1 (de lo contrario, 
basta con restar a cada variable su valor promedio y dividirla por su desviación estándar). 
Geométricamente, se puede representar la matriz de datos de dos maneras: ya sea Q puntos 
en R

�
 (cada coordenada está asociada con una variable), o bien 1 puntos en R 
  (cada 

coordenada está asociada con un�individuo). Estas representaciones se llaman la QXEH�GH�ORV�
LQGLYLGXRV y la QXEH�GH�ODV�YDULDEOHV, respectivamente. A continuación, definiremos cómo 
visualizar estas nubes mediante sus proyecciones en sub-espacios de pequeña dimensión.  

 
Se busca construir nuevas variables, llamadas IDFWRUHV y denotadas {\1,...�\� }, que sean 

combinaciones lineales de las variables iniciales y que no tengan correlación entre sí:  
 

TS\\Q\\
�

���� ≠== ∑
=α

αα si0)()(
1

),(cov
1

[[ . 

 
Sean < la matriz Q × 1 que da los valores de los factores {\1,...�\� } para cada una de los 

Q individuos y�9 la matriz 1 × 1 de varianza – covarianza de las variables:  
 

==9 �
Q
1= . 

 
Se demuestra que < se obtiene al plantear < = =�4, donde 4 es la matriz de vectores 

propios de 9�(también llamados HMHV�IDFWRULDOHV): 
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��9�=�4�'�4t    con  4t 4 = , y ' = matriz diagonal. 
 

El factor \�  (con S = 1... 1) está asociado a un valor propio de 9 (término G�  en la 
diagonal de '), que representa la varianza del factor. De este modo, las varianzas de los 
factores descomponen la varianza total, ya que la traza de la matriz 9 se conserva en el 
proceso de diagonalización: 

 

∑∑
==

===
�

� �
�
� � \]1WUD]D

11

)var()var()(9 . 

 
 Los valores propios de 9 indican la parte de la varianza total asociada a los distintos 
factores y permiten jerarquizarlos. La razón entre la varianza del factor y la varianza total 
(o sea, G�  / 1) es una medida sin dimensión (entre 0 y 1) de la cantidad de información 
contenida en el factor \� . De este modo, el análisis en componentes principales permite 
resumir la información multivariable contenida en los datos, sólo reteniendo los factores de 
mayores varianzas, por ejemplo aquellos cuyas varianzas suman el 80% de la varianza 
total. En adelante, se supone que los valores propios de 9 han sido ordenados en orden 
decreciente: G1 ≥ ... ≥ G� , es decir, que los factores han sido numerados en orden decreciente 
de sus varianzas. 
 
 La QXEH�GH�ORV�LQGLYLGXRV está definida en un espacio de dimensión 1 y no se puede 
visualizar cuando 1 > 3. Para obtener una representación sintética de los datos, la idea es 
proyectar esta nube en un sub-espacio de dimensión N ��1 (en la práctica, se suele tomar  
N = 2), eligiendo el sub-espacio más “ cercano”  a la nube, a saber, el que minimiza su 
momento de inercia. Se demuestra que éste corresponde al sub-espacio generado por los N 
primeros ejes factoriales (N primeras columnas de la matriz 4). En particular, la proyección 
de la nube�de los individuos en el primer plano factorial es el conjunto de puntos cuyas 
coordenadas corresponden a las dos primeras columnas de la matriz <. El examen de esta 
proyección permite ver la tendencia general de la nube, a veces sin buscar identificar los 
individuos, ya que su número puede ser muy alto. En particular, es interesante detectar las 
zonas con alta o baja densidad de puntos, que corresponden a dispersiones no homogéneas 
de la población. 
 
 La diagonalización de la matriz de varianza – covarianza puede escribirse como sigue: 
 

$$9 �
=  con 

�4'$= . 
 
 El vector D � , L-ésima columna de $, contiene los coeficientes de correlación entre la 
variable ] �  y los distintos factores. Además, el producto escalar de los vectores D �  y D�  es 
igual al coeficiente de correlación entre las variables ] �  y ]� . En particular, < D � , D �  > = 1, lo 
que muestra que la longitud del vector D �  es igual a 1. En virtud de lo anterior, la matriz $ 
puede servir para representar geométricamente la QXEH�GH�ODV�YDULDEOHV: la variable ] �  está 
representada por un punto (D � ) sobre la esfera unitaria de R� , mientras que el coseno entre D �  
y D�  es igual al coeficiente de correlación entre las variables ] �  y ]� . Para facilitar la 
visualización, se proyecta la posición de las variables sobre los planos creados por los 
primeros ejes factoriales. Los gráficos que se obtiene se llaman FtUFXORV�GH�FRUUHODFLRQHV, 
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pues las variables están representadas por puntos dentro de un círculo unitario (proyección 
de la esfera). Como regla general, la proximidad – o, al contrario, el alejamiento – de las 
proyecciones de las variables indica su mayor o menor correlación – o antagonismo. Sin 
embargo, hay que tener cuidado que la proximidad dentro de un círculo no implica 
necesariamente una proximidad sobre la esfera, salvo si las proyecciones se ubican cerca de 
la circunferencia del círculo. En caso contrario, para evitar conclusiones erróneas, conviene 
examinar las proyecciones de la nube de las variables sobre varios planos factoriales.  
 
 A continuación, damos una ilustración del análisis en componentes principales con los 
datos de contaminación de suelo (Figura 11). La primera imagen representa la proyección 
de la nube de los individuos en el primer plano factorial, con 9 individuos destacados en la 
nube y en el mapa de los datos (segunda imagen). La tercera imagen muestra el histograma 
de los valores propios de la matriz de varianza – covarianza (varianzas de los factores), 
donde se aprecia que las varianzas de los dos primeros factores son mayores que 1 y suman 
más de 75% de la varianza total. La última imagen representa la nube de las variables en el 
primer plano factorial, destacando dos grupos de variables (Cu-Pb y Cd-Co-Cr-Ni) con 
buenas correlaciones intra-grupo y poca correlación inter-grupo. 
 

 
 

)LJXUD���. Gráficos de análisis en componentes principales 
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���&RPSRUWDPLHQWR�HVSDFLDO�
 

�����1XEH�GLUHFFLRQDO�
 

Para hacerse una idea más precisa de la distribución espacial de los valores más allá de 
un simple despliegue (mapa), es cómodo visualizar las nubes de los valores a lo largo de las 
direcciones de coordenadas (Figura 12). Estas nubes permiten ver si el comportamiento de 
los datos experimenta algún cambio en cuanto a su valor promedio, su dispersión o su 
continuidad, así como detectar los datos más atípicos (aquellos que se destacan del resto de 
las nubes). 
 

 
 

)LJXUD���. Nubes direccionales, mostrando las concentraciones  
de cobalto en función de las coordenadas este y norte.  

No se aprecian tendencias sistemáticas ni datos atípicos. 
 

�����1XEH�GH�FRUUHODFLyQ�GLIHULGD�
 
 Para terminar este panorama sobre herramientas de estudio exploratorio, presentaremos 
la nube de correlación diferida. Se trata de la nube de puntos (]([α),]([α + K)) donde�K es un 
vector dado, mientras que [α y [α + K son sitios con datos. Los pares de datos con valores 
muy disímiles corresponderán a los puntos de la nube más alejados de la primera bisectriz. 
Cuando los datos están ubicados en una grilla regular, se toma un vector� K múltiplo del 
espaciamiento de esta grilla. En caso contrario, se debe introducir tolerancias en la longitud 
y la orientación de K, a falta de que la nube se reduciría a muy pocos puntos. La Figura 13 
da una ilustración, para un vector K de longitud 0.25 km (con una tolerancia de 0.01 km) sin 
importar la orientación. Los puntos más alejados de la bisectriz han sido puestos en relieve 
y los pares de datos correspondientes han sido destacados en el mapa de ubicación: se trata 
de datos cercanos cuyos valores son muy diferentes. 
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)LJXUD���. Nube de correlación diferida y mapa de ubicación de los datos. 
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&DStWXOR����&RQFHSWRV�JHQHUDOHV�VREUH�HO�
PRGHODPLHQWR�JHRHVWDGtVWLFR�GH�GDWRV�

 
 
 
 

Para poder describir y “ entender”  un fenómeno regionalizado, es necesario elaborar una 
representación matemática o PRGHOR. Una primera solución consiste en utilizar un PRGHOR�
GHWHUPLQtVWLFR. En general, este enfoque conduce a una evaluación precisa de la variable 
regionalizada a partir de un número limitado de observaciones, pero requiere conocer la 
génesis del fenómeno y las leyes físicas o ecuaciones matemáticas que rigen la distribución 
de la variable regionalizada. Entre otros dominios de aplicación, citemos 
 

• la meteorología: previsión climática a corto plazo; 
 

• la geofísica: determinación de la intensidad y orientación del campo gravitacional y 
del campo magnético terrestre en el espacio y el tiempo; 

 
• la teoría de la señal: reconstitución de una señal continua a partir de un conjunto de 

mediciones, usando propiedades espectrales. 
 
 No obstante, en general, los fenómenos regionalizados en estudio son extremadamente 
complejos y su comprensión puede ser tan parcial que un modelamiento determinístico es 
imposible o ilusorio. Ejemplos típicos son la evaluación minera, la exploración petrolífera, 
la caracterización de una zona contaminada o de una parcela agrícola, la estimación de los 
recursos forestales de una región, o la previsión meteorológica de largo plazo. Estamos 
entonces obligados a renunciar a una descripción determinística del fenómeno y recurrir a 
un PRGHOR�SUREDELOtVWLFR. Este proceder resulta operatorio, pues permite formalizar tanto 
los conocimientos como las incertidumbres que se tiene del fenómeno regionalizado. 
 

���/tPLWHV�GH�OD�HVWDGtVWLFD�FOiVLFD�
 
 En estadística clásica, se considera los datos como realizaciones LQGHSHQGLHQWHV de una 
misma variable aleatoria, es decir, se supone que no tienen relaciones entre sí y que siguen 
la misma distribución de probabilidad. Se busca estimar los parámetros – en especial, la 
esperanza y la varianza – de esta distribución, cuya forma a menudo está predeterminada 
(normal, lognormal, etc.). Sin embargo, cuando los datos están ubicados en el espacio 
geográfico, las hipótesis de la estadística clásica son raramente aceptables. En particular, si 
bien simplifica los cálculos estadísticos, la hipótesis de independencia de las observaciones 
resulta poco realista en el marco espacial. Intuitivamente, observaciones próximas tienen 
valores cercanos, mientras que aquellas que están más alejadas entre sí tienen una menor 
relación entre ellas. 
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Así pues, en general, no puede considerarse modelar las variables regionalizadas por 
medio de funciones determinísticas, debido a su extrema complejidad. Tampoco se puede 
asimilar los datos medidos a variables aleatorias independientes. La geoestadística entrega 
una representación intermedia, a la vez aleatoria y funcional, al basarse en el concepto de 
IXQFLyQ�DOHDWRULD. 
 

���1RFLyQ�GH�IXQFLyQ�DOHDWRULD�
 
 Los modelos geoestadísticos consideran el valor ]([) de la variable regionalizada en un 
sitio [ del campo D como una realización de una variable aleatoria =([)1. Cuando [ recorre 
D, se obtiene un conjunto de variables aleatorias = = {=([), [ ∈ D} que constituye una 
IXQFLyQ�DOHDWRULD (sinónimos: FDPSR�DOHDWRULR, SURFHVR�DOHDWRULR o HVWRFiVWLFR). Así pues, 
la variable regionalizada ] = {]([), [ ∈ D} es XQD realización de la función aleatoria =, pero 
uno podría imaginar otras realizaciones que presentan características similares en cuanto a 
cómo se distribuyen los valores en el espacio (Figura 1). Contrariamente al modelo de la 
estadística clásica, las variables aleatorias así definidas no son independientes; por el 
contrario, existen interacciones o correlaciones entre ellas, las cuales reflejan la continuidad 
espacial de la variable regionalizada (Figura 2).  
 

 
 

)LJXUD��. Realizaciones de dos modelos distintos de función aleatoria. Cada  
modelo define la manera con la cual se distribuyen los valores en el espacio, lo que  
origina el parentesco que se observa entre las realizaciones de un mismo modelo.   

                                                 
1 Para distinguir las variables determinísticas de aquellas aleatorias, denotaremos las primeras con PLQ~VFXOD 
y las segundas con 0D\~VFXOD. 
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�

)LJXUD��. Noción de correlación para representar la continuidad espacial.  
Ambos ejemplos presentan los mismos valores, pero distribuidos de forma  

diferente en el espacio. Las variables aleatorias se modelarán con altas  
correlaciones en el primer caso y bajas correlaciones en el segundo caso.   

 
 El recurrir al concepto de función aleatoria es una GHFLVLyQ, ni verdadera ni falsa, pues 
dicha función aleatoria es un objeto teórico que no existe en la realidad. Asimismo, la 
determinación de una función aleatoria a partir de una variable regionalizada no es una 
operación unívoca: varios modelos pueden resultar aceptables, en cuanto sean compatibles 
con la información disponible sobre la variable regionalizada. 
 

���&DUDFWHUL]DFLyQ�GH�XQD�IXQFLyQ�DOHDWRULD�
 

�����'LVWULEXFLyQ�HVSDFLDO�
 
 Consideremos una función aleatoria = = {=([), [ ∈ D} y una serie de sitios {[1,... [ � } 
en D. El grupo de variables aleatorias {=([1),... =([ � )} está caracterizado por una IXQFLyQ�GH�
GLVWULEXFLyQ multivariable que depende de N argumentos: 

 
R∈∀<<= ���� ]]]=]=]])  ,...  })(,...)({Prob),...( 1111,...1

[[!! . 
 
 El conjunto de funciones de distribución, para todos los enteros N y todas las elecciones 
posibles de {[1,... [ � } en D, constituye la GLVWULEXFLyQ� HVSDFLDO de la función aleatoria. 
Ahora, siendo finito el número de datos disponibles sobre la variable regionalizada, es 
ilusorio querer inferir la distribución espacial completa de la función aleatoria, que contiene 
un número infinito de distribuciones de probabilidad. Por ende, la puesta en marcha de las 
herramientas probabilísticas requiere simplificaciones. 
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�����'LVWULEXFLRQHV�XQLYDULDEOH�\�ELYDULDEOHV�
 
 Estas distribuciones corresponden a los casos particulares donde N = 1 y N = 2. En 
general, los datos disponibles permiten inferir estas distribuciones. Es la razón por la cual la 
determinación de un modelo de distribución espacial suele basarse en dichas distribuciones, 
aunque las distribuciones de orden superior (trivariables, quadrivariables...) del modelo no 
se respaldan en la información proporcionada por los datos. 
 
• 'LVWULEXFLyQ�XQLYDULDEOH: 

 
})({Prob)( 1111

]=]) <= [" . 
 

) # 1 corresponde a la función de distribución de la variable aleatoria =([1) ubicada en [1 

(Figura 3, izquierda). 
 

 
�

)LJXUD��. Ejemplo de función de distribución y densidad de probabilidad univariable. 
La densidad de probabilidad se obtiene al derivar la función de distribución. 

 
 
• 'LVWULEXFLyQ�ELYDULDEOH: 

 
})(,)({Prob),( 221121, 21

]=]=]]) <<= [[$$ . 
 

) # 1, # 2 corresponde a la función de distribución conjunta del par de variables aleatorias 
{=([1),�=([2)} (Figura 4, izquierda). 
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)LJXUD��. Ejemplo de función de distribución y densidad de probabilidad bivariable. 
La densidad de probabilidad se obtiene al tomar las derivadas parciales de la  

función de distribución con respecto a cada uno de sus argumentos. 
 

�����0RPHQWRV�
 

En muchos problemas (como el de interpolación por kriging), se puede simplificar aun 
más la caracterización de la función aleatoria, al considerar solamente algunos parámetros 
descriptivos o PRPHQWRV de las distribuciones univariables y bivariables, que “ resumen”  la 
información más relevante.  

 
Estos son: 

 
• El YDORU�HVSHUDGR (esperanza, o momento de primer orden): 
 

])([)( [[ =(P = . 
 

En cada sitio [ dado, P([) representa la “ media”  alrededor de la cual se distribuyen los 
valores tomados por las realizaciones de la función aleatoria.  

 
• La YDULDQ]D, o varianza D�SULRUL, definida por: 
 

22
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La varianza es una cantidad positiva. Su raíz cuadrada se llama GHVYLDFLyQ�HVWiQGDU. 
La varianza y la desviación estándar constituyen medidas de la dispersión de =([) en 
torno a su valor medio P([) y cuantifican, de esta forma, su carácter “ aleatorio” .  
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• La FRYDULDQ]D�centrada entre dos variables aleatorias =([1) y =([2): 
 

)()()]()([

}])()([])()([{

])(),([cov),(

2121

2211
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La covarianza da una visión elemental del vínculo o “ interacción”  que existe entre =([1) 
y =([2). La desigualdad de Cauchy-Schwarz relaciona la covarianza entre =([1) y =([2) 
con las varianzas de =([1) y =([2): 
 

])([var])([var|])(),([cov| 2121 [[[[ ==== ≤ . 
 
• El FRUUHORJUDPD (coeficiente de correlación lineal) entre dos variables aleatorias =([1) 

y =([2): 
 

])([var])([var

])(),([cov

])(),([corr),(

21

21

2121
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[[
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==

==
=

=ρ
. 

 
Al contrario de la covarianza, el correlograma es adimensional y toma sus valores en el 
intervalo [−1,1]. Un coeficiente ρ nulo indica que las variables =([1) y =([2) no están 
correlacionadas (condición necesaria para que sean independientes), mientras que un 
coeficiente igual a 1 ó −1 indica que son proporcionales.  

 
• El VHPL�YDULRJUDPD entre dos variables aleatorias =([1) y =([2):  

 

])()([var
2
1

),( 2121 [[[[ == −=γ . 

 
En adelante, para aliviar la escritura, se omitirá sistemáticamente el prefijo “ semi”  y se 
hablará solamente de “ variograma” . 

 

�����,QIHUHQFLD�HVWDGtVWLFD�±�+LSyWHVLV�GH�HVWDFLRQDULGDG�
 

Para poner en marcha el formalismo probabilístico, es necesario poder determinar, por 
lo menos parcialmente, la distribución espacial de la función aleatoria a partir de los datos 
disponibles sobre la variable regionalizada (etapa de LQIHUHQFLD� HVWDGtVWLFD). Dos razones 
impiden poder realizar la inferencia estadística en su forma más general: por una parte, la 
variable regionalizada sólo es XQD realización de la función aleatoria; por otra parte, esta 
realización se conoce de manera fragmentaria, en algunos sitios de muestreo. 
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Para salir de este problema algunas restricciones son necesarias. Recurren a la noción 
de HVWDFLRQDULGDG. La idea es permitir la inferencia estadística, reemplazando la repetición 
sobre las realizaciones de la función aleatoria (inaccesibles, por disponer solamente de una 
realización) por una repetición en el espacio: se supone que los valores que se encuentran 
en las diferentes regiones del campo presentan las mismas características y, por ende, 
pueden considerarse como distintas realizaciones del mismo proceso aleatorio.  

 
Del punto de vista matemático, la hipótesis de estacionaridad consiste en postular que 

la distribución espacial de la función aleatoria es invariante por traslación, es decir, que las 
propiedades de un conjunto de datos no dependen de su posición absoluta en el espacio, 
sino que solamente de sus posiciones relativas. Esto implica las siguientes simplificaciones: 
 
• La GLVWULEXFLyQ�XQLYDULDEOH no depende del sitio considerado 

 
})({Prob)( 111 ]=]) <= [ . 

 
En particular, la HVSHUDQ]D y la YDULDQ]D son constantes en el espacio: 

 

])([var
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=σ

=
 

 
• La GLVWULEXFLyQ�ELYDULDEOH sólo depende de la separación entre los sitios considerados: 

 
})(,)({Prob),( 2121 ]=]=]]) <<+= [K[% . 

 
Lo mismo ocurre para los momentos de esta distribución (FRYDULDQ]D, FRUUHORJUDPD y 
YDULRJUDPD): 

 

])()([var
2
1

)(

])(),([corr)(
])(),([cov)(

[K[K
[K[K
[K[K

==
==
==&

−+=γ

+=ρ
+=

 

 
Estos parámetros son más importantes que la esperanza y la varianza, pues muestran la 
“ interacción”  existente entre dos valores, luego dan una descripción sintética de la 
continuidad espacial de la variable regionalizada. La covarianza y el correlograma 
indican qué tan VHPHMDQWHV son los valores entre dos sitios, mientras que el variograma 
indica qué tan GHVHPHMDQWHV son. Siendo constante la esperanza, se tiene también: 
 

})]()([{
2
1

)( 2[K[K ==( −+=γ . 
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)LJXUD��. Esquema sintético de los conceptos  
e hipótesis que sustentan el modelo geoestadístico 

 

�����5HODFLRQHV�HQWUH�PRPHQWRV�
 
 Bajo la hipótesis de estacionaridad, se tiene las siguientes relaciones: 
 
• La varianza es igual a la función de covarianza evaluada para el vector K = �: 
 

)(2 �&=σ  
 

• El correlograma es igual a la covarianza dividida por la varianza: 
 

)(/)()( �KK &&=ρ  
 
• El variograma es igual a la varianza menos la covarianza: 
 

)()()( K�K && −=γ . 
 
Cuando la norma del vector de separación K se vuelve infinita, la covarianza tiende a 0 
y el variograma es igual a la varianza: 
 

2)()( σ==∞γ �& . 

9DULDEOH�UHJLRQDOL]DGD� )XQFLyQ�DOHDWRULD�

����������'LVWULEXFLyQ�HVSDFLDO 
•  distribución univariable 

•  distribuciones bivariables 

•  distribuciones multivariables 

����������0RPHQWRV�
•  esperanza, varianza 

•  covarianza, variograma 

+LSyWHVLV�GH�HVWDFLRQDULGDG 

•  esperanza y varianza son constantes 

•  covarianza y variograma sólo dependen de la separación entre datos 

LQWHUSUHWDFLyQ�

FDUDFWHUL]DFLyQ�

UHVXPHQ�

VLPSOLILFDFLyQ�
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&DStWXOR����$QiOLVLV�YDULRJUiILFR��
���9DULRJUDPD�H[SHULPHQWDO�

 
 
 
 

Los valores de una variable regionalizada no son independientes, en el sentido que un 
valor observado en un sitio proporciona información sobre los valores de los sitios vecinos. 
En la interpretación probabilística de la variable regionalizada, esta noción intuitiva de 
dependencia está descrita por la GLVWULEXFLyQ�HVSDFLDO de la función aleatoria, que modela la 
manera como se relacionan los valores observados en distintos sitios por una distribución 
de probabilidad multivariable. 

 
En muchos problemas la descripción de la distribución espacial se limita a los primeros 

momentos. El momento de orden 1 (esperanza) hace intervenir un solo sitio a la vez y no 
entrega realmente información sobre dependencia espacial. En cambio, los momentos de 
orden 2 (covarianza, correlograma y variograma) están definidos con la ayuda de dos sitios, 
es decir del más pequeño conjunto que se puede considerar para describir la “ interacción”  
entre valores. Son estos momentos los que entregan una descripción elemental y operatoria 
de la continuidad espacial de la variable regionalizada. 
 
 En este capítulo, abordamos la primera etapa del análisis variográfico, que consiste en 
la inferencia del variograma, es decir, el cálculo de un variograma experimental a partir de 
los datos disponibles. Posteriormente (capítulo siguiente), se verá cómo ajustar un modelo 
de variograma en torno al variograma experimental. 
 

���(O�YDULRJUDPD�H[SHULPHQWDO�WUDGLFLRQDO�
 

�����'HILQLFLyQ�H�LQWHUSUHWDFLyQ�
 

Consideremos una variable regionalizada ] conocida en Q sitios {[1,... [ & }. El estimador 
tradicional del variograma para un vector de separación K dado, se define de la siguiente 
manera: 
 

∑ βα −=γ
)(

2)]()([
|)(|2

1
)(ˆ ' [[KK ( ]]1  

 
donde 1(K) = { (α,β) tal que [α − [β = K }; 
  |1(K)| es el número de pares contenidos en el conjunto 1(K). 
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Se ve que el estimador anterior consiste en reemplazar la esperanza en la expresión del 
variograma teórico 

 

})]()([{
2
1

)( 2[K[K ==( −+=γ  

 
por la media aritmética sobre los pares de datos separados por el vector K. 
 
 El estimador así definido lleva el nombre de YDULRJUDPD�H[SHULPHQWDO. No se trata de 
una función propiamente tal, sino que de una serie de valores, pues sólo se puede calcular 
para vectores K tales que 1(K) no es vacío. El variograma experimental para un vector K 
puede interpretarse como el momento de inercia de la nube de correlación diferida (nube de 
los puntos (]([α),]([β) con [α − [β = K), que mide la distancia cuadrática promedio entre los 
puntos de la nube y la línea diagonal. Mientras más apretada la nube de correlación diferida 
en torno a la diagonal, más pequeña su inercia. 
 

�����(MHPSOR�
 

Consideremos los siguientes datos espaciados cada 100 m: 
 

5    3    6     4     2     1     1     2     4     3     2 
 
 El variograma experimental se puede calcular para distancias múltiplos de 100m, esto 
es: 
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 Si los datos están irregularmente distribuidos en el campo D, el número de pares |1(K)| 
que interviene en el cálculo de γ̂(K) para un vector K dado, es generalmente muy pequeño 
(incluso igual a 0 ó 1). El variograma experimental tiene entonces un aspecto muy errático 
y resulta imposible interpretarlo y modelarlo. Para que sea más robusto, se suele permitir 
algunas tolerancias de cálculo, sobre las distancias y las direcciones: 



0,��$���*HRHVWDGtVWLFD�� � ���

 

∑
+

βα+
+ −=γ

)(

2)]()([
|)(|2

1
)(ˆ

) [[KK * ]]1  

 
donde  �

)(T’

)’(})(T  que   tal),({)( ++ KK[[K
∈

βα
+ =∈−βα= 11 ; 

 
T(K) es una región de tolerancia alrededor de K, de la forma [K�− ∆K, K�+ ∆K] en el 
caso unidimensional. En el caso bi- o tridimensional, existen tolerancias tanto sobre 
la longitud de K como sobre su orientación, tal como se ilustra en la Figura 1. 
 

 
�

)LJXUD����Región de tolerancia T(K) alrededor del vector K (caso bidimensional)�
 
El ancho de banda limita la separación del cono de tolerancia a una extensión máxima. 

En el espacio de tres dimensiones, se introduce dos anchos de banda: uno horizontal y otro 
vertical.  
 
 En resumen, los parámetros a especificar para calcular un variograma experimental son 
los siguientes: 
 

• dirección de interés: acimut, inclinación 
 

• distancias de interés, en general múltiplos de una distancia elemental llamada SDVR�
(“ lag” ) 

 
•  tolerancia en la dirección: tolerancia angular, ancho(s) de banda 

 
•  tolerancia en las distancias. 
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La Figura 2 muestra un variograma experimental de las concentraciones de cobalto 
procedentes de los datos de contaminación de suelo. Este variograma ha sido calculado para 
distancias múltiplos de la malla de muestreo (0.25 km), con una tolerancia en la distancia 
de 0.125 km y una tolerancia angular de 90º, es decir, sin importar la orientación del vector 
K. En este caso, se habla de variograma “ omnidireccional” . 
 

 
 

)LJXUD��. Variograma experimental omnidireccional de las concentraciones de cobalto. 
Las líneas punteadas sólo unen a los distintos puntos del variograma experimental. 

 

�����3URSLHGDGHV�GHO�YDULRJUDPD�H[SHULPHQWDO�
 

El variograma experimental γ̂(K) es un estimador LQVHVJDGR del variograma teórico:  
 

)()](̂[ KK γ=γ( . 
 

Un indicador de la UREXVWH] de γ̂(K) es su varianza relativa 
 

2)](/[)](̂[var KK γγ . 
 

Mientras más elevada dicha varianza, más susceptible es el variograma experimental de 
fluctuar en torno a su valor esperado (el variograma teórico γ(K)) y más difícil se vuelve la 
inferencia estadística. Aunque esta varianza relativa sólo puede ser expresada en algunos 
casos particulares, puesto que requiere conocer la función aleatoria hasta sus distribuciones 
quadrivariables, los principales factores que la influencian son: 

 
• La distancia considerada (norma del vector K): la varianza relativa de γ̂(K) suele tomar 

valores considerables para las grandes distancias (para fijar las ideas, aquellas distancias 
mayores que la mitad del diámetro del campo). Este efecto es perceptible en la Figura 2, 
donde se observa que las fluctuaciones aumentan cuando la distancia aumenta. 
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• La irregularidad o el carácter preferencial de la malla de muestreo, que pueden provocar 

grandes fluctuaciones en el variograma experimental, incluso para pequeñas distancias. 
 
• El número de pares de datos: mientras más bajo, mayores son las fluctuaciones. 
 
• La presencia de datos extremos (RXWOLHUV), los cuales tienen un impacto considerable en 

el cálculo del variograma experimental, pues este último eleva los valores al cuadrado. 
 

�����1XEH�YDULRJUiILFD�
 
 Para estudiar la estabilidad numérica del variograma experimental, es útil visualizar la 
QXEH�YDULRJUiILFD, es decir, la nube de las diferencias cuadráticas {[z([α) − z([β)]2 / 2, con 
(α,β) ∈ 1(K)} en función del vector K o de su módulo |K|. El variograma experimental se 
obtiene al tomar, para cada vector K, la media de los puntos correspondientes de la nube 
variográfica. El análisis de esta nube permite localizar los pares de datos responsables de 
los valores altos del variograma experimental y poner en evidencia los datos notablemente 
diferentes de sus vecinos.  
 

En lugar de visualizar la nube entera de las diferencias cuadráticas, se puede también 
sólo localizar sus extremos, su media (que no es otra cosa que el valor del variograma 
experimental para el vector K) y sus cuartiles. Si la media está fuera del rango intercuartil 
(intervalo entre el primer y tercer cuartil), esto puede indicar que el valor del variograma 
experimental para el vector considerado está fuertemente influenciado por algunos valores 
extremos, luego es poco robusto. 
 

La Figura 3 presenta la nube variográfica (calculada de forma omnidireccional) de los 
datos de concentración de cobalto, donde se ha resaltado los puntos de la nube que exceden 
un valor de 130. La línea punteada indica la media de los puntos de la nube, o sea, el 
variograma experimental. La parte derecha de la figura muestra el mapa de ubicación de los 
datos, donde se indica los pares de datos asociados a los puntos resaltados de la nube 
variográfica. Todos estos pares se originan en un mismo dato, que corresponde al dato de 
mayor concentración de cobalto (20.6 ppm). 
 

Este dato de 20.6 ppm tiene mucho impacto en el variograma experimental. La Figura 4 
muestra el variograma experimental que se obtendría si este dato no existiera (lado 
izquierdo) y el variograma experimental que se obtendría si este dato tuviera un valor de 35 
ppm en lugar de 20.6 ppm (lado derecho). Se aprecia que la presencia o ausencia de un solo 
dato extremo puede afectar considerablemente el variograma experimental, en particular 
para las distancias pequeñas. Para paliar esta situación, en la práctica se puede recurrir a las 
siguientes aproximaciones: 

• Utilizar una herramienta alternativa al variograma (ver sección siguiente). 
• No considerar los “ outliers”  al momento de calcular el variograma. 
• Bajar arbitrariamente el valor de los outliers (“ capping” ), por ejemplo asignando un 

valor convencional de 15 ppm a todos los datos que superan este valor. 
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• Transformar los datos, por ejemplo pasándolos a logaritmo. Ahora, si bien el 
logaritmo atenúa los valores extremos y facilita el modelamiento del variograma, la 
dificultad de este procedimiento radica en que, en general, se desconoce la relación 
entre el variograma de la variable original y el variograma de su logaritmo, por lo 
que una hipótesis adicional es necesaria (ver sección siguiente).  

 

 
 

)LJXUD��. Izquierda: nube variográfica para los datos de 
 concentración de cobalto. Derecha: mapa de ubicación. 

 

 
 

)LJXUD��. Variograma experimental calculado sin el dato extremo (izquierda)  
y con un dato extremo de 35 ppm en lugar de 20.6 ppm (derecha). 
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El mapa variográfico consiste en visualizar el variograma experimental en todas las 
direcciones del espacio, bajo la forma de un mapa con escala de color o de grises. Ayuda a 
distinguir si existe DQLVRWURStD, para luego calcular el variograma experimental a lo largo 
de las direcciones principales de anisotropía. 
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A modo de ilustración, el mapa variográfico de los datos de concentración de cobalto 
(Figura 5, izquierda) dibuja una dirección de mayor continuidad con una orientación de 60º 
aproximadamente desde el eje norte-sur (los colores claros indican valores pequeños para el 
variograma experimental, mientras que los colores oscuros indican valores más grandes). 
Esta observación se confirma al calcular los variogramas experimentales direccionales 
(Figura 5, derecha), donde se aprecia un crecimiento más lento en la dirección N60ºE y más 
rápido en la dirección ortogonal N30ºW. Para el modelamiento, se preferirá utilizar estos 
variogramas direccionales en lugar del variograma omnidireccional (Figura 2), puesto que 
este último no captura el cambio de continuidad espacial con la dirección (anisotropía). 

 

 
 

)LJXUD��. Mapa variográfico (izquierda) y variograma experimental  
calculado a lo largo de las direcciones de anisotropía reconocidas  
(N60ºE y N30ºW) (derecha). Los parámetros de cálculo son los  

siguientes: paso = 0.35 km, tolerancia en la distancia = 0.175 km,  
tolerancia angular = 20º, ancho de banda = 1km. 

 

���&RQVLGHUDFLRQHV�SUiFWLFDV�
 
1) Las direcciones de cálculo�del variograma experimental deben considerar la anisotropía 

de la variable regionalizada. Tal como en el ejemplo anterior, su elección se puede 
hacer al examinar el mapa variográfico. En el caso isótropo (es decir, si los variogramas 
direccionales se superponen salvo por pequeñas fluctuaciones estadísticas), se podrá 
considerar un variograma “ omnidireccional” : 

 

∑
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1
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donde 1+(U) = { (α,β) tal que | [α – [β | ≈ U }. 
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2) En general, cada variograma direccional se calcula para distancias múltiplos de una 
distancia elemental, llamada “ paso” . La elección del paso puede tener repercusiones en 
el cálculo. Un paso demasiado pequeño conducirá a un variograma experimental 
errático, poco estable, mientras que un paso demasiado grande no permitirá apreciar los 
detalles de la continuidad espacial, en especial el comportamiento en el origen del 
variograma. Cuando la malla de muestreo es regular2, el paso está prácticamente 
impuesto. En caso contrario, se podrá utilizar la “ nube variográfica”  para encontrar un 
paso tal que el número de pares de datos que intervienen en el cálculo del variograma 
experimental sea suficiente (para fijar ideas, superior a la mitad del número de datos), 
de manera que estos puntos sean representativos.  

 
3) El uso de tolerancias en las distancias y ángulos busca suavizar y hacer más robusto el 

variograma experimental cuando la malla de muestreo no es regular. Ahora, conviene 
advertir el usuario de la utilización de tolerancias excesivas, que pueden suavizar 
artificialmente el variograma experimental; aunque un variograma suave es más fácil de 
modelar, esto no garantiza que sea más representativo de los datos. 

 
4) En general, se utiliza una tolerancia en las distancias igual a la mitad del paso: en la 

dirección considerada, el L-ésimo punto del variograma experimental se calcula con los 
pares de datos cuya separación cae en el intervalo [(L – 0.5) × SDVR, (L + 0.5) × SDVR]. De 
esta manera, todas las distancias son utilizadas una vez y una sola. Se puede también 
considerar una tolerancia menor, en cuyo caso las clases de distancias involucradas en 
el cálculo del variograma experimental ya no son contiguas y algunos pares de datos no 
son tomados en cuenta. Esta situación, aparentemente poco favorable (pues se pierde 
información) no es siempre la peor, sobre todo cuando se trabaja en una malla regular o 
casi-regular. 

 
5) Las tolerancias angulares tienden a disipar la eventual anisotropía del variograma (las 

direcciones con mayor continuidad espacial se mezclan con direcciones de continuidad 
intermedia, de manera que la anisotropía aparece menos marcada de lo que está en 
realidad). Por ende, hay que buscar un justo equilibrio en la elección de las tolerancias. 
Es recomendable completar la definición de las tolerancias angulares por aquella de las 
separaciones máximas: DQFKR�GH� EDQGD y, en el espacio de tres dimensiones, DOWR� GH�
EDQGD; este último parámetro resulta importante en la práctica, pues evita mezclar las 
direcciones horizontales con direcciones inclinadas, cuyo comportamiento es a menudo 
bastante distinto. 

 
6) Es conveniente tener cuidado con la representatividad del variograma experimental. 

Para cada punto de este variograma, se podrá determinar el número de pares de datos 
utilizados para su cálculo; un número de pares bajo indica un punto poco confiable. 
Igualmente, resulta de utilidad visualizar la nube variográfica, para identificar los pares 
de datos responsables de una inestabilidad numérica del variograma experimental. 

 

                                                 
2 Por ejemplo, para una malla cuadrada de lado D, se elegirá un paso de cálculo igual a D en las direcciones 
principales de la malla, y D 2 en las direcciones diagonales. 
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Bajo la hipótesis de estacionaridad, la función de covarianza se define como: 
 

}])([])([{)( P=P=(& −−+= [K[K . 
 

 Un primer estimador de esta covarianza se obtiene al reemplazar el valor esperado P 
por una media aritmética sobre los pares de datos cuya separación coincide con el vector K: 
 

∑ −−= βα
)(

1 ])([])([
|)(|

1
)(̂ . [[KK / ]]]]1& , 

 
donde 1(K) = {(α,β) tal que [α − [β = K}, mientras que ]  es un estimador de la esperanza, a 
saber la media aritmética de los Q datos disponibles: 
 

∑
=α

α=
0
]Q]

1

)(
1 [ . 

 
 El estimador 1 se conoce como FRYDULDQ]D�HUJyGLFD. Un segundo estimador, llamado 
FRYDULDQ]D�QR�HUJyGLFD consiste en plantear: 
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con ∑
∈βα

α=
)(),(

)(
|)(|

1
)( = [KK >?9@�A7B C5@ ]1]  y ∑

∈βα
β=

)(),(
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|)(|

1
)( D [KK EF5G7H I ]1] . 

 
 Se demuestra que estos estimadores de la covarianza son más robustos que el estimador 
del variograma (los datos no están elevados al cuadrado), pero presentan un VHVJR3:  
                                                 
3 Por ejemplo, para K = �, ambos estimadores coinciden con el estimador clásico de la varianza D�SULRUL C(�):  

 

∑
=α
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cuya esperanza es, bajo la hipótesis simplificadora que los datos no están correlacionados 

 

)()11()(1)](̂[ ��� &Q&Q
Q&( −=−= . 

 
Bajo la hipótesis de no correlación entre los datos, se tiene un sesgo igual a C(�)/Q para el estimador de 

la varianza D�SULRUL C(�). En realidad, como la variable regionalizada manifiesta cierta continuidad espacial, 
los datos están correlacionados y el sesgo es todavía más importante. 
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El sesgo es más importante cuando el número de datos es pequeño. Proviene de haber 

recurrido, en el cálculo de la covarianza experimental, a una estimación de la esperanza P 
por una media aritmética de datos. El variograma experimental no tiene este inconveniente, 
pues evita estimar la esperanza de la función aleatoria. 
 
 De la misma manera que para el variograma, se introduce tolerancias en las distancias y 
los ángulos cuando la malla de muestreo es irregular. 
 

 
 

)LJXUD��. Variograma omnidireccional calculado a partir del estimador  
de la covarianza no ergódica, planteando )(ˆ)(ˆ)(̂ 22 �KK && −=γ . 
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Una alternativa interesante es recurrir a la FRYDULDQ]D�QR�FHQWUDGD, denotada & KML , que, 
bajo la hipótesis de estacionaridad, sólo depende de la separación entre datos: 
 

2)(])()([)( P&==(& NPO +=+= K[K[K . 
 

La covarianza no centrada está relacionada con el variograma por la relación: 
 

)()()( �KK QPRQPR && −=γ  
 
y constituye, en consecuencia, una herramienta equivalente a la covarianza centrada o al 
variograma. Puede estimarse sin sesgo con:  
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De este modo, KWL (�) – KML (K) constituye un estimador insesgado del variograma γ(K). 

Este estimador atenúa la influencia de los valores altos, en comparación con el variograma 
experimental clásico, puesto que los valores de los datos ya no intervienen en un cuadrado. 
Esto es particularmente interesante en el caso de datos cuya distribución es muy asimétrica 
y presenta algunos valores extremos que hacen inestable el variograma experimental.  
 

�����&RUUHORJUDPD�H[SHULPHQWDO�
 

El correlograma se define como el cuociente entre la covarianza y la varianza: 
 

)(/)(])(),([)( �K[K[K &&==FRUU =+=ρ . 
 

 Tal como para la covarianza, se puede definir un estimador HUJyGLFR, que utiliza todos 
los datos al momento de estimar la esperanza y la varianza: 
 

)(ˆ
)(ˆ

)(
1

1
1 �

KK &
&=ρ , 

 
y un estimador QR�HUJyGLFR, que sólo utiliza los datos que están apareados para el vector K: 
 

)(ˆ)(ˆ
)(ˆ

)(ˆ 2
2 KK

KK X5Y7Z [X9[�\7] ^5[
&

σσ
=ρ , 

 

con  ∑
∈βα

α −=σ
)(),(

2)]()([
|)(|

1
)(ˆ _ K[KK ` a9b�c7d efba9b�c7d efb ]]1  

 ∑
∈βα

β −=σ
)(),(

2)]()([
|)(|

1
)(ˆ g K[KK h i5j7k li5j7k l ]]1 . 

 
 Los estimadores así definidos son más robustos que el estimador del variograma, pero 
sesgados debido a que utilizan estimadores de la esperanza y de la varianza: 
 

)()](ˆ[

)()](ˆ[

2

1

KK
KK

ρ≠ρ
ρ≠ρ

(
(
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)LJXUD��. Variograma estandarizado omnidireccional calculado a partir del estimador  
del correlograma no ergódico, planteando )(ˆ)(ˆ)(̂ 22 K�K ρ−ρ=γ . 

 

�����9DULRJUDPD�GHVDJUXSDGR�
 
 Para corregir los efectos provocados por una malla irregular de muestreo, hemos visto 
que era usual ponderar los datos (operación de desagrupamiento) al momento de calcular el 
histograma. Este procedimiento se puede extender al cálculo del variograma experimental, 
planteando: 
 

∑ βααβ −ω=γ
)(

2)]()([
2
1

)(~
m [[K n ]] , 

 
donde los ponderadores {ωαβ, (α,β) ∈ 1(K)} suman 1. 
 
 Varias opciones han sido planteadas para definir estos ponderadores, por ejemplo ωαβ 
podría ser el promedio de los ponderadores de desagrupamiento asignados a los datos nºα y 
nºβ por el método de las celdas. Aunque parece interesante para desagrupar el variograma 
experimental, esta alternativa todavía no es de uso común. 
 

�����2WUDV�KHUUDPLHQWDV�
 
 Los estimadores definidos hasta ahora (variograma tradicional, covarianza, covarianza 
no centrada, correlograma, variograma desagrupado) pueden ser utilizados para calcular un 
variograma experimental. Como recomendación general, es preferible utilizar estimadores 
insesgados (luego, evitar la covarianza centrada o el correlograma).  
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 Varias otras herramientas variográficas han sido propuestas en la literatura, pero sus 
propiedades son mal conocidas y no sustituyen al variograma experimental tradicional. 
Citemos:  
 
• 9DULRJUDPD�UHODWLYR�JHQHUDO�

 
Esta herramienta consiste en normalizar el valor del variograma en K por el cuadrado de 
la media de los datos separados por K: 
 

2)(̂
)(̂

)(ˆ K
KK Po�p γ=γ  con 

2
)()(

)(̂
KKK q5r s tq t�u7v w5t ]]P += . 

 
• 9DULRJUDPD�UHODWLYR�SRU�SDUHV�
 

La normalización interviene a nivel de cada par de datos: 
 

∑
βα

βα

+
−

=γ
)(

2

2

4/])()([

])()([

|)(|2
1

)(ˆ x [[
[[

KK yzM{ ]]
]]

1  

 
Se plantea un problema en la definición anterior cuando la variable regionalizada puede 
anularse, caso en el cual el denominador puede ser nulo. 
 
Los variogramas relativos son más robustos que el variograma clásico a la presencia de 
valores extremos, cuya influencia se reduce a causa de la normalización efectuada. El 
principal inconveniente de estos variogramas es que no pueden ser utilizados tal cual en 
el formalismo geoestadístico: las ecuaciones que permiten resolver los problemas de 
estimación recurren al variograma o la covarianza, pero no a los variogramas relativos. 
Estos últimos sólo entregan un suplemento de información para mejorar la descripción 
de la continuidad espacial de los datos (alcance y anisotropía en especial).  
 

• 9DULRJUDPD�ORJDUtWPLFR�
 
En lugar de interesarse por la variable regionalizada misma, puede ser ventajoso hacer 
el análisis variográfico de una transformada de ésta. Una transformación frecuente es el 
paso a logaritmos, planteando < = ln(=) o, más generalmente, < = ln(= + µ) donde µ es 
un escalar; esta transformación atenúa las diferencias entre los valores altos. 
 
El problema principal concierne la vuelta a la variable original =. Para poder deducir el 
variograma γ |  de esta última a partir del variograma logarítmico γ } , se requiere hipótesis 
sobre las distribuciones bivariables de la función aleatoria <. La hipótesis más frecuente 
es la de distribuciones Gaussianas, en cuyo caso se tiene:  
 

})]([exp1{)(exp)( 22 KK ~~�� P γ−−σ=γ  
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donde P |  = ((=) y ]/)var(1[ln)(var 22 �� P=< +==σ . 
 

 
 

)LJXUD��. Variogramas relativos y variograma logarítmico para los datos de  
concentración de cobalto. Nótese que los valores en los cuales se estabilizan  
estos variogramas difieren de aquellos del variograma tradicional (Figura 2) 
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&DStWXOR����$QiOLVLV�YDULRJUiILFR��
���9DULRJUDPD�PRGHODGR�

 
 
 
 

El variograma experimental no puede utilizarse directamente. Por una parte, sólo está 
definido para ciertas distancias y direcciones, por lo que es incompleto. Por otra parte, está 
sujeto a ciertas aproximaciones, debido al número limitado de datos y a los parámetros de 
tolerancia utilizado en el cálculo. Para subsanar esta situación, la idea es ajustar un modelo 
teórico de variograma en torno al variograma experimental. Esta etapa es la fase esencial de 
todo estudio geoestadístico, pues aquí es donde uno “ interpreta”  la continuidad espacial de 
la variable en estudio. 
 

���3URSLHGDGHV�GH�XQ�YDULRJUDPD�WHyULFR�
 

�����3URSLHGDGHV�PDWHPiWLFDV�
 
 Para que una función sea un variograma, debe cumplir con varias propiedades: 
 
• Paridad:      γ(K) = γ(−K). 
 
• Nulidad en el origen:  γ(�) = 0. 
 
• Positividad:     γ(K) ≥ 0. 
 
• Comportamiento al infinito: 0||/)(lím 2 =γ

+∞→
KK� . 

 
• Función de WLSR QHJDWLYR�FRQGLFLRQDO: 
 

0)(,,...,0  que  tales,...,
1 1

1
1i

i1
* ≤−γλλ∈∀=λ∈λλ∀∈∀ ∑∑∑

= ==

�

�

�

� �����
�

�N [[[[ D RN . 

 
Esta propiedad es una condición necesaria y suficiente para que γ sea el variograma de 
una función aleatoria. El adjetivo FRQGLFLRQDO se refiere al hecho de que la desigualdad 
es válida sólo para una clase restringida de ponderadores (λ1,... λ � ), a saber, los de suma 
total nula. 
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�����&RPSRUWDPLHQWR�HQ�HO�RULJHQ�
 

Mientras más regular el variograma en el origen (distancias cercanas a 0), más regular 
es la variable regionalizada en el espacio. Se suele distinguir tres tipos de comportamiento 
para el variograma en el origen (Figura 1): 

 
•  SDUDEyOLFR: corresponde a una variable regionalizada muy regular en el espacio 
 
•  OLQHDO: corresponde a una variable regionalizada continua, pero no tan regular 
 
•  GLVFRQWLQXR: corresponde a una variable regionalizada más errática, es decir, con 

discontinuidades en la distribución espacial de sus valores. La desemejanza entre 
dos datos muy cercanos no es despreciable: los valores medidos varían a una escala 
muy pequeña y su continuidad no es perceptible. Este fenómeno se llama HIHFWR�
SHSLWD, por referencia a las leyes de oro en los yacimientos auríferos, que cambian 
repentinamente cuando hay pepitas de oro. 

 
 

 
 

)LJXUD��. Relación entre la regularidad espacial de una variable regionalizada (arriba)  
y el comportamiento en el origen del variograma (abajo) 

 

�����&RPSRUWDPLHQWR�SDUD�GLVWDQFLDV�PX\�JUDQGHV�
 

Frecuentemente, el variograma crece a partir del origen y se estabiliza, a partir de una 
distancia D, en torno a una PHVHWD. En este caso, se demuestra que esta meseta es igual a la 
varianza a priori: 
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.    varianza:)()(
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Las dos variables aleatorias =([) y =([�+ K) estarán correlacionadas si la longitud del 

vector de separación K es inferior a la distancia D, que se denomina el DOFDQFH. El alcance 
corresponde a la noción intuitiva de ]RQD�GH�LQIOXHQFLD : más allá de |K| = D, el variograma 
es constante e igual a su meseta y las variables =([) y =([�+ K) son independientes (en rigor, 
no están correlacionadas). Los variogramas con meseta se denominan también PRGHORV�GH�
WUDQVLFLyQ. 
 

 
 

)LJXUD��. Variograma con meseta y alcance 
 

A veces, el variograma crece infinitamente cuando la distancia aumenta y no presenta 
meseta ni alcance. En este caso, la varianza D�SULRUL es infinita y no existe la función de 
covarianza ni el correlograma. 
 

 
 

)LJXUD��. Variograma sin meseta 

PHVHWD�

DOFDQFH�
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 La ausencia de meseta puede ser también un efecto de la escala de observación, cuando 
el variograma sí alcanza una meseta, pero para una distancia mayor a la máxima distancia 
de cálculo. 
 

�����&RPSRUWDPLHQWR�GLUHFFLRQDO�
 
 Un variograma γ(K) es isótropo si es idéntico en todas las direcciones del espacio, es 
decir, si no depende de la orientación del vector K, sino sólo de su módulo |K|. En caso 
contrario, hay anisotropía; tal propiedad caracteriza un fenómeno que se extiende de 
preferencia en ciertas direcciones.  
 

 
 

)LJXUD��. Variable regionalizada con dirección preferencial de continuidad (izquierda)  
y variograma en las direcciones de mayor y menor continuidad (derecha) 

 

�����2WUDV�SURSLHGDGHV�
 
3HULRGLFLGDG: suele ocurrir con fenómenos temporales, menos con fenómenos espaciales. 
(IHFWR�GH�KR\R: el variograma no es monótono. 
 

 
 

)LJXUD��. Variograma con periodicidad (izquierda) y efecto de hoyo (derecha) 
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El variograma sólo provee una caracterización parcial de la función aleatoria. Varias 
características de la distribución espacial no están descritas por esta herramienta, como la 
FRQHFWLYLGDG HVSDFLDO�GH�YDORUHV. Esta característica sólo se puede investigar al examinar 
distribuciones multivariables (que involucran a más de dos sitios a la vez). 
 

 
 
)LJXUD��. Ejemplos de realizaciones con diferentes características de conectividad espacial. 

A pesar de esto, todas tienen el mismo variograma  
 

���0RGHORV�HOHPHQWDOHV�GH�YDULRJUDPD�
 
 Una función es un variograma si y sólo si es de tipo negativo condicional. Es una 
propiedad muy restrictiva y difícil de controlar, incluso si se trabaja en un espacio de una 
dimensión. Por esto, en general, se elige un modelo de variograma entre las funciones de 
las cuales sabemos que son de tipo negativo condicional. A continuación, daremos algunos 
ejemplos de funciones que tienen esta propiedad y que constituyen los modelos más usados 
en la práctica. 
 

�����(IHFWR�SHSLWD�
 
 El variograma pepítico de meseta & se define como: 
 

contrario casoen  
 si  0

)( &
�KK =

=γ  

 
Este modelo de variograma alcanza inmediatamente su meseta: hay ausencia total de 

correlación espacial, de modo que la geoestadística encuentra todos los resultados de la 
estadística clásica. Es un caso poco frecuente en las aplicaciones, a menos que los errores 
de medición sean muy grandes o que las distancias entre datos sean mayores que el alcance 
real, en cuyo caso la continuidad espacial es imperceptible. 
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)LJXUD��. Variograma pepítico (derecha) y ejemplo  
de variable regionalizada asociada (izquierda)  

 

�����0RGHOR�HVIpULFR�
 
 El variograma esférico de alcance D y meseta & se define como: 
 

contrario casoen  
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)LJXUD��. Variograma esférico (derecha) y ejemplo  
de variable regionalizada asociada (izquierda)  

 
 El efecto pepita podría verse como un modelo esférico de alcance infinitamente corto. 
Sin embargo, desde el punto de vista físico, existe una diferencia fundamental entre los 
modelos pepítico y esférico: el primero representa una variable regionalizada discontinua a 
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la escala de observación, para la cual los valores cambian repentinamente de un punto a 
otro, mientras que el segundo describe una variable regionalizada continua.  
 

�����0RGHOR�H[SRQHQFLDO�
 
 El variograma exponencial de parámetro D y meseta & se define como: 
 














−−=γ D& ||

exp1)(
KK  

 
Contrariamente al modelo esférico que llega a la meseta exacta para |K| = D, el modelo 

exponencial sólo alcanza su meseta asintóticamente. En todo caso, se puede considerar un 
alcance práctico igual a 3D para el cual el variograma llega al 95% del valor de su meseta 
 

 
 

)LJXUD��. Variograma exponencial (derecha) y ejemplo  
de variable regionalizada asociada (izquierda)  

 

�����0RGHOR�*DXVVLDQR�
 
 El variograma Gaussiano de parámetro D y meseta & se define como: 
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La meseta se alcanza asintóticamente y el alcance práctico puede considerarse igual a  

D 3 . 
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)LJXUD���. Variograma Gaussiano (derecha) y ejemplo  
de variable regionalizada asociada (izquierda)  

 

�����0RGHOR�VHQR�FDUGLQDO�
 
 El variograma seno cardinal de parámetro D y meseta & se define como: 
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)LJXUD���. Variograma seno cardinal (derecha) y ejemplo  
de variable regionalizada asociada (izquierda)  

 
 Este modelo presenta oscilaciones, las cuales tienen generalmente una interpretación 
física (fenómeno periódico amortiguado, por ejemplo). El alcance práctico vale 20.37 D y la 
mitad del seudo-período es igual a 4.49 D, distancia para la cual el variograma vale 1.21 C.  
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�����0RGHOR�SRWHQFLD�
 
 El variograma potencia de pendiente ω y exponente θ se define como: 
 

θω=γ ||)( KK  
 

Este variograma no posee ni meseta ni alcance, sino que crece en forma indefinida. El 
exponente θ puede variar entre 0 (variograma pepítico) y 2 (variograma parabólico). El 
modelo se llama OLQHDO cuando el exponente vale 1. A modo de ejemplo, el movimiento 
browniano fraccionario de parámetro η ∈ ]0,1[ es un proceso aleatorio cuyo variograma es 
el modelo potencia γ(K) = |K|2η. 
 

 
 

)LJXUD���. Variograma potencia (derecha) y ejemplo de variable  
regionalizada asociada a un variograma lineal (izquierda)  

 

���0RGHODPLHQWR�GH�XQ�YDULRJUDPD�H[SHULPHQWDO�
 

�����0RGHORV�DQLGDGRV�
 

El variograma experimental mide la desemejanza promedio entre dos datos en función 
de su separación. A menudo, presenta cambios de pendiente, que indican un cambio en la 
continuidad espacial a partir de ciertas distancias. Se pone así en evidencia distintas escalas 
de variación en la variable regionalizada. El variograma puede modelarse como la suma de 
varios modelos elementales denominados PRGHORV�DQLGDGRV o HVWUXFWXUDV�DQLGDGDV (Figura 
13): 
 

)(...)()()( 21 KKKK �γ++γ+γ=γ . 
 

Cada escala de observación integra todas las estructuras de los niveles inferiores. Por 
ejemplo, si se trabaja a la escala métrica, el variograma incorporará la variabilidad presente 
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a escalas de milímetros, centímetros... pero la variabilidad kilométrica no se manifestará. 
Por lo tanto, hay una jerarquía entre las estructuras, que se encajan unas dentro de las otras, 
de donde viene el calificativo de DQLGDGDV. 
 

 
 

)LJXUD���. Variograma anidado obtenido por la suma de  
un efecto pepita y dos modelos esféricos  

 
 En la práctica, la descomposición anterior no es única, pues las escalas de variabilidad 
de una variable regionalizada son raramente tan diferenciadas. Además, en general, el uso 
de estructuras anidadas sólo representa una comodidad para el ajuste, sin que exista una 
interpretación de cada estructura. Por otro lado, es claro que una estructura de pequeña 
escala sólo podrá identificarse si la malla de muestreo es suficientemente fina. De la misma 
manera, una estructura de gran escala sólo aparecerá en el variograma si el diámetro del 
dominio muestreado es bastante grande. 
 

�����(IHFWR�SHSLWD�
 

El efecto pepita puede deberse a varios factores, entre los cuales destacan: 
 
• 3UHVHQFLD�GH�XQD�³PLFUR�HVWUXFWXUD´, o sea, un modelo anidado de alcance pequeño 

con respecto a la escala de observación. Por ejemplo, consideremos un modelo anidado 
compuesto de dos estructuras: la primera de alcance D centimétrico y de meseta &, y la 
segunda de alcance kilométrico. En la vecindad del origen, el variograma presentará 
una zona de crecimiento que alcanzará rápidamente (después de algunos centímetros) la 
meseta &. A la escala kilométrica, este crecimiento se confundirá con una discontinuidad 
en el origen, es decir, con un efecto pepita, de meseta & (Figura 14). 
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)LJXUD���� Génesis de un efecto pepita 
 

Así, un efecto pepita puede ser la manifestación de una escala de variabilidad cuyas 
dimensiones características son muy inferiores a la escala de trabajo: sólo la meseta de 
esta “ micro-estructura”  es mensurable (está dada por la amplitud del efecto pepita), sus 
otros rasgos son imperceptibles.  

 
• 6RSRUWH�GH�ODV�PHGLFLRQHV� Debido al efecto de soporte, se sabe que la variabilidad de 

una variable regionalizada aumenta cuando disminuye el soporte en el cual se mide esta 
variable. Así, un soporte de mediciones pequeño puede significar una importante 
componente pepítica que oculta la continuidad subyacente de la función aleatoria. Un 
soporte más voluminoso conduciría a una disminución de la constante pepítica y una 
mejor apreciación de la continuidad de los valores. La teoría establece que la amplitud 
(meseta) del efecto pepita es inversamente proporcional al volumen de la medición. 

 
• (UURUHV�GH�PHGLFLyQ. En el caso de que las mediciones estén afectadas por errores, el 

variograma suele presentar un efecto pepita. Si los errores son independientes entre sí, 
de misma varianza y se suman a los valores reales, entonces el variograma de los datos 
erróneos es igual al variograma de los datos reales (sin error) más un efecto pepita igual 
a la varianza del error. 

 
• (UURUHV�GH�XELFDFLyQ�GH�ORV�GDWRV. Del mismo modo que los errores de medición, el 

tener errores en la posición de los datos introduce un efecto pepita en el variograma. 
 

�����$QLVRWURStD�
 
 Las anisotropías se manifiestan cuando el variograma difiere según las direcciones del 
espacio. En ausencia de anisotropía, γ(K) sólo depende del módulo del vector de separación 
K, no de su orientación. Como los modelos elementales de variograma están definidos para 
el caso isótropo, debemos examinar las transformaciones que permiten el paso a modelos 
anisótropos. 
 
 En la práctica, las anisotropías se pueden identificar al comparar los variogramas 
experimentales calculados a lo largo de varias direcciones del espacio, por ejemplo, en el 
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caso bidimensional, a lo largo de las direcciones orientadas 0°, 45°, 90° y 135° con respecto 
al eje de las abscisas. A menudo, se completa este examen dibujando el mapa variográfico. 
Cuando hay isotropía, los variogramas experimentales en las diferentes direcciones se 
superponen y el mapa variográfico dibuja círculos (caso bidimensional) o esféras (caso 
tridimensional).  
 
 En el caso contrario, se está en presencia de una anisotropía. Se distingue varios tipos 
de anisotropía, en especial, la anisotropía geométrica y la anisotropía zonal. 
 
$QLVRWURStD�JHRPpWULFD�
 

Una anisotropía se dice JHRPpWULFD cuando el mapa variográfico dibuja elipses 
concéntricas (caso 2D) o elipsoides (caso 3D). Los variogramas direccionales tienen la 
misma forma, pero alcances diferentes. 
 
 En el caso bidimensional, la anisotropía geométrica queda completamente definida por 
su FRHILFLHQWH�GH�DQLVRWURStD D�E, razón entre el eje menor D y el eje mayor E de cualquiera 
de las elipses de isovalores, y el iQJXOR�GH�DQLVRWURStD θ, formado por el eje mayor y el eje 
de las abscisas. El primero indica la “ intensidad”  de la anisotropía (más marcada cuando se 
aleja de 1), mientras que el segundo indica su orientación. En el caso tridimensional, se 
debe definir dos coeficientes de anisotropía y dos ángulos.  
 

 
 

)LJXUD���� Ejemplo (2D) de anisotropía geométrica de razón D/E y ángulo θ. Izquierda: 
elipse de alcances. Derecha: variograma en las direcciones principales de anisotropía 

 
 Se puede escribir:  
 

|)(|)( 0 K$K γ=γ  
 
donde γ0 es un variograma isótropo� y $ una matriz (2×2) ó (3×3) que depende de los 
ángulo(s) y coeficiente(s) de anisotropía. Es decir, una transformación lineal de las 
coordenadas espaciales (rotación seguida de una homotecia) basta para volver a la situación 
de isotropía. 
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$QLVRWURStD�]RQDO�
 
 Existen variogramas cuya anisotropía no puede corregirse con una transformación 
lineal de coordenadas, especialmente aquellos que presentan una meseta variable según la 
dirección del espacio.  
 

En un sentido estricto, la anisotropía ]RQDO es un modelo en el cual la función aleatoria 
no depende de una (o varias) coordenada(s). Esto sucede a veces cuando se trabaja en el 
espacio de tres dimensiones. Por ejemplo, en el estudio de un fenómeno sedimentario, la 
variabilidad suele ser más importante a lo largo de la dirección vertical que atraviesa los 
estratos, que en los estratos mismos. Como una primera aproximación, la función aleatoria 
es constante en el plano horizontal, de manera que su variograma γ(K) sólo depende de la 
componente vertical de K. Denotando como θ el ángulo entre K y la dirección vertical y X 
un vector unitario orientado verticalmente, se puede escribir: 

 
)cos||()( XKK θγ=γ . 

 
Este variograma tiene la misma meseta en todas las direcciones del espacio excepto en 

el plano horizontal para el cual cos θ = 0 y γ(K) = 0. 
 

 
�

)LJXUD���� Ejemplo (3D) de anisotropía zonal en dirección vertical. Derecha: variogramas 
en las direcciones horizontales (D1,D2), vertical (D3) y una dirección oblicua (Dθ ). 

 
Una forma equivalente de definir la anisotropía zonal consiste en verla como una 

anisotropía geométrica donde el eje mayor de la elipse (elipsoide) de alcances se vuelve 
infinitamente grande. En el mapa variográfico, la elipse se convierte entonces en una banda. 
 
$QLVRWURStDV�FRPSOHMDV�
 

La suma de varios variogramas isótropos o con anisotropías zonales o geométricas con 
características diferentes (ángulos y coeficientes de anisotropía) permite hacer frente a la 
mayor parte de las situaciones encontradas en la práctica.  
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�����5HJODV�GH�DMXVWH�
 
 Consideremos el siguiente ejemplo de variograma experimental, calculado a lo largo de 
las direcciones principales de anisotropía en el espacio de tres dimensiones.  
 

 
�

)LJXUD���� Variograma experimental a lo largo de tres direcciones principales de 
anisotropía (D1, D2,D3). ¿Cuál puede ser el modelo de variograma? 

 
Antes de ajustar un modelo, empecemos con determinar (visualmente) las principales 

características del variograma experimental: 
 
• el variograma tiene un efecto pepita de meseta 0.1 aproximadamente; 
• en la primera dirección (D1), el variograma tiene un alcance cercano a 200m y una 

meseta cercana a 1.0; 
• en la segunda dirección (D2), el variograma tiene un alcance cercano a 120m y una 

meseta cercana a 1.3; 
• en la tercera dirección (D3), el variograma tiene un alcance cercano a 50m y una 

meseta cercana a 1.5; 
• en cada dirección, aparte del efecto pepita, el comportamiento en el origen es lineal, 

lo que sugiere utilizar modelos anidados de tipo esférico o exponencial. 
 

Dado que el modelo será la suma de modelos básicos (variograma anidado), se va a ir 
sumando contribuciones positivas a medida que se agregan los modelos anidados. Por esta 
razón, el modelamiento se realizará yendo “ desde abajo hacia arriba”  en el eje de ordenada 
correspondiente al variograma.  
 
 El primer “ hito”  en el eje de ordenada corresponde al efecto pepita, cuya amplitud es de 
0.1. Por lo tanto, usaremos como primer modelo básico dicho efecto pepita (Figura 18A). 
El segundo hito corresponde a la meseta (1.0) en la primera dirección. Como ya tenemos un 
efecto pepita de meseta 0.1, sólo falta agregar un modelo básico (digamos, un exponencial) 
de meseta 0.9 y cuyos alcances en las tres direcciones D1, D2 y D3 son 200m, 120m y 
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50m, respectivamente (Figura 18B). El siguiente hito es la meseta (1.3) en la dirección D2. 
Estando en la meseta 1.0, falta agregar un modelo básico (exponencial) de meseta 0.3; sus 
alcances en las direcciones D2 y D3 son 120m y 50m respectivamente, mientras que el 
alcance en la dirección D1 se pone infinito de modo de no alterar más el variograma en esta 
dirección (esto equivale a considerar una anisotropía zonal a lo largo de la dirección D1) 
(Figura 18C). De manera análoga, para llegar al último hito (meseta 1.5 en la dirección 
D3), basta con agregar un último modelo básico de meseta 0.2 y alcances infinitos en las 
direcciones D1 y D2 y 50m en la dirección D3 (Figura 18D). 
 

 
�

)LJXUD���� Pasos para el modelamiento del variograma  
experimental, sumando modelos anidados. 

 
 
 El modelo final queda como: 
 
γ(K) = 0.1 pepa + 0.9 exp(200m,120m,50m) + 0.3 exp(∞,120m,50m) + 0.2 exp(∞,∞,50m). 

 
donde las distancias entre paréntesis indican los alcances prácticos en las direcciones D1, 
D2 y D3, respectivamente. 
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�����$SOLFDFLyQ�D�ORV�GDWRV�GH�FRQWDPLQDFLyQ�GH�VXHOR�
 
 Reanudamos con el variograma experimental de los datos de concentración de cobalto, 
calculado a lo largo de las direcciones reconocidas como de mayor y menor continuidad (a 
saber, N60ºE y N30ºW) (Figura 5, capítulo anterior). Aplicando el procedimiento descrito 
previamente, se propone el siguiente modelo compuesto de un efecto pepita y tres modelos 
esféricos: 
 

γ(K) = 2.5 pepa + 5.5 esf(0.85km,0.85km) + 3.5 esf(3km,1.8km) + 4.0 esf(∞,1.8km). 
 
 En esta ecuación, el primer alcance corresponde a la dirección N60ºE, mientras que el 
segundo alcance se refiere a la dirección ortogonal N30ºW. 
 

 
 

)LJXUD���� Modelamiento del variograma experimental  
de las concentraciones de cobalto. 

 

�����&RQVLGHUDFLRQHV�SUiFWLFDV�
 

La representación de una variable regionalizada por un variograma es una operación 
subjetiva: no existe un modelo subyacente “ verdadero” . En la práctica, conviene asegurarse 
que el modelo elegido respete las principales características del variograma experimental 
(efecto pepita, comportamiento en el origen, existencia o no de una meseta, anisotropía) y 
que no sea inútilmente complejo. 
 

 
 En general, se agregan varios modelos de base, que idealmente modelan componentes 
espaciales de escalas diferentes. Inicialmente, se selecciona la familia de modelos básicos 
que se quiere utilizar, luego se ajusta sus parámetros (meseta, alcance...). Se procurará 
evitar el uso exclusivo de métodos de ajuste automáticos. Por el contrario, el modelamiento 
de un variograma debe ser un trabajo interactivo, donde el usuario tiene la última palabra. 
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Se puede añadir las siguientes observaciones. 
 

• La elección de un modelo con o sin PHVHWD se decide en función del comportamiento 
del variograma experimental para distancias grandes. Sin embargo este comportamiento 
puede ser errático, por intervenir pocos pares de datos cuando la distancia se acerca a la 
dimensión máxima del campo. En general, se considera que el variograma experimental 
en una dirección es poco confiable para distancias superiores a la mitad del diámetro del 
campo en esta dirección. El ajuste de la meseta se hace en torno a las fluctuaciones del 
variograma y/o de la varianza empírica de los datos. Cabe señalar que la meseta del 
variograma puede diferir de la varianza del histograma (varianza empírica de los datos), 
pues representa el valor que tendría la varianza empírica cuando el dominio donde se 
distribuyen los datos se vuelve infinitamente grande. 

 
• El FRPSRUWDPLHQWR�GHO�YDULRJUDPD�HQ�HO�RULJHQ puede no ser accesible si la malla de 

muestreo es demasiado grande. Así, una micro-estructura puede estar oculta y aparecer 
como un efecto pepita si la distancia más pequeña para la cual se calcula el variograma 
es mayor que el alcance práctico. Frecuentemente, se adopta un modelo lineal en el 
origen (esférico o exponencial) con una constante pepítica que se obtiene extrapolando 
el variograma experimental hasta el eje de las ordenadas. Si el efecto pepita aparente�es 
negativo, una solución consiste en utilizar un modelo con comportamiento parabólico 
en el origen. Pero esta situación debe cuestionarnos acerca de los parámetros de cálculo 
utilizados: el efecto pepita negativo (siempre artificial) puede verse exagerado, debido 
al uso impropio de la tolerancia; puede deberse también al soporte de los datos, cuando 
no es puntual. 

 
• El ajuste a un modelo no se hace considerando solamente el variograma experimental, 

sino que se GHEH�WRPDU�HQ�FXHQWD�WRGD�OD�LQIRUPDFLyQ�GLVSRQLEOH�VREUH�OD�YDULDEOH�
UHJLRQDOL]DGD. Una anisotropía o una periodicidad deben modelarse si son obvias en el 
variograma experimental o si son explicables por consideraciones físicas. Asimismo, es 
esperable observar un efecto pepita cuando las mediciones están afectadas por errores. 

 
• Finalmente, la mayoría de las aplicaciones (problemas de estimación) no requieren el 

conocimiento del variograma para todas las distancias. Conviene ajustar el variograma 
hasta la HVFDOD�GH� WUDEDMR�considerada. Más allá, el ajuste no tiene importancia. Por 
ejemplo, esta escala representa la “ vecindad”  donde se tomará la información para 
estimar un valor en un sitio no muestreado (trabajo en una YHFLQGDG�PyYLO, ver capítulo 
siguiente).  
 
En conclusión el análisis variográfico hace uso tanto de la información disponible sobre 

la variable en estudio, como del tacto en la elección y el uso de las herramientas, así como 
también de un sentido de la aproximación. Se trata de la etapa esencial de todo estudio 
geoestadístico y seguramente de aquella que menos se presta al automatismo. 
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&DStWXOR����/D�HVWLPDFLyQ�ORFDO�
 
 
 
 La estimación local busca HVWLPDU o SUHGHFLU el valor de la variable regionalizada en un 
sector del campo estudiado, a partir de los datos disponibles (problema de “ interpolación”  
espacial). En este capítulo, estudiaremos algunos métodos tradicionales de interpolación e 
introduciremos el método de NULJLQJ (bautizado así en honor de uno de los precursores de la 
geoestadística, Danie Krige). 
 

���0pWRGRV�WUDGLFLRQDOHV�
 

El problema se formula de la siguiente manera: estimar el valor ]([0) (desconocido) de 
la variable regionalizada estudiada en un sitio [0 a partir de los valores conocidos en sitios 
con datos. Para ello, se buscará asignar un ponderador a cada dato. 

 

 
 

)LJXUD��. ¿Cómo estimar el valor en el sitio “ ?”  a partir de  
los valores en los sitios con datos A, B, C, D, E, F? 

 

�����,QWHUSRODFLyQ�SRU�HO�PiV�FHUFDQR�YHFLQR�
 

Este estimador atribuye toda la ponderación al dato más cercano al sitio a estimar. En el 
caso mostrado en la Figura 1, se trata del dato ubicado en C. El estimador apantalla a todos 
los datos salvo el más cercano, luego omite gran parte de la información y probablemente 
carece de precisión. 
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)LJXUD��. Ponderación obtenida con la interpolación por el más cercano vecino. 
 

�����,QYHUVR�GH�OD�GLVWDQFLD�
 

Este segundo estimador asigna a cada dato una ponderación inversamente proporcional 
a (una potencia de) su distancia al sitio a estimar. 
 

 
 

)LJXUD��. Ponderación obtenida con la interpolación por inverso de la  
distancia (izquierda) e inverso del cuadrado de la distancia (derecha). 

 
 Si la potencia es baja (cercana a cero), la distancia elevada a esta potencia es cercana a 
1, por lo que el estimador asigna la misma ponderación a todos los datos (media aritmética 
de los datos). Al contrario, si la potencia es muy alta, el inverso de la distancia más pequeña 
se vuelve preponderante sobre todos los otros términos, y el estimador se convierte en el del 
más cercano vecino. 
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�����2WURV�PpWRGRV�
 
 Muchos otros métodos de interpolación han sido propuestos en la literatura, entre los 
cuales podemos citar: 
 

• El PpWRGR�GH�6LEVRQ (LQWHUSRODFLyQ�SRU�YHFLQGDG�QDWXUDO), que busca una función 
de interpolación continua y derivable en el espacio. La ponderación se concentra en 
los sitios vecinos del sitio a estimar, que hacen de pantalla a los sitios más lejanos. 

 
• Las interpolaciones basadas en una WULDQJXODFLyQ del espacio. Consisten en dividir 

el espacio en triángulos disjuntos cuyos vértices son los sitios con datos, luego en 
interpolar dentro de cada triángulo. Existen varias opciones para la triangulación, 
siendo la más conocida la triangulación de Delaunay (los vértices de cada triángulo 
son los sitios con datos cuyos polígonos de influencia tienen un lado en común). En 
cuanto a la interpolación dentro de cada triángulo, puede hacerse con funciones 
lineales (LQWHUSRODFLyQ�OLQHDO) o polinomios (PpWRGR�GH�$NLPD). Tal como el método 
de Sibson, la interpolación por triangulación sólo considera los datos vecinos del 
sitio a estimar, que apantallan a los otros datos. 

 
• Los PpWRGRV�EDULFHQWULFRV, que realizan la interpolación por una suma ponderada 

de los datos (tal como el inverso de la distancia). Como otro ejemplo, mencionemos 
el método de LQWHUSRODFLyQ�ELOLQHDO, que se utiliza cuando los datos están ubicados 
en una grilla regular. 

 
• Los métodos de VXSHUILFLHV�GH� WHQGHQFLD, que consisten en aplicar una regresión 

polinomial sobre los datos. 
 

• Los VSOLQHV�GH�LQWHUSRODFLyQ que recurren a una familia de funciones muy regulares 
en el espacio (splines cúbicos, splines laplacianos...), tal que se minimice un cierto 
criterio matemático bajo la restricción de interpolar los datos.  

 
• Los PRGHORV�QXPpULFRV�GH�WHUUHQR, para el caso específico de la interpolación de 

la altitud topográfica, que buscan incorporar la información que estructura el paisaje 
(líneas características como valles y curvas de nivel). 

�
�����3URSLHGDGHV�
 
 La pregunta que cabe plantease es saber si, entre todos los métodos anteriores, existe 
uno que sea PHMRU que los otros. El término “ mejor”  podría ser tomado en el sentido de que 
la desviación cuadrática promedio entre los valores estimados y los valores verdaderos sea 
la más pequeña posible. En la práctica, ningún método es siempre mejor que otro, de modo 
que la elección de uno u otro método no es trivial. 
 
 Para saber a qué método recurrir, uno puede implementar la técnica de MDFN�NQLIH. 
Consiste en dividir el conjunto de datos en dos sub-conjuntos. Luego, los datos del primer 
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sub-conjunto son utilizados para interpolar los valores del segundo sub-conjunto. El análisis 
de los errores cometidos permite entonces decidir cuál es el método de interpolación que 
tiene el mejor desempeño. Una variante del método de jack-knife consiste en considerar un 
segundo sub-conjunto reducido a un solo dato, siendo todos los otros datos parte del primer 
sub-conjunto, y repitiendo la interpolación para cada dato a la vez. Esta variante lleva el 
nombre de YDOLGDFLyQ�FUX]DGD. Su puesta en marcha y los criterios que merecen atención 
para juzgar el desempeño de un método serán detallados más adelante. 
 
 Todos los métodos presentados con anterioridad toman en cuenta la información de 
naturaleza geométrica al momento de realizar la interpolación, principalmente las distancias 
que existen entre los sitios con datos y el sitio a estimar. Sin embargo, ignoran otra fuente 
de información, que es la continuidad espacial de la variable en estudio, resumida a través 
del modelo de variograma. El NULJLQJ que presentaremos a continuación busca mejorar la 
interpolación de los datos al tomar en cuenta:  
 

1) sus distancias al sitio a estimar 
 
2) las redundancias entre los datos debidas a posibles agrupamientos  

 
3) la continuidad espacial de la variable regionalizada (variograma): 

a. privilegiar los datos cercanos si el variograma es muy regular en el origen 
b. repartir la ponderación entre los datos si existe un importante efecto pepita  
c. en caso de anisotropía, privilegiar los datos ubicados en las direcciones de 

mayor continuidad con respecto al sitio a estimar. 
 

Asimismo, el kriging permitirá cuantificar la precisión de la estimación mediante una 
varianza que mide la dispersión del error potencial cometido en la estimación.  
 

���&RQVWUXFFLyQ�GHO�NULJLQJ�
 
 La resolución de un problema de estimación por kriging se articula siempre en torno a 
las mismas etapas. Las diferentes variantes sólo radican en las hipótesis realizadas sobre la 
función aleatoria = = {=([) ∈ D} que representa la variable regionalizada.  

 

�����5HVWULFFLyQ�GH�OLQHDOLGDG�
 
 El estimador tiene que ser una combinación lineal ponderada (promedio ponderado) de 
los datos, que denotaremos de la siguiente forma: 
 

∑
=α

ααλ+=
�

=D=
1

0
* )()( [[ , 

 
donde [0 es el sitio donde se busca tener una estimación, {[α, α = 1... Q} son los sitios con 
datos, mientras que los ponderadores {λα, α = 1... Q} y el coeficiente D son las incógnitas 
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del problema de kriging. En rigor, se debería escribir λα([0) en lugar de λα, puesto que los 
ponderadores de kriging dependerán del sitio [0 a estimar. 
 

Esta restricción se debe a la decisión de considerar sólo los primeros momentos de las 
distribuciones de probabilidad (esperanza y covarianza / variograma). La construcción de 
estimadores más sofisticados que no sean combinaciones lineales de los datos, requeriría la 
especificación de la distribución espacial de la función aleatoria más allá de su variograma. 
Esto se puede realizar con métodos de geoestadística no lineal (kriging de indicadores, 
kriging disyuntivo, kriging lognormal, kriging multi-Gaussiano). 

  
Nota: el estimador =*([0) así definido es una combinación de variables aleatorias y, por 

lo tanto, es una cantidad aleatoria. Para obtener una estimación numérica, basta con aplicar 
la fórmula anterior a la realización particular que constituyen los datos experimentales:  
 

∑
=α

ααλ+=
�

]D]
1

0
* )()( [[ . 

 

�����5HVWULFFLyQ�GH�LQVHVJR�
 

Esta etapa consiste en expresar que el error de estimación tiene esperanza nula, es decir  
 

0])()([ 00
* =− [[ ==( . 

 
 Se puede interpretar esta restricción, reemplazando la esperanza matemática por una 
media en el espacio: VL�VH�FDOFXOD�VREUH�QXPHURVDV�FRQILJXUDFLRQHV�GH�NULJLQJ�LGpQWLFDV��OD�
PHGLD�GH� ORV�HUURUHV�GH�HVWLPDFLyQ�FRPHWLGRV�VH�DFHUFD�D�FHUR. La ausencia de sesgo no 
garantiza que los errores sean bajos, sino sólo que su media global es aproximadamente 
nula. 
 

�����5HVWULFFLyQ�GH�RSWLPDOLGDG�
 
Al superar las etapas anteriores, el estimador está sometido a una o varias restricciones 

pero no está totalmente especificado. La última etapa consiste en buscar los ponderadores 
que minimizan la varianza del error de estimación: 
 

])()([var 00
* [[ == −  es mínima. 

 
En términos intuitivos, esta restricción significa que VL� VH� FDOFXOD� VREUH� QXPHURVDV�

FRQILJXUDFLRQHV�GH�NULJLQJ� LGpQWLFDV�� OD�YDULDQ]D�HVWDGtVWLFD�GH� ORV�HUURUHV�GH�HVWLPDFLyQ�
FRPHWLGRV�HV�OD�PiV�EDMD�SRVLEOH� Este criterio de precisión equivale a la minimización del 
error cuadrático promedio. 
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���3ODQ�GH�NULJLQJ�
 

En general, los problemas de estimación local no involucran la totalidad del campo y 
tampoco utilizan todos los datos disponibles. Se define la YHFLQGDG�GH�NULJLQJ, como el 
dominio del espacio que contiene el sitio a estimar y los datos utilizados en la estimación. 
El usuario puede considerar varias posibilidades. 
 

�����9HFLQGDG�~QLFD�
 
 Se habla de vecindad única cuando se efectúa el kriging conservando todos los datos. 
En este caso, incluso los datos muy alejados intervendrán en la estimación. Sin embargo, 
salvo excepciones, su influencia será muy baja (intuitivamente, un sitio alejado no aporta 
demasiada información al sitio a estimar y se verá afectado por un ponderador de kriging 
bajo). 
 
 Cuando los datos son muy numerosos, es inútil conservarlos todos para una estimación 
local, puesto que se corre el riesgo de aumentar considerablemente los tiempos de cálculo. 
Por lo tanto, es necesario reducir el tamaño de la vecindad de kriging. 
 

�����9HFLQGDG�PyYLO�
 
 El kriging se realiza en una vecindad móvil cuando sólo utiliza los datos “ cercanos”  al 
sitio a estimar. Ahora, en general, uno no se limita a una sola estimación local, sino que 
busca estimaciones en los nodos de una grilla regular que cubre la zona estudiada. Falta 
definir el tamaño y la forma de la vecindad, que se centra en el sitio a estimar y que se 
desplaza a través del campo, a medida que se realiza las estimaciones (de donde viene el 
adjetivo PyYLO). 
 
7DPDxR�GH�OD�YHFLQGDG�
 

El tamaño de la vecindad debe permitir un equilibrio entre varios factores: 
 
• precisión de las estimaciones: aumenta cuando la vecindad es más grande; 
 
• tiempos de cálculo, confiabilidad del modelo de variograma para grandes distancias, 

cambios en la continuidad espacial de la variable regionalizada: debido a todos estos 
factores, se tiende a elegir una vecindad de tamaño limitado. 

 
Un criterio de decisión son las llamadas técnicas de YDOLGDFLyQ�FUX]DGD o MDFNNQLIH que 

veremos más adelante: se prueba varios tamaños de vecindad y se elige aquel que entrega 
los resultados más satisfactorios. 
 
 Cabe notar que no hay justificación particular para limitar el tamaño de la vecindad al 
alcance del modelo variográfico, bajo el pretexto que los datos localizados más allá de este 
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alcance no tienen correlación con el sitio a estimar. De hecho, en la mayoría de los casos, 
estos datos intervienen indirectamente en la estimación del valor promedio y mejoran la 
precisión, a veces de manera no despreciable. El factor a considerar en la elección del 
tamaño de la vecindad es la cantidad de datos disponibles en la vecindad más que el alcance 
del variograma.  
 
)RUPD�GH�OD�YHFLQGDG�
 
 En la medida de lo posible, la forma de la vecindad debe tomar en cuenta la anisotropía 
de la variable regionalizada, revelada por el análisis variográfico. Así, en el caso de una 
anisotropía geométrica, se considerará una vecindad en forma de elipse (o elipsoide) cuyas 
características – orientación y excentricidad – sean idénticas a las de la elipse (elipsoide) de 
anisotropía. A menudo, también, se divide esta elipse en varios sectores (en general, en 
cuadrantes u octantes), en cada uno de los cuales se trata de buscar un número fijo de datos, 
con el fin de repartir de mejor manera en torno al sitio que se quiere estimar, la información 
que se va a conservar. La Figura 4 presenta un ejemplo de vecindad móvil en el espacio de 
dos dimensiones, en forma de elipse centrada en el sitio a estimar. Los datos retenidos, tres 
por cuadrante al máximo, están indicados. 
 

 
 

)LJXUD��. vecindad elíptica, dividida en cuadrantes 
“ ”  = datos retenidos ; “ ο”  = datos descartados 

 
 En caso de anisotropía más compleja que la anisotropía geométrica, se suele conservar 
una vecindad en forma de elipse o elipsoide, aunque idealmente se debería escoger una 
forma más sofisticada (por ejemplo, una vecindad en forma de banda en caso de anisotropía 
zonal pura). Hay que buscar entonces una elipse que se acerca lo mejor posible a las curvas 
de isovalores del modelo variográfico, que indican el nivel de correlación en función de la 
distancia geográfica. 
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���.ULJLQJ�GH�PHGLD�FRQRFLGD��NULJLQJ�VLPSOH��
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 Se supone que la variable regionalizada ] es la realización de una función aleatoria = 
estacionaria tal que 
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donde V representa la vecindad de kriging (para un kriging en una vecindad única, V�es el 
campo completo de la variable regionalizada).  
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Examinemos una a una las distintas etapas del kriging. 
 
• /LQHDOLGDG� se asegura esta restricción al tomar como estimador en [0 
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• ,QVHVJR� el valor esperado del error de estimación es 
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Este valor esperado es nulo si: 
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�

)1(
1
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• 2SWLPDOLGDG� debemos calcular la varianza del error de estimación: 
 

)}()(var{)]()([var 0
1

00
* [[[[ ====

�
−λ=− ∑
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αα  

 
El término constante D no influye en la varianza, por lo cual se omite de la expresión. 
Ahora, se tiene la siguiente regla de cálculo: 
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Generalizando: 
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Aplicando esta fórmula, se obtiene: 
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donde &(.) es la covarianza de la función aleatoria =. El mínimo de esta expresión se 
obtiene anulando sus derivadas parciales con respecto a las incógnitas {λα, α = 1... Q}. 
Se obtiene finalmente el sistema de ecuaciones: 
 

)()( 0
1

[[[[ −=−λ α
=β

βαβ∑ &&
�

 ∀ α = 1... Q. 

 
Es un sistema lineal, en el cual el número de ecuaciones y de incógnitas es igual a la 
cantidad de datos utilizados. En escritura matricial, este sistema es: 
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lo que permite determinar los ponderadores de kriging {λα, α = 1... Q}.  

 
Es interesante notar que, debido a la condición de insesgo, el estimador se pone bajo la 

forma: 
 

P==
��

)1()()(
11

0
* ∑∑

=α
α

=α
αα λ−+λ= [[ , 

 
de modo que el valor de la media aparece como si fuera un dato adicional, al cual se asigna 
una ponderación igual al complemento de la ponderación acumulada de los otros datos. 
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Mientras menos ponderación le damos a los datos (en la práctica, esto ocurre cuando uno se 
aleja de estos datos), más ponderación recibe la media. El rol de la media es de compensar 
la falta de información cuando los datos son escasos o alejados. Este kriging que supone 
conocida la media fue bautizado NULJLQJ�VLPSOH. 
 

�����9DULDQ]D�GH�NULJLQJ�
 

La varianza mínima del error de estimación en el sitio [0, llamada YDULDQ]D�GH�NULJLQJ, 
se simplifica de la siguiente forma: 
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donde σ2 = &(�) es la varianza D�SULRUL de la función aleatoria =. Se puede mostrar que la 
varianza de kriging simple siempre es menor o igual a la varianza D�SULRUL: 
 

2
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2 )( σ≤σ [��� . 
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 Se supone ahora que la variable regionalizada es la realización de una función aleatoria 
= estacionaria tal que 
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donde V representa la vecindad de kriging.  
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Las etapas del kriging dan: 
 
• /LQHDOLGDG� se asegura esta restricción al tomar como estimador en [0 
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• ,QVHVJR� el valor esperado del error de estimación es 
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Como se desconoce el valor de la media P, este valor esperado es nulo si: 
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La igualdad sobre la suma de los ponderadores asegura que, en el caso en que todos los 
datos son iguales a una misma constante, el valor estimado restituirá esta constante. 

 
• 2SWLPDOLGDG� como en el caso del kriging simple, la varianza del error de estimación 

es: 
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Se necesita minimizar esta expresión EDMR�OD�FRQGLFLyQ�GH�LQVHVJR, que impone que la 
suma de las incógnitas es igual a 1. Esto se logra introduciendo una incógnita adicional 
llamada multiplicador de Lagrange, que denotaremos como µ. Se escribe: 
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y se minimiza la función de las Q+1 variables λ1,... λ ¢ , µ. Calculando las Q+1 derivadas 
parciales de esta función y luego anulándolas, se obtiene el sistema: 
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Este sistema contiene una incógnita y una ecuación más que el sistema de kriging 
simple. Se puede escribir en notación matricial: 
 

(condición de insesgo) 
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Este kriging se denomina “NULJLQJ RUGLQDULR” . Siendo el variograma una herramienta 
equivalente a la covarianza, a partir de la relación γ(K) = C(�) − C(K), se puede elegir 
utilizarlo en lugar de la función de covarianza. Las ecuaciones de kriging pasan a ser: 
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Esto es: 
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La varianza de kriging ordinario (varianza del error cometido en el sitio [0) se expresa 
de la siguiente forma: 
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donde σ2 = &(�) es la varianza D�SULRUL de la función aleatoria =, o sea, la meseta de su 
variograma. Ahora, la segunda igualdad muestra que la varianza de kriging no depende de 
este valor σ2, por lo cual el kriging ordinario sigue aplicable incluso cuando el variograma 
no presenta meseta (por ejemplo, cuando es un modelo potencia). 
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 Este kriging se sustenta en la hipótesis que la función aleatoria ya no es estacionaria y 
su valor esperado (llamada “ deriva”  y denotada como P([)) varía en el espacio, reflejando 
una tendencia sistemática en la distribución espacial de los valores. Existen tres variantes, 
que dependen de la forma de esta deriva: 
 
• Kriging�XQLYHUVDO, que supone que la deriva es un polinomio de las coordenadas. 
 
• Kriging�WULJRQRPpWULFR, donde la deriva es combinación de funciones senos y cosenos. 
 
• Kriging�FRQ�GHULYD� H[WHUQD, que supone que la deriva es proporcional a una variable 

externa conocida en forma exhaustiva. Por ejemplo, para estimar la temperatura a nivel 
del suelo, se podría considerar la cota topográfica (modelo digital de elevación) como 
deriva externa. Para evaluar la profundidad del techo de un horizonte en un reservorio 
de petróleo, se puede utilizar el mapa obtenido por la interpretación de datos sísmicos 
(tiempos de reflexión). En un inventario forestal, la deriva externa podría provenir de la 
interpretación de fotografías aéreas o de imágenes satelitales. 

 
La determinación del sistema de kriging sigue las mismas etapas que aquellas vistas en 

el kriging simple y kriging ordinario (linealidad, insesgo y optimalidad). Sin embargo, cabe 
señalar que la dificultad de estos métodos de kriging con deriva radica en la obtención del 
modelo variográfico: la presencia de la deriva hace que el variograma experimental de los 
datos está sesgado con respecto al variograma teórico: 
 

)()](̂[ KK γ≥γ( . 
 

De alguna manera, la deriva oculta el variograma verdadero y dificulta la inferencia del 
variograma. El único caso en que la inferencia es posible es aquel en que la deriva es 
constante en una dirección del espacio: para todo vector K orientado en esta dirección, se 
tiene una esperanza constante y la inferencia del variograma γ(K) es posible. Por ejemplo, 
es el caso de la profundidad de los fondos marinos, donde puede considerarse que la deriva 
es invariante en la dirección paralela a la costa. Se puede entonces identificar el variograma 
en esta dirección, y luego, emprender un modelamiento suponiendo que este variograma es 
isótropo. 
 

�����.ULJLQJ�GH�EORTXHV�
 
 El kriging de bloques consiste en estimar directamente el valor promedio de la variable 
sobre un soporte mayor que el soporte de los datos (bloque). Este kriging tiene interés en 
varios dominios de aplicación, como la evaluación de recursos minerales (estimar leyes de 
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mineral sobre unidades selectivas de explotación) o las ciencias medio-ambientales (estimar 
la concentración de un contaminante sobre unidades de remediación). Para que los cálculos 
tengan un sentido físico, es necesario que la variable estudiada sea aditiva; por ejemplo, la 
estimación en un bloque de una variable como el pH no se podrá realizar, pues el pH de un 
bloque no es igual a la media aritmética de los pH puntuales en ese bloque. 
 
 A modo de ejemplo, supongamos que se desea estimar el valor en un bloque 9 a partir 
de datos puntuales ubicados en los sitios [1... [« . El sistema de kriging ordinario de bloques 
es muy similar al de kriging puntual, salvo por el segundo miembro: 
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siendo {X1... X° } un conjunto de puntos que discretizan el bloque 9. 
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 Se trata de la versión multivariable del kriging, donde se busca estimar el valor de una 
variable tomando en cuenta los datos de esta variable y de otras variables correlacionadas. 
Por ejemplo, estimar la concentración de cobalto en un sitio determinado, con ayuda de los 
datos de concentración de cobalto y de níquel. La puesta en marcha del co-kriging requiere 
tener los modelos variográficos de cada variable (Co y Ni), así como YDULRJUDPDV�FUX]DGRV 
entre las distintas variables, para medir la correlación existente entre estas variables. 
 
 El variograma cruzado entre dos variables (=1 y =2) se define como: 
 

})()(,)()({cov
2
1

)( 221112 [K[[K[K ==== −+−+=γ  

 
y se puede inferir a partir de los datos disponibles al plantear: 
 

∑ βαβα −−=γ
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)(ˆ ± [[[[KK ² ]]]]1  

 
donde 1(K) = {(α,β) tal que [α − [β = K, siendo ambas variables ]1 y ]2 medidas en [α y [β}. 
Para poder determinar el variograma cruzado experimental, se necesita tener los datos de 
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las diferentes variables en los mismos sitios; por lo tanto, no se puede calcular en caso de 
KHWHURWRStD (es decir, cuando las variables están medidas en sitios distintos, en cuyo caso el 
conjunto 1(K) es vacío para todo vector K). Más detalles se exponen en el Anexo A. 
 

�����.ULJLQJ�QR�OLQHDO�
 
 Estos métodos consisten en aplicar kriging a una transformada (no lineal) de la variable 
=, luego en volver a esta variable. Esta etapa de transformación de vuelta no es trivial, pues 
requiere introducir correcciones para que el estimador final no tenga sesgo. Por ejemplo, si 
la transformada logarítmica tiene una distribución Gaussiana, se obtiene el llamado NULJLQJ�
ORJQRUPDO: 

} 
2
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)]([ln{exp)( 0

2

1
0

* µ+σ+λ= ∑
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αα
[[[ ³ª´µ

==  

 
donde σ¶¸· 2([0) es la varianza de kriging ordinario de ln[=([0)] y µ es el multiplicador de 
Lagrange introducido en el sistema de kriging ordinario. Esta expresión muestra que el 
kriging lognormal de la variable = no coincide con la exponencial del kriging de ln(=). El 
regreso a la variable inicial (=) necesita introducir un factor correctivo σ¶¸· 2([0)/2 + µ, sin el 
cual la estimación =* sería sesgada. 
 
 Otros métodos de kriging no lineal buscan caracterizar el valor desconocido =([0) no 
por un valor estimado, sino que por una distribución de probabilidad. Entre otros métodos, 
citemos: 
 
• El NULJLQJ�GH�LQGLFDGRUHV, basado en una codificación de la variable = en un conjunto 

de variables binarias o indicadores, según si = sobrepasa o no determinados umbrales. 
 
• El NULJLQJ�GLV\XQWLYR (co-kriging de indicadores) 
 
• El NULJLQJ�PXOWL�*DXVVLDQR, basado en una transformación de la variable original = en 

una variable de distribución Gaussiana. 
 

���2EVHUYDFLRQHV�VREUH�HO�VLVWHPD�GH�NULJLQJ�
 
 Se puede hacer los siguientes comentarios sobre el sistema de kriging. 
 
• Los ponderadores y la varianza de kriging toman en cuenta: 
 

1) las distancias entre el sitio a estimar y los sitios con datos, mediante los términos 
&([α − [0) o γ([α − [0); 

 
2) la configuración geométrica de los sitios con datos y la posible redundancia de la 

información que contienen, por medio de los términos &([α − [β) o γ([α − [β); 
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3) la continuidad espacial de la variable, descrita por la función de covarianza & o por 
el variograma γ.  

 
Sin embargo no toman en cuenta los valores de los datos mismos {]([α), α = 1... Q}. Por 
lo tanto, conociendo el modelo variográfico, se puede anticipar cual será la precisión de 
la estimación a partir de una configuración dada de los sitios con datos. Esta propiedad 
no obstante es una limitación del kriging lineal, como contrapartida a la simplicidad del 
método. Intuitivamente, uno presiente que la precisión de una estimación es menor en 
las zonas cuyos valores tienen mayor variabilidad (a menudo, corresponden a las zonas 
de valores altos, debido a lo que se denomina el HIHFWR�SURSRUFLRQDO) que en aquellas de 
baja variabilidad. 

 
• En general, el ponderador asignado a un sitio con dato es mayor cuando este sitio es más 

cercano al sitio a estimar. Pero varias situaciones pueden perturbar esta constatación 
“ intuitiva” : 

 
� ([LVWHQFLD�GH�XQ�IXHUWH�HIHFWR�SHSLWD en el modelo variográfico, que tiende a dar el 

mismo ponderador a todos los sitios con datos (como hay ausencia de continuidad 
espacial, un dato próximo aporta tanta información como uno lejano). 

 
� 3UHVHQFLD� GH�XQD�DQLVRWURStD: existe una dirección del espacio donde la variable 

tiene menos continuidad espacial, es decir, donde la correlación es menor. Así, un 
dato cercano en esta dirección puede aportar “ menos información”  que un dato más 
alejado en otra, y tener de esta forma un ponderador de kriging menor. 

 
� 5HGXQGDQFLDV�HQWUH�GDWRV: cuando varios datos están agrupados y cercanos unos a 

otros, se vuelven redundantes. Su ponderador acumulado es prácticamente el mismo 
que el ponderador que recibiría un solo dato en lugar del grupo. Dicho en otras 
palabras, el kriging corrige los efectos debidos a las irregularidades de la malla de 
muestreo y no sobre-pondera los datos agrupados en perjuicio de los datos aislados 
(contrariamente a estimadores clásicos como el inverso de la distancia).  
 

� (IHFWR�SDQWDOOD: puede ocurrir que un sitio con dato haga pantalla a otro respecto al 
sitio a estimar. El sitio “ cubierto” , aunque cercano al sitio a estimar, puede tener un 
ponderador bajo, incluso nulo (efecto pantalla total4). La estimación ignora el valor 
observado en el sitio cubierto. Cuando este efecto es indeseable, se puede atenuar, 
introduciendo en el modelo un efecto pepita. Otra solución consiste en agrupar los 
dos sitios y asignarles el mismo ponderador, con el costo de una pérdida de 
precisión. 

 
                                                 
4 En el espacio de una dimensión, se tiene como ejemplos de efecto pantalla total, el caso de una covarianza 
exponencial (en kriging simple) y el de un variograma lineal (en kriging ordinario). Para variogramas lineales 
en el origen, como el modelo esférico, se tiene un efecto pantalla casi total, en kriging ordinario, si todas las 
distancias consideradas quedan en la parte lineal del variograma. En dos dimensiones, el kriging simple 
produce un efecto pantalla entre direcciones perpendiculares cuando la covarianza puede factorizarse, como 
por ejemplo, la covarianza Gaussiana: si se plantea K = (K1,K2), entonces &(K) = &(K1) × &(K2). 
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� (IHFWR�SDQWDOOD� LQYHUVR: en el kriging ordinario, puede ocurrir que sitios alejados 
tengan ponderadores mayores que sitios cercanos. Este fenómeno se explica porque 
los sitios alejados participan en la estimación de la PHGLD (desconocida) de la 
variable, la que interviene indirectamente en la estimación del valor desconocido. 

 
� (IHFWR�GH�UHOHYR: la presencia de un sitio con dato cercano al sitio a estimar permite 

a un sitio con dato “ lejano” , o sea, ubicado a una distancia superior al alcance del 
variograma, tener un ponderador no despreciable en la estimación, mientras que en 
ausencia del sitio cercano, su ponderador habría sido nulo (kriging simple) o muy 
bajo (kriging ordinario). 

 
• La mayoría de los modelos variográficos5 permiten encontrar ponderadores negativos o 

mayores que 1, incluso con la condición que la suma de los ponderadores valga 1 
(kriging ordinario). La ventaja de este proceder es que puede entregar estimaciones que 
salen de los límites dados por los datos. Por el contrario, las técnicas de interpolación 
por combinaciones lineales ponderadas que imponen pesos comprendidos entre 0 y 1 
entregan estimaciones que siempre están entre el mínimo y el máximo valor observado. 
Ahora bien, en la mayoría de los casos, no hay razón para que los valores de los datos 
alcancen los valores extremos potenciales de la zona de estudio, por lo que resulta 
interesante tener ponderadores fuera del intervalo [0,1]. Como contrapartida, en el caso 
en que la variable es positiva (por ejemplo, la concentración de un contaminante), existe 
el riesgo de encontrar estimaciones negativas. Este riesgo es más importante cuando la 
variable presenta una distribución fuertemente asimétrica: un ponderador negativo, 
incluso si es bajo, asignado a un valor alto puede conducir a una estimación negativa si 
los otros valores de los datos no son muy altos. 

 
La Figura 5 ilustra esta propiedad, con un ejemplo unidimensional de ocho sitios con 
datos, donde se compara el estimador del kriging ordinario con aquel del inverso de la 
distancia. El primero usa un modelo de variograma parabólico en el origen, propicio a 
la obtención de ponderadores negativos, mientras que el segundo atribuye a cada dato 
un ponderador siempre positivo, inversamente proporcional a su distancia al sitio a 
estimar, y no permite que el valor estimado supere el mayor dato.  

 
• La matriz del primer miembro del sistema de kriging depende solamente de la posición 

relativa de los sitios con datos. Por consiguiente, cuando varias estimaciones utilizan 
configuraciones de sitios idénticas, basta con invertir esta matriz una sola vez. Esto 
ocurre cuando se trabaja en una vecindad única, o en una vecindad móvil con datos 
ubicados sobre una grilla regular. 

 
• Si los sitios con datos son distintos, se demuestra que el sistema de kriging es regular, 

es decir, entrega una solución única. Por ende, cuando el sistema de kriging es singular, 
se está en presencia de datos duplicados (repetidos en la base de datos): la matriz del 
primer miembro del sistema de kriging posee dos filas idénticas y no es invertible. 

 
                                                 
5 Una excepción notable la constituye el modelo pepítico puro, que entrega ponderadores nulos (kriging 
simple) o iguales a 1/Q (kriging ordinario). 
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)LJXUD��� Comparación de las estimaciones obtenidas por kriging 
ordinario y por el método del inverso de la distancia 

 

���3URSLHGDGHV�GHO�NULJLQJ�
 

�����,QWHUSRODFLyQ�H[DFWD�
 

El kriging es un interpolador exacto, es decir, la estimación en un sitio con dato vuelve 
a dar el valor de este dato, mientras que la varianza de kriging en ese sitio es nula. Para 
demostrarlo, basta con verificar que, si el sitio a estimar [0 es el mismo donde se midió un 
dato, el estimador definido por =*([0) = =([0) cumple las tres restricciones del kriging. En 
especial, el error de estimación asociado es nulo, luego obviamente insesgado y de varianza 
mínima (nula). 
 

�����3URSLHGDG�GH�VXDYL]DPLHQWR��DOLVDPLHQWR��
 
El mapa de los valores estimados por kriging es más suave que el mapa de los valores 

reales, es decir, que presenta menos fluctuaciones. La búsqueda de una estimación precisa 
se acompaña inevitablemente de este efecto de VXDYL]DPLHQWR, pues no se puede inventar los 
detalles que no aparecen en los datos observados (Figura 6).  
 
 La propiedad de suavizamiento tiene importantes consecuencias en la práctica cuando 
se busca determinar los valores de la variable regionalizada en relación a un umbral. Por 
ejemplo, en evaluación de recursos minerales, se desea saber si la ley de mineral supera o 
no una ley de corte que asegura la rentabilidad del negocio. En contaminación ambiental, 
uno está interesado en determinar si la concentración de contaminantes es mayor que un 
umbral crítico de toxicidad, para decidir si vale la pena o no tomar medidas de remediación. 
En agricultura, es preciso que las concentraciones de nutrientes o que el pH sean mayores 
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que ciertos límites para asegurar que el terreno sea fértil. En todas estas problemáticas 
donde interesa la distribución de los valores en relación a un valor umbral, el kriging aporta 
una respuesta sesgada a causa de la propiedad de suavizamiento. Para obtener estimaciones 
insesgadas, se debe recurrir a métodos de kriging no lineal (kriging de indicadores, kriging 
disyuntivo, kriging multi-Gaussiano) o métodos de simulación cuyo objetivo es reproducir 
la variabilidad espacial de la variable regionalizada. 
 

 
 

)LJXUD��� Ilustración de la propiedad de suavizamiento 
 

���9DOLGDFLyQ�FUX]DGD�
 
 Se puede verificar la adecuación entre los datos y los parámetros adoptados (modelo de 
variograma, vecindad de kriging), utilizando la llamada técnica de la YDOLGDFLyQ�FUX]DGD. 
El principio es estimar sucesivamente, mediante kriging, cada dato, considerando sólo los 
datos restantes. Se puede calcular entonces el error de estimación (diferencia entre el valor 
estimado y el valor verdadero) en cada sitio con dato y realizar un análisis estadístico de los 
errores cometidos en todos los sitios con datos. 
 

La validación cruzada es presentada usualmente bajo la forma de pruebas gráficas, en 
especial: 
 
• La nube de correlación entre los valores de los datos {]([α), α = 1... Q} y los valores 

estimados {]*([α), α = 1... Q}. 
 
• El histograma de los errores estandarizados 
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donde σ*([α) es la desviación estándar de kriging (o sea, la raíz cuadrada de la varianza 
de kriging) en el sitio [α. Una estimación se considera buena si el error estandarizado 
asociado pertenece al intervalo [−α,α], por ejemplo con α = 2.5 (este límite es elegido 
arbitrariamente). El análisis de los errores estandarizados, en lugar de los errores 
absolutos, permite liberarse de ciertas limitaciones de naturaleza geométrica. En efecto, 
independientemente del modelo variográfico, el error absoluto tiende a ser alto para un 
dato aislado, y bajo para un dato cercano a otros datos. Esto se corrige al considerar el 
error estandarizado, pues la desviación estándar de kriging cuantifica la precisión que se 
espera de la estimación. Por construcción, el error estandarizado tiene una varianza 
igual a 1, independientemente de si existen datos cercanos del sitio a estimar. 

 
• La nube de correlación entre los errores estandarizados y los valores estimados6. 
 
• El mapa de ubicación de los datos, donde se localiza los datos “ mal”  estimados, es decir 

aquellos cuyos errores estandarizados salen del intervalo [−α,α]. 
 

Se puede procurar satisfacer lo mejor posible los siguientes criterios estadísticos. 
 
1) Las medias de los errores y de los errores estandarizados miden el VHVJR del estimador, 

y deben ser cercanas a cero. De hecho, este criterio resulta secundario con respecto al 
modelamiento del variograma y la elección de la vecindad de kriging pues los valores 
obtenidos por kriging son insesgados por construcción. Así, en la práctica, la media de 
los errores tenderá hacia cero. 

 
2) La varianza de los errores, que mide la SUHFLVLyQ del estimador, debe ser mínima.  
 
 

3) La varianza de los errores HVWDQGDUL]DGRV debe ser cercana a 1: 
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Este criterio indica que el modelo de variograma cuantifica adecuadamente la amplitud 
de los errores cometidos, es decir, que el variograma elegido no es demasiado optimista 
ni tampoco pesimista. 
 

4) El coeficiente de correlación entre los valores estimados y los valores de los datos debe 
ser lo más cercano posible a 1. 

 
5) El número de datos mal estimados debe ser el menor posible. Para fijar las ideas, este 

número se considera satisfactorio si representa menos del 5% del total de los datos. 
 
 

                                                 
6 Esta prueba permite verificar si la media de los errores cometidos (VHVJR) depende de los valores estimados, 
caso en el cual se dice que existe un VHVJR�FRQGLFLRQDO. En la práctica, para evitar tal situación, se debe elegir 
una vecindad de kriging que contenga suficientes datos (> 15).  
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Estos criterios permiten comprobar el desempeño del kriging y comparar la calidad de 
diferentes ajustes posibles para el variograma. 

 
Una técnica similar a la validación cruzada es el MDFN�NQLIH, el cual no considera una 

reposición de los datos: se divide los datos en dos grupos y se estima los datos de un grupo 
a partir de los datos del otro grupo. 
 

����$SOLFDFLyQ�D�ORV�GDWRV�GH�FRQFHQWUDFLyQ�GH�FREDOWR�
 

������(OHFFLyQ�GHO�SODQ�GH�NULJLQJ�
 
 Reanudamos ahora con el ejemplo de los datos de contaminación de suelo presentados 
en los capítulos anteriores. Nos interesamos en estimar las concentraciones de cobalto en 
toda la zona de interés mediante kriging ordinario (de media desconocida). Primero, se 
debe elegir un plan de kriging, para lo cual se propone las tres opciones siguientes: 
 
• 3ODQ��, que utiliza los 2 datos más cercanos del sitio a estimar. 
 
• 3ODQ��, que utiliza 24 datos (6 por cuadrante). 
 
• 3ODQ��, que utiliza 48 datos (12 por cuadrante). 
 

Todos los planes utilizan una vecindad en forma de elipse, con el eje mayor orientado 
en la dirección de mayor continuidad (N60ºE). Para decidir cuál es el plan más adecuado, 
se realiza una validación cruzada. La Figura 7 presenta los principales resultados obtenidos: 
histogramas de los errores cometidos en los sitios con datos y nubes de correlación entre 
valores verdaderos y valores estimados. Se observa que el plan 1 conduce a los errores con 
mayor dispersión y a la menor correlación entre valores verdaderos y estimados, mientras 
que los planes 2 y 3 entregan mejores resultados (con una leve superioridad para el plan 2). 
Acorde a estos resultados, se decide proseguir la estimación local utilizando el plan 2. 
 
 

 errores errores estandarizados 
 media varianza media varianza 

Plan 1 0.08 5.34 0.03 0.83 
Plan 2 0.02 4.49 0.00 0.91 
Plan 3 0.03 4.62 0.01 0.93 

 
7DEOD��. Estadísticas básicas sobre errores y errores estandarizados de validación cruzada. 
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)LJXUD��� Validación cruzada con los tres planes de kriging propuestos.  
Izquierda: histogramas de errores de estimación. Derecha: nubes  

de correlación entre valores verdaderos y valores estimados 
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������(VWLPDFLyQ�GH�ODV�FRQFHQWUDFLRQHV�GH�FREDOWR�VREUH�VRSRUWH��
���������SXQWXDO�
 
 Provistos del modelo de variograma y de la vecindad de kriging, podemos estimar las 
concentraciones de cobalto en la zona de estudio. Las Figuras 8 y 9 presentan los mapas de 
los valores estimados y de las desviaciones estándar de estimación (desviación estándar de 
los errores de kriging), respectivamente. En cada caso, se muestra los resultados obtenidos 
con kriging simple (tomando la media desagrupada como valor de la media) y con kriging 
ordinario. 
 

 
 

)LJXUD��� Estimaciones de las concentraciones de cobalto  
por kriging simple (izquierda) y kriging ordinario (derecha) 

 

 
�

)LJXUD��� Desviación estándar de kriging para las concentraciones de cobalto  
(raíz cuadrada de la varianza de kriging) 
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 Los mapas de estimaciones ponen en evidencia las áreas más contaminadas de la zona, 
que aparecen con tonos oscuros. Las variaciones de los valores estimados son muy suaves, 
ilustrando la propiedad de alisamiento del kriging. Esto se puede corroborar al comparar las 
estadísticas básicas de los datos originales y de los valores estimados (Tabla 2): se observa 
que la dispersión de los últimos es mucho menor que aquella de los primeros, aunque los 
valores promedios son muy similares (propiedad de insesgo). En cuanto a las desviaciones 
estándar de kriging, éstas son bajas cerca de los sitios con datos y aumentan al acercarse de 
los bordes de la zona, donde uno trabaja cada vez más extrapolando. Además, no dependen 
de los valores estimados, sino que solamente de la configuración geométrica de los datos. 
 

 mínimo máximo media varianza 
datos desagrupados 1.55 20.6 9.59 11.6 

kriging simple 2.81 15.9 9.53 6.45 
kriging ordinario 2.81 15.9 9.52 6.57 

 
7DEOD��. Estadísticas básicas sobre datos y estimaciones por kriging. 

 
 Los mapas de estimación obtenidos por kriging simple y kriging ordinario son muy 
parecidos. Esto indica que los datos son suficientemente abundantes como para no necesitar 
el valor de la media. En otras palabras, la suma de los ponderadores de kriging simple es 
cercana a 1, de modo que la media recibe una ponderación muy pequeña y, finalmente, no 
importa si esta media se conoce (kriging simple) o no se conoce (kriging ordinario). Las 
diferencias entre kriging simple y kriging ordinario suelen producirse en zonas que poseen 
escasos datos y en situaciones de extrapolación, en cuyos casos el kriging simple acerca el 
valor estimado a la media, mientras que el kriging ordinario da una media local calculada 
con los datos contenidos en la vecindad. 
 
 Resulta interesante comparar los mapas de kriging con aquellos que se obtendría por un 
método de interpolación tradicional, como el del inverso de la distancia, que pondera cada 
dato por una potencia del inverso de la distancia entre su posición y la posición del sitio a 
estimar. La Figura 10 presenta los mapas de estimaciones obtenidas para potencias 1, 2 y 3, 
utilizando la misma vecindad que en el caso del kriging. 
 

 
�

)LJXUD���� Estimaciones de las concentraciones de cobalto  
por inverso de la distancia, con potencias 1, 2 y 3 



0,��$���*HRHVWDGtVWLFD�� � ���

 
 Como el kriging, el método del inverso de la distancia interpola exactamente los datos, 
pero produce artefactos en los mapas de valores estimados. En especial, las estimaciones 
tienden a coincidir con extremos locales en los sitios con datos, de modo que las líneas de 
isovalores tienen forma de círculos alrededor de estos sitios; este efecto es muy visible en 
los mapas correspondientes a las potencias 2 y 3. Algunos algoritmos intentan disminuir 
estos artefactos al introducir coeficientes de suavizamiento, pero la interpolación ya no es 
exacta. La principal crítica que se puede hacer al método del inverso de la distancia, así 
como a los otros métodos de interpolación determinísticos (más cercano vecino, splines, 
interpolación por triangulación, etc.), es que no toma en cuenta la continuidad espacial de la 
variable regionalizada en estudio: efecto pepita, anisotropía, alcance. Se trata de un método 
automático que se aplica “ ciegamente”  al conjunto de datos y cuyo fin es dar un mapa más 
estético que preciso. Por el contrario, el kriging hace preceder a la interpolación un análisis 
variográfico, que permite elaborar un modelo coherente con las observaciones, construir 
una estimación insesgada de la variable en los sitios sin datos y medir la precisión de esta 
estimación. 
 

������(VWLPDFLyQ�GH�ODV�FRQFHQWUDFLRQHV�GH�FREDOWR�VREUH�EORTXHV�
 
 Para el tratamiento de las áreas contaminadas, se considera “ unidades de remediación”  
que corresponden a bloques de tamaño 20m × 20m. Estas unidades deben ser extraídas si la 
concentración promedio de cobalto es demasiado alta (superior a un umbral de toxicidad 
definido por las normas ambientales). Por lo tanto, interesa la estimación sobre un soporte 
de bloques, más que las estimaciones sobre un soporte puntual (soporte de los datos). La 
Figura 11 presenta los mapas de kriging de bloques y de desviaciones estándar de kriging 
asociadas. Las estimaciones han sido realizadas por kriging ordinario, con el mismo modelo 
de variograma y la misma vecindad que aquellos definidos en el caso puntual. 
 

 
 
)LJXUD���� Kriging ordinario de las concentraciones de cobalto en bloques de 20m × 20m. 

Izquierda: concentración estimada. Derecha: desviación estándar del error. 
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 El mapa del kriging de bloques es muy parecido al mapa del kriging puntual (Figura 8), 
o sea, la estimación de la concentración promedio en un bloque difiere poco de aquella de 
su punto central. Esta similitud se debe a que el tamaño de los bloques es inferior a la malla 
de muestreo: la estimación puntual no permite diferenciar los puntos de un mismo bloque y 
es prácticamente idéntica a la estimación del bloque mismo. Por otro lado, el mapa de las 
desviaciones estándar de kriging presenta diferencias notables con respecto al caso puntual 
(Figura 9), en particular sus valores son menores. Esto es una consecuencia del HIHFWR�GH�
VRSRUWH, según el cual los valores de soporte de bloques tienen menos variabilidad que los 
valores de soporte puntual; en este contexto, es lógico que las incertidumbres de estimación 
sean menores en el caso del kriging de bloques. 
 
 Ahora, hay que tener presente que la estimación, por más precisa que sea, nunca es 
idéntica a la realidad. En particular, debido a la propiedad de suavizamiento del kriging, se 
debe esperar que las concentraciones reales de cobalto en la zona tengan más variabilidad 
que las concentraciones estimadas por kriging. Esta diferencia de variabilidad entre valores 
reales y estimados puede originar un sesgo en las previsiones si se efectúa una selección 
sobre el mapa de los valores estimados. En particular, se puede subdimensionar el volumen 
de terreno que se debe remediar (unidades cuyas concentraciones de cobalto son mayores 
que un umbral dado). Para evitar este sesgo, deberemos recurrir a métodos de simulación 
condicional. 
 

����(IHFWRV�GH�ORV�SDUiPHWURV�HQ�ORV�UHVXOWDGRV�GHO�NULJLQJ�
 
 A continuación, consideraremos la configuración de la Figura 1, donde se tiene 6 sitios 
con datos (denotados A, B, C, D, E y F) y un sitio en donde se desea estimar el valor (?). Se 
busca estudiar los efectos de los parámetros del modelo de variograma (meseta, alcance, 
anisotropía, efecto pepita...) y del tipo de kriging en los ponderadores asignados a los sitios 
con datos y en la varianza de kriging. En cuanto no se diga lo contrario, las estimaciones se 
realizan con kriging ordinario, es decir, de media desconocida. 
 

������7LSR�GH�PRGHOR��
 
 Examinaremos las repercusiones del tipo de modelo en la estimación del sitio “ ?” , al 
comparar los resultados obtenidos con cuatro modelos isótropos: 

• Gaussiano de alcance 1 y meseta 1 
• esférico de alcance 1 y meseta 1 
• esférico de alcance 1 y meseta 0.5 + pepita de meseta 0.5 
• pepita pura de meseta 1. 
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 La Figura 12 muestra que los ponderadores de kriging y la varianza del error difieren 
notablemente según el modelo7. En el caso del modelo Gaussiano, los datos situados cerca 
del sitio a estimar (en particular el dato C) tienen ponderadores positivos bastante mayores 
que en el caso del modelo esférico y la varianza del error es 12 veces menor. La explicación 
considera el hecho de que el comportamiento parabólico en el origen del modelo Gaussiano 
representa una variable regionalizada extremadamente regular en el espacio8, por lo que los 
datos cercanos tienen mayor importancia en la estimación; la varianza de kriging es menor, 
puesto que la estimación se supone más precisa que en el caso del variograma esférico, que 
modela una variable regionalizada más errática. 
 

 
 

)LJXUD���. Influencia del tipo de modelo en los resultados del kriging 
 

                                                 
7 Por razones de visualización, los ponderadores de kriging están expresados en porcentajes; se verificará que 
su suma es igual a 100% = 1. 
 
8 La experiencia muestra que el variograma Gaussiano es susceptible de conducir a inestabilidades numéricas 
cuando algunos datos son cercanos uno a otros. La introducción de un efecto pepita, aunque pequeño, mejora 
significativamente la robustez de los resultados: los ponderadores de kriging son entonces menos sensibles a 
leves modificaciones de la configuración de kriging.  
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 Tanto en el caso del modelo esférico como en el del modelo Gaussiano, el sitio B se ve 
afectado por un ponderador negativo. Se puede notar que con el modelo Gaussiano, este 
efecto es más importante que en el caso esférico. La explicación está en la estructura muy 
continua del modelo Gaussiano. En efecto, el sitio B está oculto por el sitio C con respecto 
al sitio a estimar. Podemos imaginar que, si el valor medido en el sitio B fuera alto y si el 
del sitio C que lo oculta resultara bajo, una evolución regular proporcionaría en el sitio a 
estimar un valor todavía más bajo, por lo cual se requiere ponderar negativamente el sitio 
más externo B. 
 
 La introducción de un efecto pepita modifica a la vez los ponderadores y la varianza de 
kriging, que aumenta cuando la constante de pepita aumenta. En presencia de efecto pepita, 
la diferencia entre el ponderador mayor y el menor se reduce con respecto al caso de un 
variograma sin efecto pepita; también desaparecen los ponderadores negativos. En el caso 
del efecto pepita puro, deja de existir correlación espacial entre los valores de los diferentes 
sitios. Los ponderadores asignados son todos iguales a 1/6 (o sea, 16.7%) y la estimación se 
transforma en la media aritmética de los datos, sin importar su posición. 
 

������0HVHWD��
 
 Veamos ahora cómo se traduce, en la estimación del sitio “ ?” , el valor de la meseta del 
variograma. Se considera dos modelos esféricos isótropos de mismo alcance (1), que sólo 
se diferencian por su meseta, igual a 1 ó 2. La Figura 13 muestra que los ponderadores de 
kriging no cambian y, por consiguiente, tampoco el valor estimado. En otros términos, 
multiplicar el variograma por una constante positiva (en este caso, por 2) no modifica la 
estimación. En cambio, se puede verificar que la varianza de kriging se multiplicó por 2, es 
decir, que fue multiplicada por el mismo factor que la meseta del variograma. 
 

 
 

)LJXUD���. Influencia de la meseta  
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������$OFDQFH�
 
 Supongamos que tenemos tres variogramas esféricos isótropos con la misma meseta (1) 
y con alcances de 0.5, 1 y 2 respectivamente. La Figura 14 visualiza los resultados de las 
estimaciones.  
 

 
 

)LJXUD���. Influencia del alcance  
 

En el primer caso, el alcance es bajo (0.5), de modo que la varianza del error es más 
alta. Se observa que los datos alejados (en especial, A y F) tienen ponderadores cercanos al 
10%, aunque su distancia al sitio a estimar es mayor que el alcance. Veremos la explicación 
a este fenómeno al momento de comparar los resultados de kriging ordinario con aquellos 
de kriging simple. De este caso, se destaca una conclusión importante para la práctica: los 
radios de búsqueda utilizados para definir la vecindad de kriging no necesariamente tienen 
que ser iguales a los alcances del variograma. Si la cantidad de datos es pequeña (como el 
caso analizado aquí), conviene aumentar estos radios y buscar datos más allá del alcance, 
de modo de mejorar la precisión de la estimación. En el caso extremo de un variograma con 
alcance 0 (efecto pepita puro), el kriging sólo depende de la cantidad de datos encontrados 
en la vecindad, no de su alejamiento al sitio a estimar. 
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En los otros dos casos (alcances de 1 y 2), se encuentra valores similares para los 

ponderadores de kriging. La explicación considera que, D� OD�HVFDOD�GH� WUDEDMR (distancias 
comprendidas entre 0 y 1 unidad), ambos modelos esféricos son prácticamente lineales y 
difieren sólo en un factor multiplicativo, lo que provoca que los ponderadores de kriging no 
cambien (ver sección previa acerca de la influencia de la meseta). En cambio, la varianza 
de kriging depende fuertemente del alcance. Al aumentar el alcance, la correlación entre los 
datos y el valor a estimar aumenta: los datos aportan mayor información y, por ende, la 
estimación se supone más precisa. 
 

������(IHFWR�GH�KR\R�
 
 Examinaremos ahora las repercusiones de utilizar un variograma con efecto de hoyo (es 
decir, una función no monótona). Elegimos un modelo seudo-periódico (seno cardinal) de 
período 0.2 y de meseta 1. El valor del período será un parámetro importante para explicar 
el signo y la amplitud de los ponderadores de kriging. 
 

 
 

)LJXUD���. Influencia del efecto de hoyo  
 

Con respecto al modelo esférico, el modelo de efecto de hoyo modifica radicalmente 
los ponderadores de kriging y conduce a una situación curiosa en que el sitio más cercano 
(C) tiene un ponderador muy bajo. Esto se debe a que la distancia entre este dato y el sitio a 
estimar es cercana a la distancia de mínima correlación (alrededor de 0.2). En cambio, el 
dato apantallado (B) recibe una ponderación mayor, por estar más correlacionado con el 
valor del sitio a estimar. La varianza del error es mayor que aquella obtenida con el modelo 
esférico, pues el modelo seno cardinal crece con más velocidad hasta sobrepasar la meseta, 
por lo que la continuidad espacial se deteriora más rápidamente. 
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������$QLVRWURStD�
 
 Hasta ahora, hemos supuesto que la continuidad de la variable estudiada era idéntica en 
todas las direcciones. A continuación, compararemos los resultados del kriging ordinario en 
el caso de un variograma esférico isótropo de meseta 1 y alcance 1 con aquellos obtenidos 
en el caso de un variograma esférico de meseta 1 y anisotropía geométrica, con alcance 2 
en la dirección N45ºE y 0.5 en la dirección ortogonal N45ºW. 
 

 
�

)LJXUD���. Influencia de la anisotropía  
 
 Los ponderadores de kriging calculados para sitios situados en la dirección principal de 
anisotropía (N45ºE) han aumentado (sitios A y F ), lo que refleja que la correlación en esta 
dirección es mayor que en la dirección ortogonal (sitios C y E). 
 

������7LSR�GH�NULJLQJ��VLPSOH���RUGLQDULR�
 
 Todas las pruebas hechas anteriormente hicieron uso del kriging ordinario (es decir, el 
kriging de media desconocida). Nos proponemos aquí examinar las diferencias en los 
ponderadores de kriging que conlleva el conocimiento de la media. Se utiliza dos modelos 
esféricos, con alcances de 1 y 0.5 respectivamente y con la misma meseta unitaria (Figura 
17). 
 
 Se tiene el siguiente resultado (denominado WHRUHPD�GH�DGLWLYLGDG): el kriging ordinario 
coincide con el kriging simple si se reemplaza la media desconocida por su estimación 
óptima. El hecho de reemplazar la media por su estimación explica que el kriging ordinario 
siempre da una varianza de error mayor que el kriging simple, pues utiliza una información 
menos certera.  
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)LJXUD���. Influencia del tipo de kriging (ordinario / simple) 
 

En el primer caso (variograma de alcance 1), el kriging simple y el kriging ordinario 
difieren poco. Esto significa que la información es suficientemente abundante para que la 
media, verdadera o estimada, tenga un ponderador pequeño. La pérdida de precisión entre 
usar un kriging simple y uno ordinario es baja. Esta situación es similar a aquella observada 
en el caso de estudio con los datos de contaminación de suelo.  

 
En el segundo caso, donde el alcance es dos veces más pequeño, todo ocurre como si 

los datos disponibles estuvieran dos veces más lejos del sitio a estimar, de donde se produce 
una imprecisión mayor en la estimación. El kriging simple compensa la pérdida de 
información acercando el valor estimado a la media conocida (cuyo ponderador crece de  
–6.7% a 54.4%), mientras que el kriging ordinario estima esta media y, con respecto al 
kriging simple, reparte su ponderador entre los datos, a razón de alrededor de un 9% por 
dato. 
 
 



0,��$���*HRHVWDGtVWLFD�� � ���

������7LSR�GH�NULJLQJ��SXQWXDO���GH�EORTXH�
 
 Para terminar este panorama, examinemos las consecuencias de estimar el valor en un 
soporte mayor que el soporte de los datos, utilizando kriging ordinario con un variograma 
esférico isótropo de alcance 1 y meseta 1. Además del soporte puntual, se considera tres 
soportes, correspondientes a bloques de tamaño 0.25×0.25, 0.5×0.5 y 1×1, respectivamente. 
 

Mientras el bloque queda pequeño con respecto al espaciamiento entre los datos, no se 
aprecia grandes cambios en la ponderación de éstos. Esto se explica porque el kriging de 
bloque es equivalente a promediar las estimaciones obtenidas en cada punto del bloque: al 
ser pequeño el bloque, la ponderación de kriging no varía mucho al estimar un punto u otro. 
En contraste, cuando el bloque se vuelve muy grande (1×1), todos los datos situados dentro 
de este bloque reciben una ponderación importante: aunque estén lejos del centro, los datos 
periféricos (A y F) aportan información para estimar las esquinas del bloque. En cuanto a la 
varianza del error, se aprecia que disminuye fuertemente al aumentar el soporte del bloque, 
debido al efecto de soporte (los valores de bloques tienen menos variabilidad, por lo que su 
estimación es más confiable). 
 

 
 

)LJXUD���. Influencia del tipo de kriging (puntual / de bloque) 
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����&RPSOHPHQWR��HO�NULJLQJ�FRPR�PpWRGR�GH�LQWHUSRODFLyQ�
 

La propiedad de interpolación exacta asemeja el kriging a una técnica de cartografía. 
Sin embargo, tal como se ha presentado el kriging, cada sitio a estimar requiere resolver un 
sistema de ecuaciones lineales. Ahora bien, muchos de los métodos de cartografía (mínimos 
cuadrados, splines...) no se construyen al ponderar los datos vecinos del sitio a estimar, sino 
al ajustar una función de forma predefinida al conjunto de datos. El objetivo de este párrafo 
es revisar en qué medida el kriging puede considerarse como una función de interpolación. 

 
Consideremos el sistema de kriging ordinario en un sitio [: 
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Los ponderadores {λα, α = 1... Q} y el multiplicador de Lagrange µ que satisfacen este 

sistema son combinaciones lineales de los términos {&([α – [), α = 1... Q} que aparecen en 
el segundo miembro. Por lo tanto, el estimador 
 

∑
=α

ααλ=
»

]]
1

* )()( [[  

 
también es una combinación lineal de estos términos y se puede escribir: 
 

∑
=α

αα −+=
¼

&EE]
1

0
* )()( [[[ . 

 
Esta expresión, escrita en términos de la variable regionalizada (]) y no de la función 

aleatoria (=), constituye la llamada formulación GXDO del kriging. Puede servir de definición 
del kriging, que aparece entonces desprovisto de connotación probabilística; en especial, la 
noción de varianza de estimación es abandonada. Ahora, falta especificar los coeficientes 
{Eα, α = 0... Q}. Reemplazando, en la formulación dual, la función &([α – [) por su 
expresión proveniente del sistema tradicional, y procediendo por identificación, se obtiene 
el siguiente sistema de ecuaciones: 
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Las primeras ecuaciones de este sistema corresponden a la restricción de interpolación 

exacta de los datos:  
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)()(,...1 *
αα ==α∀ [[ ]]Q . 

 
Se nota además que el sistema de ecuaciones, luego los coeficientes {Eα, α = 0... Q}, no 

dependen del sitio [�a estimar. El kriging dual aparece así bajo la forma de una función de 
interpolación, combinación lineal de las funciones {&([α – [), α = 1... Q}. Por lo tanto, el 
estimador ]* presentará las mismas propiedades analíticas que la función de covarianza &. 
Una consecuencia es la propiedad de suavizamiento del kriging, puesto que los modelos 
usuales de covarianza sólo poseen singularidades analíticas en el origen y en la vecindad del 
alcance y son regulares para todas las otras distancias. Por ejemplo, si la covarianza es un 
efecto pepita o un modelo exponencial, los únicos puntos singulares de ]* serán los sitios 
con datos.  
 

Lo interesante de la formulación dual del kriging es que basta con resolver un solo 
sistema para obtener los coeficientes {Eα, α = 0... Q} y deducir la estimación de todos los 
sitios del espacio, mientras que el enfoque directo necesita resolver tantos sistemas como 
hay sitios a estimar. En contrapartida, se renuncia al cálculo de la varianza de estimación. 
Al plantear ]*([) = constante, se dispone además de una ecuación implícita de las curvas de 
nivel. Algunas complicaciones surgen cuando se trabaja en una vecindad móvil: la función 
de interpolación cambia según la vecindad utilizada y puede crear discontinuidades en el 
mapa final (estos problemas no se plantean cuando se trabaja en una vecindad única). 
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&DStWXOR����3ULQFLSLRV�GH��
VLPXODFLyQ�JHRHVWDGtVWLFD�

 
 
 Una simulación o PRGHOR� QXPpULFR consiste en construir una variable regionalizada 
que “ se parece”  a aquella que se estudia, es decir que reproduce su continuidad espacial y 
también coincide con los valores medidos en los sitios con datos. Se recurre a las técnicas 
de simulación porque el conocimiento exhaustivo de la variable real es imposible, por falta 
de tiempo y presupuesto o a causa de obstáculos naturales. Estas técnicas se apoyan en la 
interpretación de la variable regionalizada como una realización de una función aleatoria y 
en el modelamiento de su distribución espacial. 
 

���0RWLYDFLyQ��OD�DOWHUQDWLYD�HQWUH�NULJLQJ�\�VLPXODFLyQ�
 
 El kriging permite estimar una variable regionalizada por medio de una combinación 
lineal ponderada de los datos. Este estimador verifica las siguientes propiedades: 
 
��� ,QWHUSRODFLyQ�H[DFWD: el kriging devuelve el valor medido en cada sitio con dato. 
 
��� ,QVHVJR: el error de estimación tiene una esperanza nula. 
�
��� 3UHFLVLyQ: el error de estimación tiene una varianza mínima. 
�
��� 6XDYL]DPLHQWR (DOLVDPLHQWR): la dispersión de los valores estimados es menor que la 

dispersión de los valores verdaderos. Esta propiedad tiene varias consecuencias: 
 

� El variograma de los valores estimados no tiene efecto pepita, aunque no sea el caso 
con los valores reales, y su meseta es menor que el variograma de los datos. 

 
� La variabilidad de los valores estimados no es uniforme en el campo: disminuye al 

alejarse de los sitios con datos (es decir, el mapa los valores estimados muestra más 
dispersión en las zonas donde el muestreo es más denso y es más suave en las zonas 
con escasos datos). 

 
� El rango de los valores estimados suele ser menor que el rango de los valores reales; 

por lo tanto, el kriging no permite predecir adecuadamente la ocurrencia de valores 
extremos. 

 
� No se puede manipular los valores estimados como si fueran los valores verdaderos. 

Por ejemplo, la cantidad de valores estimados que superan un umbral determinado 
no es la misma que la cantidad de valores reales sobre este mismo umbral. Dicho de 
otra manera, existe un VHVJR en la estimación de funciones que involucran a valores 
umbrales (sólo hay insesgo cuando se estima la variable misma). 



0,��$���*HRHVWDGtVWLFD�� � ���

��� La YDULDQ]D�GH�NULJLQJ no depende de los valores de los datos, sino que solamente de 
su posición en el espacio y del modelo de variograma. Por lo tanto, no mide todas las 
fuentes de incertidumbre: intuitivamente, la incertidumbre es mayor cuando los datos 
tienen valores más dispersos que cuando tienen valores parecidos. 

 
 El principio de una simulación consiste en construir una variable ficticia que reproduce 
la continuidad/variabilidad espacial de la variable regionalizada ] = {]([), [ ∈ D}. Esta 
construcción se basa en la interpretación de ] como XQD realización particular de una 
función aleatoria = = {=([), [ ∈ D}. La idea es generar RWUDV realizaciones de esta función 
aleatoria. Mientras que el kriging y otros métodos de interpolación conducen a una imagen 
suavizada de la realidad, las realizaciones de = presentan la misma variabilidad espacial que 
la variable regionalizada real, en particular, el mismo histograma y el mismo variograma. 
En consecuencia, la “ respuesta”  de una simulación a una operación (por ejemplo, selección 
sobre un valor umbral) es similar a la respuesta que daría la variable real. 
 
 La simulación tendrá las siguientes propiedades: 
 
��� ,QWHUSRODFLyQ�H[DFWD cuando es “ condicional”  (ver sección siguiente). 
 
��� ,QVHVJR: la variable regionalizada o, más generalmente, una función de esta variable 

puede ser estimada sin sesgo (es decir, con un error de esperanza nula) por la misma 
función aplicada a los valores simulados. 

 
��� 1R�VXDYL]D: la dispersión de los valores simulados es la misma que la dispersión de los 

valores verdaderos. 
 
��� 1R�HV�SUHFLVD: el error entre valor real y valor simulado no tiene una varianza mínima. 
 

Para remediar a esta última limitación, la idea es no utilizar una simulación única, sino 
que un conjunto grande de simulaciones, cada una de las cuales representa un “ escenario”  
plausible. Así, para evaluar una magnitud cualquiera, basta con efectuar los cálculos sobre 
un gran número de simulaciones, FRPR�VL se tratara de los valores reales, y posteriormente 
tomar la media como estimación de la magnitud buscada. Mejor aun: la distribución de los 
resultados obtenidos sobre el conjunto de simulaciones da una imagen de la incertidumbre 
asociada a la magnitud estudiada, lo que permite medir la precisión de la estimación (por 
una varianza o por intervalos de probabilidad). 
 
(MHPSOR��GDWRV�GH�FRQWDPLQDFLyQ�GH�VXHOR�
 

Supongamos que el umbral de toxicidad para la concentración de cobalto es de 12 ppm 
(según la norma regulatoria) y que el valor estimado por kriging en una determinada unidad 
de remediación es de 10 ppm. El medio-ambientalista quiere saber si debe extraer esta 
unidad para tratamiento o dejarla intacta in situ. Ahora, como el kriging tiende a suavizar 
los valores, existe la posibilidad de que la verdadera concentración de cobalto sea mayor 
que el umbral de toxicidad, por lo cual la decisión de extraer o no la unidad de remediación 
debe considerar no sólo el valor estimado por kriging (10 ppm), sino que la incertidumbre 
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en torno a este valor. Sería entonces interesante caracterizar esta incertidumbre por la 
SUREDELOLGDG de que la concentración de cobalto supere el umbral de 12 ppm. 
 
 Una primera opción consiste en suponer que el valor verdadero tiene una distribución 
normal (Gaussiana) con media igual al valor estimado por kriging y varianza igual a la 
varianza de kriging, lo que permite determinar la probabilidad buscada. Sin embargo, las 
hipótesis en las cuales se basa este cálculo son difícilmente controlables: ¿por qué el valor 
verdadero debería de tener una distribución Gaussiana? También se sabe que la varianza de 
kriging no depende de los valores de los datos, por lo cual puede no ser una medida realista 
de la dispersión del valor verdadero en torno al valor estimado. 
 
 El uso de simulaciones entrega una alternativa más confiable. Podríamos proceder de la 
siguiente forma: 
 

1) Discretizar la unidad de remediación en varios puntos (por ejemplo, 10 × 10). 
 
2) Simular 100 veces la concentración de cobalto en estos puntos. 

 
3) En cada realización, rebloquear (promediar) los valores simulados para obtener la 

concentración promedio en la unidad de remediación. 
 

4) Construir el histograma de los 100 valores rebloqueados y determinar la frecuencia 
con la cual se está sobre el umbral de 12 ppm.  

 
5) Identificar esta frecuencia con la probabilidad buscada. 

 
Además de calcular el riesgo de sobrepasar cualquier umbral, el histograma construido 

en la etapa 4) permite también darse una idea del valor máximo que se puede encontrar en 
la unidad de remediación. A veces, interesa más conocer este máximo para tomar la 
decisión de remediación, por ejemplo, si el elemento analizado es muy tóxico para la salud 
humana. 
 
6LWXDFLRQHV�TXH�DPHULWDQ�UHFXUULU�D�VLPXODFLRQHV�
 

•  3UREOHPDV�GH�HVWLPDFLyQ: se resuelven al promediar los escenarios (para estimar la 
variable misma) o al calcular la frecuencia de ocurrencia de un evento (para estimar 
la probabilidad de este evento, por ejemplo, la probabilidad de que la variable tenga 
un valor mayor que un umbral dado). 

 
•  0HGLFLyQ�GH�LQFHUWLGXPEUH: se analiza las variaciones observadas entre un escenario 

y otro, pudiendo definir intervalos de probabilidad para los valores desconocidos de 
la variable regionalizada. 

 
•  $QiOLVLV�GH�ULHVJR: proponer diversos escenarios (uno optimista, uno pesimista, uno 

intermedio) para analizar el impacto en los resultados y guiar la toma de decisión. 
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���6LPXODFLyQ�FRQGLFLRQDO�\�QR�FRQGLFLRQDO�
 

�����6LPXODFLyQ�QR�FRQGLFLRQDO�
 

La simulación QR�FRQGLFLRQDO busca construir realizaciones de la función aleatoria que 
representa la variable regionalizada, pero VLQ�WRPDU�HQ�FXHQWD�ORV�YDORUHV�GH�ORV�GDWRV. Por 
lo tanto, aunque reproduce la variabilidad de la variable regionalizada (mismo histograma, 
mismo variograma...), no interpola los datos.�
 

 
 

)LJXUD��. Seis realizaciones no condicionales  
de una función aleatoria en una dimensión 

 

�����6LPXODFLyQ�FRQGLFLRQDO�
 

Para que una simulación sea realista, se desea que restituya los valores medidos en los 
sitios con datos. Se habla entonces de simulación FRQGLFLRQDO. En el modelo probabilístico, 
esta restricción adicional se formaliza por la noción de distribución condicionada: se busca 
construir una función aleatoria con la misma distribución espacial que = y FRQRFLHQGR�ORV�
YDORUHV�TXH�GHEH�WRPDU�HQ�ORV�VLWLRV�FRQ�GDWRV. 
 
 Las distribuciones de probabilidad condicional describen la incertidumbre que se tiene 
localmente sobre los valores de la variable regionalizada, tomando en cuenta los valores de 
los datos circundantes. Por ejemplo, en un sitio con dato, no hay incertidumbre y se obtiene 
el valor del dato en todas las realizaciones. Al contrario, lejos de los datos, la distribución 
condicional se parece a la distribución D�SULRUL (no condicional), de modo que los datos son 
“ inactivos” . Entre medio, las distribuciones condicionales suelen tener menos dispersión 
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que las distribuciones D� SULRUL, traduciendo que los datos aportan algún conocimiento o 
información sobre el valor que se busca caracterizar. 
 

 
 

)LJXUD��. Datos condicionantes y cinco realizaciones  
condicionales de una función aleatoria en una dimensión 

 
En el transcurso de un estudio práctico, la evaluación de un resultado se efectúa vía 

simulaciones condicionales. A menudo, las simulaciones no condicionales constituyen una 
etapa preliminar en la construcción de las simulaciones condicionales. También, cuando los 
datos disponibles son muy pocos y no permiten especificar convenientemente el modelo 
variográfico, se utiliza simulaciones no condicionales para estudiar la influencia de los 
parámetros de este modelo (alcance, comportamiento en el origen, meseta...) en el resultado 
buscado. 
 

���5HTXLVLWRV�SDUD�UHDOL]DU�XQD�VLPXODFLyQ�
 
 A diferencia del kriging que sólo requiere conocer la covarianza o el variograma, la 
simulación geoestadística necesita definir completamente la función aleatoria que se desea 
simular. Esto es, conocer la GLVWULEXFLyQ�HVSDFLDO de esta función aleatoria, es decir, todas 
sus distribuciones de probabilidad multivariables (ver capítulo 3 y Figura 3): 
 

•  distribución univariable (histograma) 
 
•  distribuciones bivariables 

 
•  distribuciones trivariables, ... 
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En particular, es insuficiente conocer la media y el variograma, como lo demuestran los 
ejemplos siguientes (Figuras 4 y 5). 
 
 

 
 

)LJXUD��. Esquema sintético del modelamiento geoestadístico.  
Esperanza, varianza, covarianza y variograma sólo proporcionan  

un resumen de las características de la función aleatoria 
 

 
 

)LJXUD��. Realizaciones de dos funciones aleatorias con la  
misma distribución univariable y el mismo variograma 

 

9DULDEOH�UHJLRQDOL]DGD� )XQFLyQ�DOHDWRULD�

�'LVWULEXFLyQ�HVSDFLDO 
•   distribución univariable 

•   distribuciones bivariables 

•   distribuciones multivariables 

����0RPHQWRV�
•   esperanza, varianza 

•   covarianza, variograma 

����+LSyWHVLV�GH�HVWDFLRQDULGDG 

•   esperanza y varianza son constantes 

•   covarianza y variograma sólo dependen de la separación entre datos 

LQWHUSUHWDFLyQ�

FDUDFWHUL]DFLyQ�

UHVXPHQ�

VLPSOLILFDFLyQ�
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)LJXUD��. Realizaciones de funciones aleatorias con mismas distribuciones  
univariables, bivariables (luego, mismos variogramas) y trivariables 

 

���(MHPSORV�GH�IXQFLRQHV�DOHDWRULDV�
 

Existe una gran diversidad de modelos de función aleatoria que pueden ser simulados 
por técnicas geoestadísticas. A continuación, mostramos algunos ejemplos, que difieren en 
la naturaleza de la variable en estudio. 
 
� 9DULDEOHV�FRQWLQXDV, como las concentraciones de elementos contaminantes, leyes de 

mineral, pH, conductividad eléctrica, permeabilidad de una roca, carga hidráulica, etc. 
 

 
 

)LJXUD��. Realizaciones de tres modelos de variables continuas 
 
� 9DULDEOHV�GLVFUHWDV�R�FDWHJyULFDV, que permiten codificar un conjunto de dominios que 

subdividen el espacio (por ejemplo, dominios definidos por tipos de roca) o representar 
variables con un número limitado de valores, por ejemplo, las variables de conteo cuyos 
valores son enteros. 
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 )LJXUD��. Realizaciones de tres modelos de variables categóricas 
 
� &RQMXQWRV�DOHDWRULRV, que pueden ser representados por LQGLFDGRUHV (variables binarias 

que valen 1 cuando se está en el conjunto, 0 cuando se está fuera). Pueden representar 
variables que cuentan con solamente dos categorías, por ejemplo roca permeable versus 
roca impermeable. 

 

 
 

)LJXUD��. Realizaciones de tres modelos de conjuntos aleatorios 
 
� 5HGHV�GH� IUDFWXUDV, que son casos particulares de conjuntos aleatorios (porciones de 

plano o de recta, con dimensiones y orientación aleatorias en el espacio) 
 

 )LJXUD��. Realizaciones de tres modelos de redes de fracturas 
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� 3URFHVRV�SXQWXDOHV, que son otros casos particulares de conjuntos aleatorios. Permiten 

modelar fenómenos naturales como: distribución de árboles en un bosque, de piedras 
preciosas en un yacimiento, o de epicentros de temblores. También sirven para construir 
algunos modelos de funciones aleatorias, de conjuntos aleatorios y de redes de fractura. 

 

 )LJXUD���. Realizaciones de cuatro modelos de procesos puntuales 
 

���$VSHFWRV�GHO�SUREOHPD�GH�VLPXODFLyQ�
 
 Las etapas y desafíos planteados para simular una función aleatoria son los siguientes: 
 
1) Definir un modelo de función aleatoria (distribución espacial). 
 
2) Inferir los parámetros del modelo (variograma, etc.) y validarlos. 
 
3) Proponer algoritmos para construir realizaciones de la función aleatoria definida. 
 
4) Condicionar las realizaciones a los datos disponibles. 

 
Estos pasos convierten la simulación geoestadística en un enfoque mucho más complejo 

que el kriging. En el próximo capítulo, examinaremos un modelo muy sencillo denominado 
PRGHOR�PXOWL�*DXVVLDQR, que permite simular variables continuas. La simulación de otros 
modelos de función aleatoria es un tema que sobrepasa los alcances de este curso. 
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&DStWXOR����6LPXODFLyQ�GH�YDULDEOHV�
FRQWLQXDV��PRGHOR�PXOWL�*DXVVLDQR�

 
 
 En este capítulo, nos interesaremos por un modelo de función aleatoria cuya definición 
requiere modelar sólo una distribución univariable (o sea, un histograma) y un variograma. 
Este modelo se basa en las distribuciones de probabilidad multivariables Gaussianas (PXOWL�
*DXVVLDQDV o PXOWLQRUPDOHV). 
 

���7UDQVIRUPDFLyQ�*DXVVLDQD��DQDPRUIRVLV��
 
 Es poco frecuente que la variable estudiada pueda ser considerada como Gaussiana: a 
menudo, la distribución univariable (histograma de los valores medidos) es asimétrico y no 
es compatible con un modelo Gaussiano. Una transformación – llamada DQDPRUIRVLV – es 
necesaria para convertirla en una distribución Gaussiana. Gráficamente, la  transformación 
consiste en deformar el histograma de los datos en un histograma Gaussiano estándar, es 
decir, de media 0 y varianza 1 (Figura 1). 
 

 
 

)LJXUD��.�Construcción gráfica de la anamorfosis Gaussiana 
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 A continuación, denotaremos como  

� = = {=([), [ ∈ D} la función aleatoria que representa a la variable original 
� < = {<([), [ ∈ D} la función aleatoria que representa a la variable transformada 
� )(]) la función de distribución (histograma acumulado) de = 
� *(\) la función de distribución de < (Gaussiana de media 0 y varianza 1). 

 
En los histogramas acumulados, la transformación consiste en asociar a cada valor ] de 

la variable original el valor Gaussiano \ que tiene la misma frecuencia acumulada, es decir, 
se plantea que )(]) = *(\) (Figura 2). 
 

 
 

)LJXUD��� Construcción de la anamorfosis con ayuda de las funciones  
de distribución ) (variable original) y * (variable Gaussiana)  

 
Se denomina IXQFLyQ�GH DQDPRUIRVLV�*DXVVLDQD a la función que relaciona los valores 

Gaussianos con los valores originales (Figura 3). Conforme a lo anterior, esta función se 
escribe como: φ = )-1 �* y se puede plantear:  

 

)]([)(, [[[ <= φ=∈∀ D  
 

 
 

)LJXUD����Función de anamorfosis. En este ejemplo (variable = con  
una distribución lognormal), se trata de una función exponencial 
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�����2EVHUYDFLRQHV�
 
1) La construcción de la anamorfosis no es posible cuando la función de distribución ) no 

es invertible. Esto es el caso cuando la variable en estudio es discreta o categórica, o 
cuando los datos presentan una proporción importante de valores iguales. Por ejemplo, 
si una variable positiva cuenta con 50% de valores nulos – que deberían corresponder al 
50% de valores Gaussianos negativos – no se puede asignar de manera unívoca un valor 
Gaussiano a cada uno de los valores nulos. 

 
2) Conocer la función de anamorfosis es equivalente a conocer la función de distribución 

) (la función de distribución Gaussiana * ha sido tabulada), es decir, el histograma de 
la variable original =.  

 

�����&RPSOHPHQWR��GHWHUPLQDFLyQ�SUiFWLFD�
 

Para determinar numéricamente la función de anamorfosis, se empieza por ordenar los 
datos en orden creciente: 
 

¾]]] <<< ...21   
 
con probabilidades de ocurrencia S1, S2... S ¿ . En primera aproximación, se puede identificar 
estas probabilidades con los ponderadores de desagrupamiento (normalizados de modo que 
su suma sea igual a 1):  
 

∀ L ∈ {1,... Q}, S À  = ponderador de desagrupamiento del L-ésimo dato. 
 

Los valores de los datos están asociados a las frecuencias acumuladas empíricas: 
 









=<=∈∀

=<=

∑
−

=

1

1

11

)(Prob)(̂},,...2{
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Á
Â ÂÁÁ S]=])QL

]=])
 

 
 Se asocia a cada valor ] À  el valor Gaussiano \ À  de misma frecuencia acumulada, es decir 
tal que (Figura 4) 
 

)()(̂ ÃÃ \*]) = , 
 
lo que define la función de anamorfosis empírica, denotada como φ̂ (Figura 5). Si < es una 
variable Gaussiana estándar, entonces φ̂(<) tiene exactamente la distribución empírica de 
los datos originales. 
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)LJXUD��� Determinación de la anamorfosis empírica 
 

�
�

)LJXUD��� Función de anamorfosis empírica 
 

Varias razones justifican la necesidad de efectuar un suavizamiento de φ̂: 
 

• Obtener una función de anamorfosis invertible, que permite asociar un valor Gaussiano 
a cualquier valor de la variable = y vice-versa (la anamorfosis empírica no es invertible, 
pues es una función escaloneada). 

 
• Suavizar la anamorfosis empírica equivale a suavizar el histograma experimental de =, 

luego permite modelar su distribución univariable de manera más aceptable que por su 
distribución empírica. 

 
• El valor Gaussiano asociado con el dato mínimo es infinito: \1 = – ∞, pues *(\1) = )(]1) 

= 0. Esta situación desaparece después del suavizamiento de la función de anamorfosis. 
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Existen varios métodos de suavizamiento de la anamorfosis empírica, en particular con 
ayuda de polinomios (Figura 6). 
 

 
 

)LJXUD����Anamorfosis empírica (línea punteada) y modelada (línea continua) 
 

���0RGHOR�PXOWL�*DXVVLDQR�
 

�����+LSyWHVLV�
 

Se supone que el conjunto de valores Gaussianos tiene una distribución multivariable 
Gaussiana (multi-Gaussiana), es decir, la densidad de probabilidad de los valores ubicados 
en los sitios {[1,... [¿ } es 

 







−

π
= − ÄÅÅ\\J \&\&

1
1 2

1
exp

)(det)2(
1

),...( , 

 
donde \ es el vector (\1,... \ ¿ ), mientras que & representa la matriz de varianza-covarianza 
de los datos Gaussianos. Se ve que, en este caso muy particular, la función de covarianza 
(o, en forma equivalente, el variograma) permite obtener las distribuciones de probabilidad 
multivariables, es decir, caracteriza completamente la función aleatoria Gaussiana. Se trata, 
por lo tanto, de un modelo extremadamente sencillo, puesto que bastará con realizar el 
análisis variográfico de los datos Gaussianos para determinar el modelo. 
 

�����9DOLGDFLyQ�
 

Por construcción, el histograma de los datos transformados es Gaussiano, por lo cual su 
distribución univariable es consistente con el modelo. Sin embargo, hace falta verificar que 
las distribuciones de orden superior (bivariables, trivariables...) sean también compatibles 
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con la hipótesis multi-Gaussiana. Desde un punto de vista teórico, tal verificación es muy 
exigente y difícil de confirmar con los datos experimentales disponibles. Por esta razón, en 
la práctica, uno se contenta con validar que la hipótesis multi-Gaussiana se cumple a nivel 
de las distribuciones bivariables (es decir, aquellas que involucran a dos valores Gaussianos 
a la vez). 
 

 
3ULPHU�WHVW��QXEHV�GH�FRUUHODFLyQ�GLIHULGD�
 

Consideremos un par de valores Gaussianos (<([),<([+K)) en dos sitios separados por 
un vector K. La densidad de probabilidad conjunta de estos valores es: 
 


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

ρ−
+ρ−−
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=
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)(2

exp
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Las curvas de isodensidad J(\1,\2) = constante son elipses concéntricas: 
 

constante)(2 2
221

2
1 =+ρ− \\\\ K . 

 
En la práctica, esto significa que la nube de correlación diferida calculada con los datos 

Gaussianos para el vector K, debe tener una forma elíptica. Además, cuando la norma de K 
es muy grande, la nube de correlación diferida se vuelve circular (señal de que ya no existe 
correlación entre <([) e <([� + K) para las distancias grandes). Al contrario, cuando |K| 
tiende a 0, la nube se restringe en torno a la primera bisectriz, ya que <([�+ K) está cada vez 
más correlacionado con <([) (Figura 7). 
 

 
 

)LJXUD��� Nubes de correlación diferida en forma de elipses 
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6HJXQGR�WHVW��FRPSDUDFLyQ�HQWUH�YDULRJUDPD�\�PDGRJUDPD�
 

El PDGRJUDPD (o YDULRJUDPD�GH�RUGHQ��) de la variable Gaussiana para un vector K se 
define como: 
 

|})()({|
2
1

)(1 [K[K <<( −+=γ  

 
Dado que la distribución multi-Gaussiana está enteramente caracterizada por la función 

de covarianza (o por el variograma γ(K)), se puede expresar este madograma en función del 
variograma. Se tiene la siguiente relación: 
 

77.1
)(
)(

1

≈π=
γ
γ
K
K

  (independiente de K). 

 
Basta con verificar esta relación con los variograma y madograma experimentales de 

los datos Gaussianos. 
�
7HUFHU�WHVW��YDULRJUDPDV�GH�LQGLFDGRUHV�
 

Un indicador es una función binaria definida por referencia a un umbral \: 
 

contrario casoen   0
 )( si  1

);(
\<\, Æ <

=
[[  

 
Al igual que para el test anterior, existe una relación entre el variograma de la variable 

Gaussiana y el variograma γI,Ç (K) de la variable indicador: 
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donde *(.) es la función de distribución Gaussiana estándar. 

 
El test propuesto consiste en los siguientes pasos: 
 

1) Modelar el variograma γ(K) de los datos Gaussianos. 
 
2) Deducir el variograma γI,Ç (K) del indicador asociado a un determinado umbral \. 
 
3) Codificar los datos Gaussianos en indicador (0 ó 1) según si superan o no el umbral \. 
 
4) Calcular el variograma experimental de los datos de indicador. 
 
5) Comparar este variograma experimental con la expresión teórica obtenida en el paso 2). 
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6) Repetir el procedimiento (pasos 2 a 5) para varios valores del umbral \, por ejemplo, 

para los cuartiles de la distribución.  
 
7) Concluir si los variogramas teóricos de indicador se ajustan razonablemente bien a los 

variogramas experimentales. 
 

�����3URSLHGDGHV�FDUDFWHUtVWLFDV�GHO�PRGHOR�PXOWL�*DXVVLDQR�
 
1) Si el umbral \ tiende a infinito, el variograma γI,Ç (K) tiende a su meseta *(\) [1 − *(\)] 

cualesquiera K, es decir, los variogramas de indicadores asociados a umbrales extremos 
se vuelven pepíticos. En otras palabras, la ocurrencia de valores extremos es puramente 
aleatoria, de modo que el modelo multi-Gaussiano es inapropiado cuando los valores 
extremos están espacialmente correlacionados, en particular cuando están agrupados en 
ciertas zonas del campo (Figura 8). 

 

 
 

)LJXUD��� Realizaciones de cuatro modelos de función aleatoria. Sólo el  
modelo en la lámina A es compatible con la distribución multi-Gaussiana, 

pues no presenta agrupación espacial de los valores extremos 
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2) La expresión del variograma de indicador γI,Ç  es invariante cuando se cambia \ en –\: la 
continuidad espacial de los indicadores es simétrica con respecto al umbral mediano 
(0). Esto se traduce por una igualdad entre los variogramas de indicadores asociados 
con cuantiles simétricos con respecto a la mediana. En términos más intuitivos, las 
características (anisotropía, continuidad a pequeña escala...) que se manifiestan para los 
valores bajos también caracterizan los valores altos. 

 

���6LPXODFLyQ�FRQGLFLRQDO�
 

Una vez que se ha comprobado la validez de la hipótesis multi-Gaussiana, el modelo 
queda enteramente caracterizado por la función de anamorfosis y por el variograma de los 
datos Gaussianos. Falta ahora definir un algoritmo para poder construir realizaciones de 
este modelo y condicionarlas a los datos disponibles. Entre los algoritmos que responden a 
este problema, el más sencillo es el llamado  “ método secuencial Gaussiano” . 
 

�����$OJRULWPR�VHFXHQFLDO�
 

Supongamos que se busca simular una función aleatoria multi-Gaussiana < de media 0 
y variograma γ(K) en los sitios {X1,... X Ò } del espacio, condicionada a los datos Gaussianos 
disponibles en los sitios {[1,... [Ó }. El algoritmo secuencial procede de la siguiente manera. 
Para cada sitio X Ô  (L = 1,... P):  
 
1) Realizar el kriging de <(X Ô ) a partir de los datos condicionantes {<([1),... <([ Ó )} y de los 

valores previamente simulados {<(X1),... <(X Ô -1)}. Como resultado, se obtiene un valor 
estimado <*(X Ô ) y una desviación estándar σ*(X Ô ). 

 
2) Simular un valor Gaussiano, cuya media es igual a�<*(X Ô ) y cuya desviación estándar es 

igual a σ*(X Ô ): 
 

ÕÕÕÕ 1<< )()()( ** XXX σ+= , 
 

donde 1 Ô  es una variable aleatoria Gaussiana de media 0 y varianza 1, independiente de 
11... 1 Ô -1 y de los datos originales <([1),... <([ Ó ). 

 
Así pues, en la L-ésima etapa, se simula el valor Gaussiano en el sitio X Ô  y se agrega el 

valor simulado a los datos condicionantes para simular los sitios siguientes, de donde viene 
el nombre “ secuencial” . En teoría, se requiere usar un NULJLQJ�VLPSOH (de media conocida = 
media de la variable Gaussiana = 0). 
 

Las ventajas del algoritmo secuencial radican en su sencillez y facilidad de ejecución, 
así como en el hecho de que proporciona directamente simulaciones condicionales a datos. 
En contrapartida, su principal desventaja es su lentitud, debido a que el sistema de kriging 
se vuelve cada vez más grande a medida que se desarrolla la simulación. En la práctica, se 
debe restringir los datos condicionantes (datos iniciales + valores previamente simulados) a 
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los más cercanos del sitio a simular, es decir, se utiliza una YHFLQGDG�PyYLO en lugar de la 
vecindad única requerida en teoría. A su vez, esta restricción introduce aproximaciones / 
imprecisiones en los valores simulados, lo que requiere ciertos “ trucos”  para minimizar sus 
efectos: 
 

� Uso de JULOODV�P~OWLSOHV (cuando los sitios a simular están ubicados en una grilla): se 
hace la simulación primero en una malla amplia, luego en mallas más pequeñas. Por 
ejemplo, se simula uno de cada 10 sitios en cada dirección de la grilla, luego uno de 
cada 5 sitios y finalmente los sitios restantes. La idea es que la simulación en mallas 
amplias puede hacerse con una vecindad única (por ende, sin aproximación) puesto 
que estas mallas contienen pocos sitios, luego la simulación en las mallas pequeñas 
se apoyará en estos valores “ bien”  simulados. 

 
� $OHDWRUL]DFLyQ�GH�OD�VHFXHQFLD�GH�VLPXODFLyQ: el orden según el cual se simula los 

distintos sitios es elegido al azar. Esto se debe a que el uso de una secuencia regular 
(por ejemplo, simular los nodos de una grilla en 2D fila por fila) suele provocar la 
aparición de artefactos cuando se utiliza una vecindad móvil. Para cada realización 
que se quiere construir, es recomendable definir una secuencia distinta. 

 
A modo de ejemplo, la Figura 9 muestra los variogramas experimentales calculados en 

100 realizaciones de una función aleatoria Gaussiana de variograma esférico (alcance 50) + 
pepita, realizadas con el algoritmo secuencial en un dominio de 400 × 400 nodos. No se han 
considerado datos iniciales, por lo que las realizaciones obtenidas no son condicionales. La 
lámina de la izquierda corresponde a una vecindad de kriging que contiene hasta 20 valores 
previamente simulados, mientras que la lámina de la derecha corresponde a una vecindad 
con 100 valores previamente simulados. En ambos casos existe un sesgo en la reproducción 
del variograma, ya que el promedio de los variogramas experimentales no coincide con el 
modelo teórico de variograma, aunque el sesgo disminuye notablemente cuando se utiliza 
la vecindad más exigente. 
 
 Es interesante notar que siempre existe una discrepancia entre el variograma simulado 
(o sea, el variograma experimental calculado sobre una realización de la función aleatoria) 
y el modelo de variograma. Esta discrepancia, llamada IOXFWXDFLyQ�HVWDGtVWLFD�o�IOXFWXDFLyQ�
HUJyGLFD, se debe a que la realización no posee un campo infinito. La teoría indica que la 
fluctuación esperada es pequeña cerca del origen y aumenta con la distancia (esto explica la 
falta de robustez del variograma experimental para grandes distancias, ver capítulo 4). 
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)LJXUD��� Sesgo en la reproducción del variograma producido por el  
algoritmo secuencial implementado con una vecindad móvil 

 

�����2WURV�DOJRULWPRV�
 
Existen numerosos algoritmos alternativos al método secuencial, por ejemplo: 

 
� Método de descomposición matricial 
 
� Métodos de convolución (medias móviles, métodos auto-regresivos) 
 
� Método espectral discreto 
 
� Método espectral continuo 
 
� Método de las bandas rotantes. 
 

Los cuatro últimos algoritmos generan realizaciones no condicionales (es decir, que no 
reproducen los valores de los datos). El condicionamiento de las realizaciones requiere una 
etapa adicional basada en un kriging simple. Aunque son matemáticamente más complejos, 
estos algoritmos son más rápidos que el algoritmo secuencial por dos razones: 1) el sistema 
de kriging sólo involucra a los datos originales (no a los valores simulados) y 2) se puede 
condicionar múltiples realizaciones con un solo kriging. 
 

La Figura 10 retoma la situación vista en la Figura 9 (100 realizaciones de una función 
aleatoria Gaussiana de variograma esférico + pepita en un dominio de 400 × 400 nodos), 
pero utilizando el llamado algoritmo de bandas rotantes en lugar del algoritmo secuencial. 
Se observa que el sesgo en la reproducción del variograma ha desaparecido por completo: 
en promedio, el variograma experimental de las realizaciones es igual al modelo teórico de 
variograma. 
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)LJXUD���� Reproducción del variograma con el algoritmo de bandas rotantes 
 

�����5HVXPHQ��SDVRV�D�VHJXLU�SDUD�OD�VLPXODFLyQ�
 

Los pasos a seguir para la simulación condicional son finalmente los siguientes: 
 
1) Desagrupar los datos originales. 
 
2) Transformar estos datos en datos Gaussianos, tomando en cuenta los ponderadores de 

desagrupamiento. 
 
3) Realizar el análisis variográfico de los datos Gaussianos. 
 
4) Validar la hipótesis multi-Gaussiana (nubes de correlación diferida, comparación entre 

variograma y madograma, variogramas de indicadores). 
 
5) Simular la función aleatoria Gaussiana 
 

� Elegir un algoritmo de simulación 
� Construir varias realizaciones 
� Condicionar a los datos Gaussianos disponibles si el algoritmo escogido no lo 

hace directamente. 
 

6) Transformación Gaussiana inversa, para volver a la variable original. 
 
7) Procesar los resultados. 
 

���$SOLFDFLyQ�D�ORV�GDWRV�GH�FRQWDPLQDFLyQ�GH�VXHOR�
 
 Aplicaremos ahora los pasos anteriores para simular las concentraciones de cobalto en 
la zona contaminada. 
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�����$QDPRUIRVLV�*DXVVLDQD�
 
 El primer paso para aplicar el modelo multi-Gaussiano corresponde a la transformación 
(anamorfosis) Gaussiana de los datos de concentración de cobalto. La anamorfosis empírica 
se realiza al deformar el histograma desagrupado de los datos de cobalto en un histograma 
Gaussiano; sobre esta anamorfosis empírica, se ajusta una función polinomial para obtener 
el modelo de anamorfosis. Ahora, como el polinomio diverge para los valores extremos de 
la Gaussiana, este modelo ha sido corregido para dar valores entre 0 y 22 ppm, que serán 
los valores extremos considerados para la concentración de cobalto en toda la zona (Figura 
11).  Si bien el histograma de los datos transformados no es perfectamente Gaussiano, tiene 
una forma muy similar a la campana de Gauss (Figura 12), por lo que se puede suponer sin 
problema que los datos transformados sí tienen una distribución Gaussiana. 
 

 
 

)LJXUD�����Anamorfosis empírica (línea escaloneada) y modelada (línea continua)  
para las concentraciones de cobalto. Las líneas punteadas indican los extremos 

considerados para las concentraciones de cobalto (0 y 22 ppm) 
 

 
 

)LJXUD�����Histograma de los datos originales (izquierda)  
y de los datos transformados (derecha) 
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 A continuación, verificaremos si los datos Gaussianos obtenidos son compatibles con 
una distribución multi-Gaussiana. Un primer método consiste en dibujar algunas nubes de 
correlación diferida y comprobar (visualmente) que tienen una forma de elipse (Figura 13).  
 

 
 

)LJXUD���� Nubes de correlación diferida para los datos Gaussianos 
 

Un segundo test consiste en verificar que la raíz cuadrada del variograma dividida por 
el madograma es constante e igual a √π, o sea, 1.77. El test fue realizado con los siguientes 
parámetros de cálculo: paso = 0.25 km, tolerancia en el paso = 0.125 km, tolerancia angular 
= 90º (omnidireccional), número de pasos = 14. Los resultados (Figura 14) indican que se 
cumple relativamente bien con el valor esperado, salvo quizás para el primer punto. Ahora, 
este punto fue calculado con sólo 356 pares de datos y podría no ser confiable, mientras que 
los puntos siguientes se basan en 2000 a 5000 pares de datos.  

 

 
 

)LJXUD���� Razón entre la raíz cuadrada del variograma y el  
madograma de los datos Gaussianos, en función de la distancia 
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�����$QiOLVLV�YDULRJUiILFR�GH�ORV�GDWRV�*DXVVLDQRV�
 
 Si bien los tests previos (nubes de correlación diferida; comparación entre variograma y 
madograma) han sido realizados en forma omnidireccional, es decir, sin tomar en cuenta la 
orientación del vector de separación K en el espacio, el variograma de los datos Gaussianos 
puede no ser isótropo. De hecho, un análisis del mapa variográfico (Figura 15, izquierda) 
indica que este variograma presenta una anisotropía similar a aquella del variograma de los 
datos originales, con direcciones principales N60ºE y N30ºW (ver capítulo 4). Para calcular 
el variograma experimental, se elige los siguientes parámetros:  

� paso = 0.35 km 
� tolerancia en la distancia = 0.175 km 
� tolerancia angular = 20º 
� ancho de banda = 1km. 

 
En cuanto al ajuste, se propone el siguiente modelo (Figura 15, derecha): 

 
γ(K) = 0.3 pepa + 0.2 esf(0.5km,0.5km) + 0.5 esf(2km,1.5km) + 0.2 esf(∞,1.5km), 

 
en donde los alcances corresponden a las direcciones N60ºE y N30ºW, respectivamente. 
 

 )LJXUD���. Mapa variográfico (izquierda) y variograma a lo largo de las direcciones de 
anisotropía (N60ºE y N30ºW) (derecha) para los datos Gaussianos.  

 

�����6LPXODFLyQ�FRQGLFLRQDO�
 
 Procedemos ahora a simular las concentraciones de cobalto en una grilla densa (con 
una malla de 2m × 2m) que cubre la zona de estudio. Se construye 100 realizaciones con el 
método de las bandas rotantes, utilizando la vecindad de kriging definida en el capítulo 6 
para condicionar estas realizaciones a los 359 datos disponibles. Luego, se rebloquea cada 
realización al soporte de las unidades de remediación (20m × 20m), promediando las 100 
concentraciones simuladas en cada unidad. La Figura 16 presenta cuatro realizaciones de 
las concentraciones al soporte de las unidades de remediación. 
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)LJXUD���. Cuatro realizaciones condicionales de la concentración promedio  
de cobalto en unidades de remediación de 20m × 20m.  

 

�����3URFHVDPLHQWR�GH�ORV�UHVXOWDGRV�
 
 A partir de las realizaciones generadas, se puede buscar estimar las concentraciones de 
cobalto, por ejemplo, tomando el promedio de las realizaciones (Figura 17, izquierda). Este 
estimador entrega el valor esperado de la concentración de cobalto y se asemeja mucho al 
estimador de kriging. También se puede caracterizar la incertidumbre en la concentración 
de cobalto al calcular la desviación estándar de las realizaciones (Figura 17, derecha). Se 
observa que, contrariamente a la desviación estándar de kriging, esta desviación no depende 
solamente de la configuración geométrica de los datos, sino que también de sus valores, por 
lo cual constituye una medida de incertidumbre más completa.  
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)LJXUD���. Promedio y desviación estándar de 100 realizaciones condicionales de la 
concentración promedio de cobalto en unidades de remediación de 20m × 20m.  

 
 También se puede estimar la probabilidad de que la concentración de cobalto supere un 
determinado umbral de toxicidad (por ejemplo, 12 ppm), al determinar la frecuencia con la 
cual las concentraciones simuladas superan este umbral. Obtenemos así un mapa del riesgo 
de que la concentración de cobalto sea perjudicial a la salud humana (Figura 18, izquierda). 
Este mapa es una herramienta útil para la toma de decisión. Por ejemplo, uno puede definir 
tres áreas (Figura 18, derecha): un iUHD�GH�UHPHGLDFLyQ que contiene las unidades de mayor 
riesgo (por ejemplo, aquellas cuya probabilidad de superar el umbral 12 ppm es mayor que 
0.5) y requiere tratamiento; un iUHD�VHJXUD que contiene las unidades de menor riesgo (por 
ejemplo, aquellas cuya probabilidad de superar el umbral 12 ppm es menor que 0.2), tales 
que se pueden dejar in situ; finalmente, un iUHD�LQFLHUWD (unidades con una probabilidad de 
superar el umbral 12 ppm entre 0.2 y 0.5) para la cual el riesgo es demasiado pequeño para 
ser considerado en el área de remediación, pero demasiado grande para ser dejado in situ 
sin mayor información (muestreo adicional). 
 

 
 
)LJXUD���. Izquierda: probabilidad de encontrar una concentración de cobalto mayor que 

12 ppm. Derecha: clasificación de la zona de estudio en tres áreas. 
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 La simulación condicional también se presta al análisis de riesgo cuando el cambio de 
soporte (desde los datos hasta las unidades de remediación) no corresponde a un promedio 
aritmético de las concentraciones contenidas en estas unidades. Por ejemplo, el medio-
ambientalista puede decidir que la unidad de remediación sea tratada si la concentración 
Pi[LPD de cobalto dentro de esta unidad supera el umbral de 12 ppm. Aunque presente en 
un soporte pequeño, una concentración alta de cobalto puede ser dañina y requerir medidas 
de remediación. Este criterio lleva a una clasificación de la zona mucho más conservadora 
que aquella definida anteriormente (Figura 19).  

 

 
�

)LJXUD���. Clasificación de la zona de estudio, considerando la concentración máxima de 
cobalto en cada unidad de remediación en lugar de su concentración promedio. 

 
Según el criterio de la concentración promedio en las unidades de remediación, sólo el 

21.3 % de estas unidades tienen una concentración de cobalto superior a 12 ppm, mientras 
que este porcentaje sube a 81.3 % al considerar la concentración máxima en cada unidad 
(Figura 20). Estos porcentajes dan una estimación de la proporción de la zona de estudio 
que requiere un tratamiento, según se elige uno u otro criterio. 
 

 
 
)LJXUD���. Histogramas de concentraciones de cobalto. Izquierda: concentración promedio 

en las unidades de remediación; derecha: concentración máxima en estas unidades. 
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$QH[R�$��*HRHVWDGtVWLFD�PXOWLYDULDEOH�
 
 
 
 Es frecuente que varias variables regionalizadas se refieran a mismo fenómeno; a modo 
de ejemplos, citemos la evaluación de los recursos minerales en yacimientos polimetálicos, 
la caracterización de propiedades petrofísicas (porosidad, permeabilidad...) en un acuífero o 
el análisis de las concentraciones de elementos contaminantes o de parámetros pedológicos 
medidos sobre muestras de suelo. Se tendrá interés en realizar un estudio FRQMXQWR de todas 
las variables regionalizadas, de manera de poder tomar en cuenta los vínculos entre ellas y 
la información aportada por variables auxiliares sobre la variable de interés principal. 
 
 Desde el punto de vista teórico, las dificultades del análisis multivariable no están ni en 
los conceptos, ni en los métodos matemáticos, sino que más bien en las notaciones, más 
complejas. Para evitar una proliferación de índices, es conveniente adoptar una escritura 
vectorial o matricial.  
 

Precisemos el vocabulario y las notaciones empleadas. Se llama FRUUHJLRQDOL]DFLyQ al 
conjunto de variables regionalizadas, que denotaremos como ]1,... ]Ö . Estas variables están 
definidas sobre un mismo dominio acotado de R

×
, llamado FDPSR de la corregionalización 

y denotado D. Se habla de KRPRWRStD o LVRWRStD, cuando todas las variables son medidas en 
todos los sitios de muestreo, de KHWHURWRStD�WRWDO, cuando son medidas sobre conjuntos de 
sitios disjuntos, y de KHWHURWRStD�SDUFLDO, cuando sólo una parte de los sitios de medición 
son comunes a todas las variables (a menudo, ocurre que el conjunto de sitios de medición 
de una variable está incluido en el de otra). Finalmente, las funciones aleatorias asociadas a 
las variables regionalizadas se denotarán con letras mayúsculas, a saber =1,... =Ö . 
 

���$QiOLVLV�YDULRJUiILFR�
 
 Tal como en el marco univariable, se define herramientas variográficas destinadas a 
analizar la continuidad espacial de las variables. Se supondrá que las funciones aleatorias 
asociadas son conjuntamente estacionarias, de modo que dichas herramientas variográficas 
serán funciones del vector de separación entre datos, no de su posición absoluta. 
 

�����)XQFLRQHV�GH�FRYDULDQ]D�VLPSOH�\�FUX]DGD�
 
 La covarianza�FUX]DGD entre dos funciones aleatorias = Ô  y =Ø  para un vector K se define 
como: 
 

})({)}({})()({

})(),({cov)(

[K[[K[
[K[K

ÙÚÙÚ
ÙÚÚ Ù

=(=(==(
==&

×+−+=

+=
. 
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 Cuando L = M, se encuentra la función de covarianza de = Ô , llamada covarianza VLPSOH o 
GLUHFWD. También se puede adoptar una presentación matricial, definiendo la matriz &(K) de 
funciones de covarianzas simples y cruzadas: 
 

ÛÜÝÝ Ü& ...1,)]([)( == KK& . 
 
 Las covarianzas simples y cruzadas tienen las siguientes propiedades: 
 
• 6LPHWUtD: en general, para L ≠ M, & Ô Ø (K) ≠ &ØWÔ (K) y & Ô Ø (K) ≠ & Ô Ø (–K), pero siempre se tiene 

& Ô Ø (K) = &ØÞÔ (–K). 
 
• 6LJQR�\�H[WUHPRV. La función de covarianza simple & Ô Ô (K) tiene su valor máximo en el 

origen K = �, donde es igual a la varianza D�SULRUL de = Ô , luego es positiva. Ahora, una 
función de covarianza cruzada puede no ser positiva o cambiar de signo. Su valor en el 
origen puede incluso ser negativo, lo que indica una correlación negativa o antagonismo 
entre las variables correspondientes. En particular, el máximo de la covarianza cruzada 
puede estar desplazado del origen. Tal desplazamiento es frecuente en los fenómenos 
temporales, cuando una variable tiene un efecto no instantáneo sobre otra, produciendo 
un desfase de la correlación entre ambas variables. Este fenómeno se conoce bajo el 
nombre de HIHFWR�GH�UHWDUGR.  

 
• 'HVLJXDOGDG�GH�&DXFK\�6FKZDU]: ∀ L, M ∈ {1,…1}, 2|)(|)()( K�� ß àà àß ß &&& ≥ . 
 
• &DUiFWHU�GH�WLSR�SRVLWLYR. Para todo conjunto de sitios {[α, α = 1... S} y ponderadores 

}...1,...1,{ S1Lá
=α=λα , se tiene:�

 

0)(
1 1 1 1

≥λ−λ∑∑∑∑
= = =α =β

ββαα

â
ã

â
ä

å�å äã äã & [[ . 
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 El variograma�FUX]DGR entre las funciones aleatorias = æ  y =ç  para un vector K se define 
como: 
 

})]()([)]()([{
2
1

})()(,)()({cov
2
1

)(

[K[[K[

[K[[K[K

èèéé

èèééé è

====(

====

−+−+=

−+−+=γ
 

 
 El variograma VLPSOH o GLUHFWR corresponde al caso L = M. Se puede definir la matriz de 
variogramas de la siguiente manera: 
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êëìì ë
...1,)]([)( =γ= KK* . 

 
 Los variogramas simples y cruzados tienen las siguientes propiedades: 
 
• 6LPHWUtD: γ æ ç (K) = γçWæ (K) y γ æ ç (K) = γ æ ç (–K). 
 
• 1XOLGDG�HQ�HO�RULJHQ: γ æ ç (�) = 0. 
 
• 6LJQR. Los variogramas simples son funciones positivas, pero los variogramas cruzados 

no lo son necesariamente. 
 
• 'HVLJXDOGDG�GH�&DXFK\�6FKZDU]: ∀ L, M ∈ {1,…1}, 2|)(|)()( KKK í îî îí í γ≥γγ . 
 
• &DUiFWHU�GH�WLSR�SRVLWLYR. Para un vector K dado, la matriz *(K) es simétrica y de tipo 

positivo, es decir que�
�

0)(,...
1 1

1 ≥γλλ∈λλ∀ ∑∑
= =

ï
ð

ï
ñ ð ññðï KR .�

 
• 5HODFLyQ�FRQ�OD�IXQFLyQ�GH�FRYDULDQ]D�FUX]DGD:�
�

)]()([
2
1

)()( KK�K −+−=γ ò óò óò óò ó &&&  

�
Matricialmente: 

 

)]()([
2
1

)()( K&K&�&K −+−=* . 

 
Esta relación muestra que el variograma cruzado toma el promedio de la función de 
covarianza cruzada en los valores +K y –K. Descomponiendo esta función en su parte 
par y su parte impar, se ve que el variograma cruzado no contiene más que la parte par 
de la función de covarianza cruzada y, por ende, “ pierde”  información: 

 

��� ���� 
	��� ���� 
	
impar  términopar  término

)]()([
2
1

)]()([
2
1

)( KKKKK −−+−+= ô õô õô õô õô õ &&&&& . 

 
En consecuencia, el variograma cruzado no es una herramienta adecuada para modelar 
datos cuando el término impar de la covarianza cruzada juega un papel significativo 
(frecuentemente, este término es el responsable de un efecto de retardo, es decir, de un  
desfase del máximo de las funciones de covarianza cruzada con respecto al origen). No 
obstante, a menudo, el número restringido de datos impide medir este desfase. Además, 
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los modelos usuales suelen considerar solamente funciones pares, por lo que uno omite 
la parte impar, lo que equivale a trabajar con los variogramas simples y cruzados. 
 

�����6HXGR�YDULRJUDPD�FUX]DGR�
 
 Otra herramienta variográfica ha sido introducida bajo el nombre de VHXGR�YDULRJUDPD�
FUX]DGR, denotado π ö ÷ (K): 
 

)]()([var
2
1

)( [K[K øùù ø == −+=π . 

 
 Aunque se trata de una generalización del variograma, puesto que encontramos π ö ö (K) = 
γ ö ö (K) cuando L = M, aparece una complicación ligada a la naturaleza diferente de las variables 
regionalizadas: ¿qué significa la diferencia = ö ([�+ K) – =÷ ([) si las variables = ö  y =÷  no se 
expresan en unidades idénticas? 
 

Se tiene la siguiente relación con la covarianza cruzada:  
 

)()]()([
2
1

)( K��K ú ûû ûú úú û &&& −+=π . 

 
Así, el seudo-variograma cruzado puede servir para identificar y modelar los efectos de 

retardo, de la misma forma que la covarianza cruzada.  
 

�����,QIHUHQFLD�HVWDGtVWLFD�
 
 Como en el caso univariable, se puede calcular las covarianzas y variogramas simples y 
cruzados experimentales para un determinado vector K. En la práctica, se suele introducir 
tolerancias sobre la norma y la orientación de K, con el fin de dar más robustez a los 
estimadores. En adelante, denotaremos como {[α

ö , α = 1... Q ö } los sitios de medición de la 
variable ] ö ; su número y posición pueden diferir de una variable a otra (caso de KHWHURWRStD, 
total o parcial). 
 
� (VWLPDGRU�GH�OD�FRYDULDQ]D�FUX]DGD:�
 

∑ −−= βα
)(

])([])([
|)(|

1
)(ˆ

ü [[KK ý þÿ
������� �� � ]]]]1&  

 

con  ∑
=α

α=
�� ���� ]Q]
1

)(
1 [  y ∑

=β
β=

�� ���� ]Q]
1

)(
1 [  

 
1 � 	 (K) = {(α,β) tal que [α

�  – [β
	  = K} 



0,��$���*HRHVWDGtVWLFD�� � ����

 
|1 � 	 (K)| es el número de pares distintos del conjunto 1 � 	 (K). 

 
 
� (VWLPDGRU�GHO�YDULRJUDPD�FUX]DGR:�
 

∑ βαβα −−=γ
)(

)]()([)]()([
|)(|2

1
)(ˆ 
 [[[[KK � �


����� �� � ]]]]1  

 
donde, esta vez, 1 � 	 (K) = {(α,β) tal que [α − [β = K, siendo a la vez ] �  y ]	  medidas en [α 
y [β}. El variograma cruzado necesita tener los datos de las diferentes variables en los 
mismos sitios. Por lo tanto, no se puede calcular en el caso de heterotopía total (caso en 
el cual el conjunto 1 � 	 (K) es vacío para todo vector K), contrariamente a la covarianza 
cruzada. 

 

�����0RGHOR�OLQHDO�GH�FRUUHJLRQDOL]DFLyQ�
 
 Los variogramas simples y cruzados de un conjunto de variables no pueden modelarse 
independientemente, pues entre ellos existen restricciones matemáticas (en particular, la 
matriz *(K) debe ser simétrica y de tipo positivo para todo vector K). En la práctica, para 
satisfacer estas restricciones, se recurre al llamado PRGHOR� OLQHDO� GH� FRUUHJLRQDOL]DFLyQ, 
que generaliza el concepto de modelo anidado al caso multivariable.  
 
 Se supone que los variogramas simples y cruzados son combinaciones de un mismo 
conjunto de modelos de base: 

 

  ∑
=

=γ∈∀
�
� ��� �� � JE1ML

1

)()(,],1[, KK  

 

o sea, matricialmente           ∑
=

=
�
� �� J

1

)()( K%K*  

 
donde ���� �

...1,)]([)( =γ= KK*  es la matriz de los variogramas simples y cruzados 

  )(K�J  es un modelo básico de variograma  

 ����� �� E ...1,][ ==%  se llama PDWUL]�GH�FRUUHJLRQDOL]DFLyQ.  
 
 Una condición suficiente para que el modelo así definido sea matemáticamente válido 
es que FDGD�XQD de las matrices de corregionalización {% � , X = 1... 6} sea simétrica de tipo 
positivo. Esto es muy fácil de controlar: todos los valores propios de % �  deben ser positivos 
o nulos.  
 

En el caso de dos variables (=1 y =2), la condición de positividad se cumple si 
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��� EEE6X 221112 ||],[1, ≤∈∀  
 
 Esta desigualdad implica que un modelo básico que aparece en el variograma cruzado 
con una meseta no nula, presenta forzosamente una meseta no nula en los dos variogramas 
simples. En la práctica, el usuario tiene que definir los número y tipos de modelos anidados 
que desea utilizar para el ajuste de los variogramas experimentales. Luego, tiene que buscar 
los parámetros (alcances, matrices de corregionalización) que conducen a un buen ajuste, 
verificando que se cumple la desigualdad anterior para cada modelo anidado. 
 

En el caso de tres o más variables, el chequeo es más difícil, puesto que la desigualdad 
anterior ya no es suficiente para asegurar que las matrices de corregionalización sean de 
tipo positivo, sino que se debe calcular sus valores propios para comprobar si son positivos 
o no. Para ayudar a determinar estas matrices de corregionalización, existen algoritmos de 
ajuste semi-automáticos que buscan minimizar el error cuadrático entre los variogramas 
experimentales y modelados, bajo las restricciones de positividad de los valores propios. 
Para ello, el usuario debe proponer los modelos básicos, en particular sus número (6), tipos 
y alcances. 
 

�����2WURV�PRGHORV�
 

Existen otros procedimientos para modelar los variogramas simples y cruzados de una 
corregionalización: 
 
� Correlación intrínseca. Se trata de un modelo particular de corregionalización, donde 

todos los variogramas simples y cruzados son proporcionales entre sí. 
 
� Modelos basados en una hipótesis de Markov. Se postula que, conociendo el valor de la 

variable =   en un sitio [, los valores de las otras variables en el mismo sitio no dependen 
más de los valores de =   en sitios distintos a [. Esto trae como consecuencia que los 
variogramas cruzados {γ  ! (K), M = 1... 1} son proporcionales al variograma simple γ   (K). 

 
� Modelo bilineal de corregionalización. Permite obtener covarianzas cruzadas que no 

son funciones pares. Resulta muy interesante para el estudio de fenómenos temporales 
en los cuales las variables evolucionan de manera asincrónica (efecto de retardo). 

 
� Modelos basados en ecuaciones lineales o diferenciales entre las variables (por ejemplo, 

en hidrogeología, la transmisividad y la carga hidráulica). 
 

���/D�HVWLPDFLyQ�ORFDO��HO�FR�NULJLQJ�
 
 El objetivo del co-kriging es estimar el valor de una variable en un sitio o un bloque, a 
partir no sólo de las mediciones de ésta, sino también de otras variables correlacionadas con 
ella. Se trata de una extensión de la técnica de kriging al caso multivariable: la estimación 
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será una combinación lineal ponderada de los datos, sin sesgo y con una varianza del error 
mínima.  
 

�����&R�NULJLQJ�VLPSOH��PHGLDV�FRQRFLGDV��
 
 Supongamos que se quiera estimar la variable =1 en el sitio [0 y denotemos como P   el 
valor esperado (conocido) de la variable =   (L = 1... 1). El estimador se plantea como una 
combinación lineal de los datos disponibles en la vecindad de [0, o sea: 
 

∑∑
= =α

ααλ+=
"
#
$ ###%

=D=
1 1

0
*
1 )()( [[ , 

 
donde el coeficiente D y los ponderadores {λα

 , L = 1... 1, α = 1... Q  } son las incógnitas del 
problema. 
 
 Se exige que el error de estimación tenga una esperanza nula: 
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lo que conduce a la siguiente condición: 
 

∑ ∑∑
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 Finalmente, se busca que la varianza del error de estimación sea mínima. Esta varianza 
se expresa en función de las covarianzas simples y cruzadas: 
 

)()(2)()]()([var 11
1 1
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010
*
1 �[[[[[[ &&&==

.
/
0 ///.

/
.
1
0 0 1// 11/ 2243

+−λ−−λλ=− ∑∑∑∑∑∑
= =α

αα
= = =α =β

βαβα . 

 
 La minimización conduce al siguiente sistema de ecuaciones lineales: 
 

555
6
7
8 755 77 Q1L&&
9
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1 1

=α∀=∀−=−λ α
= =β

βαβ∑∑ [[[[ , 

 
cuya resolución entrega los ponderadores de co-kriging. Este sistema de ecuaciones puede 
escribirse en forma matricial y resolverse con pivote de Gauss o con inversión matricial. 
Cabe señalar que el miembro de la izquierda no depende de la variable que se está 
estimando (=1). Por consiguiente, basta con invertir una sola matriz para obtener la 
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estimación de WRGDV las variables en el sitio [0. Sin embargo, se debe observar el importante 
tamaño de la matriz a invertir (en comparación con el caso univariable). Por ejemplo, este 
tamaño se multiplica por dos cuando se mide dos variables en los mismos sitios. Así, los 
tiempos de cálculo aumentan rápidamente al aumentar el número de variables. 
 

La varianza del error de estimación (YDULDQ]D�GH�FR�NULJLQJ�VLPSOH) vale: 
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�����&R�NULJLQJ�RUGLQDULR��PHGLDV�GHVFRQRFLGDV��
 
 El co-kriging ordinario supone que los valores esperados P1,... PD  son desconocidos. 
La aplicación de las etapas clásicas (linealidad, insesgo, optimalidad) conducen al siguiente 
sistema de ecuaciones: 
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y varianza del error 
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en donde µ1,... µD  son incógnitas adicionales (multiplicadores de Lagrange). 
 
 Se puede escribir las ecuaciones anteriores en términos de variogramas en lugar de 
covarianzas: basta con reemplazar las covarianzas simples y cruzadas por el opuesto de los 
variogramas correspondientes. Como en el caso del co-kriging simple, el miembro de la 
izquierda no depende de la variable de interés. Por esto, basta con invertir una sola matriz 
para obtener la estimación de todas las variables en el sitio [0. 
 
 Se propone a veces una variante del cokriging ordinario (llamada “ cokriging ordinario 
estandarizado” ), donde cambia la condición sobre la suma de los ponderadores 
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en lugar de las condiciones tradicionales 
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 Los promotores de esta variante afirman que la nueva condición da más influencia a las 
variables secundarias, puesto que en el sistema tradicional los ponderadores asignados a 
cada variable secundaria suman cero. Sin embargo, esta nueva condición corresponde a una 
restricción de insesgo sólo si las variables poseen la PLVPD media GHVFRQRFLGD. Es el caso 
de mismo atributo medido sobre soportes distintos o con aparatos distintos; de lo contrario, 
se tiene que re-escalar cada variable en torno a una misma media. 
 

�����&R�NULJLQJ�FR�ORFDOL]DGR�
 
 Cuando se dispone de una variable auxiliar más muestreada que la variable de interés, 
incluso exhaustivamente conocida9, las mediciones situadas cerca del sitio a estimar tienden 
a hacer de pantalla a las mediciones alejadas. Además, la abundancia de datos de la variable 
auxiliar puede provocar inestabilidades numéricas al resolver el sistema de co-kriging.  
 

Una simplificación consiste en utilizar para la estimación, sólo el dato de cada variable 
auxiliar más cercano al sitio a estimar, además de todos los datos asociados a la variable de 
interés. Si se supone que las variables auxiliares son conocidas en forma exhaustiva, esto 
equivale a considerar solamente su valor en el sitio a estimar (de donde viene el adjetivo 
FR�ORFDOL]DGR). En esta situación, ni siquiera se requiere conocer las covarianzas simples de 
las variables auxiliares, sino que solamente su valor en el origen, lo que reduce el esfuerzo 
de inferencia y modelamiento. 
 
 Entre los distintos tipos de co-kriging presentados anteriormente, se puede considerar el 
co-kriging simple o ordinario estandarizado (es decir, con una sola restricción de insesgo). 
El co-kriging ordinario clásico impone que la suma de los ponderadores asignados a las 
variables auxiliares sea nula, lo que conduce a un ponderador nulo para el único dato de 
cada variable auxiliar; por ende, sólo se tomaría en cuenta los datos de la variable de interés 
y se ignoraría las variables auxiliares. 
 
 Aunque simplifica el sistema de ecuaciones, el co-kriging co-localizado presenta varias 
desventajas: 
 

                                                 
9 Esta situación es análoga a aquella vista en el caso de kriging con una deriva externa. La variable conocida 
en forma exhaustiva puede provenir de imágenes satelitales, fotografías aéreas, modelos digitales de elevación 
o levantamientos geofísicos basados en datos sísmicos, según la aplicación considerada. 
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• Es necesario conocer las variables auxiliares en todos los sitios donde se busca estimar 
la variable de interés o a proximidad inmediata de estos. 

 
• No se toma en cuenta toda la información disponible: se olvida casi todos los valores de 

las variables auxiliares, lo que puede traducirse por una subestimación de la precisión 
de la estimación (varianza de co-kriging demasiado alta). 
 

• No es posible realizar un co-kriging ordinario clásico. Una solución para este problema 
consiste en utilizar como datos auxiliares aquellos ubicados en los mismos sitios que los 
datos de la variable de interés, además de los datos auxiliares co-localizados con el sitio 
a estimar. 

 

�����2WUDV�YDULDQWHV�
�
� &R�NULJLQJ�FRQ�WHQGHQFLDV: esta variante sirve cuando los valores esperados P1,... PD  

ya no son constantes, sino que variables en el espacio (GHULYDV). Podemos distinguir el 
co-kriging XQLYHUVDO (derivas polinomiales), WULJRQRPpWULFR (derivas periódicas) y FRQ�
GHULYDV�H[WHUQDV (derivas proporcionales a variables conocidas exhaustivamente). 

 
� &R�NULJLQJ�PL[WR: se conoce la media de algunas variables, mientras que se desconoce 

la media de las otras. 
 
� &R�NULJLQJ�GH�EORTXH: esta variante permite estimar directamente el valor promedio de 

las variables sobre un soporte mayor que el soporte de los datos. 
 
� &R�NULJLQJ�IDFWRULDO: consiste en descomponer las funciones aleatorias (representadas 

por un modelo lineal de corregionalización) en un conjunto de IDFWRUHV mutuamente no 
correlacionados, jerarquizados en función de la cantidad de información que contienen, 
y estimar estos factores a partir de los datos disponibles. 

 
� &R�NULJLQJ�GH�LQGLFDGRUHV: aplicación del co-kriging a variables binarias (indicadores) 

en vista a estimar una distribución de probabilidad. 
 

�����3URSLHGDGHV�GHO�FR�NULJLQJ�
 
 El co-kriging comparte las mismas propiedades que el kriging, en particular: 
 
� ,QWHUSRODFLyQ�H[DFWD: en un sitio con dato, el valor estimado vuelve a dar el valor del 

dato, mientras que la varianza del error es nula. 
 
� 6XDYL]DPLHQWR: las estimaciones presentan menos variabilidad que los valores reales 

desconocidos. En consecuencia, el co-kriging tiende a sobrestimar las zonas de valores 
bajos y subestimar las zonas de valores altos, aunque en promedio los errores tienden a 
compensarse debido a la restricción de insesgo. 
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Como en el caso del kriging, los ponderadores y la varianza del error sólo dependen de 

la configuración geométrica formada por los sitios con datos y el sitio a estimar, así como 
de los variogramas (simples y cruzados) de las distintas variables, pero no dependen de los 
valores de los datos. 
 

En lo que concierne a la regularidad del sistema de cokriging, es decir, la existencia y 
unicidad de la solución, es necesario que no existan datos duplicados y que las variables 
sean linealmente independientes en los sitios con datos, es decir, que no estén ligadas por 
una relación lineal. Por ejemplo, si las 1 variables representan proporciones y suman 100%, 
no se puede utilizarlas todas en el co-kriging: habrá que remover una variable (por ejemplo, 
=D ) y deducir su estimación como 100% menos la suma de las estimaciones de =1,... =D -1. El 
resultado es independiente de la elección de la variable que se deja de lado. 
 

�����/D�DOWHUQDWLYD�HQWUH�NULJLQJ�\�FR�NULJLQJ�
 

En teoría, dos razones justifican que siempre es preferible estimar por co-kriging varias 
variables en lugar de hacer un kriging por separado de cada una de ellas: 
 
• Se aprovecha, para estimar una variable, la información aportada por las demás. En 

especial, el co-kriging da siempre una varianza de estimación menor o igual que el 
kriging.  

 
• Se mejora la coherencia de los resultados de estimación, puesto que se toma en cuenta 

las relaciones lineales entre las variables. Por ejemplo, cuando las variables representan 
proporciones, la suma de sus estimaciones es igual a 100%, situación que no se cumple 
necesariamente al realizar el kriging de cada variable por separado. 

 
Ahora, existen dos situaciones donde el co-kriging coincide con el kriging por separado 

de cada variable: 
 

1) Las variables son independientes entre sí (sus variogramas cruzados son nulos). 
 
2) Los variogramas simples y cruzados son proporcionales entre sí (modelo conocido 

como FRUUHODFLyQ�LQWUtQVHFD) y el muestreo es homotópico, o sea, todas las variables 
han sido medidas en todos los sitios de muestreo. En este caso, las variables poseen 
la misma continuidad espacial y se vuelven redundantes entre sí. 

 
El co-kriging mejora notablemente los resultados del kriging en caso de KHWHURWRStD, 

cuando las variables poseen una buena correlación espacial. Este método es particularmente 
ventajoso cuando una variable adicional es más accesible que la variable de interés. Esta 
ventaja se difumina si la correlación entre las variables es pequeña, caso en el cual se corre 
el riesgo de aumentar los tiempos de cálculo sin mejorar la precisión. 
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���6LPXODFLyQ�PXOWLYDULDEOH�
 
 Se puede extender los métodos de simulación condicional al ámbito multivariable (se 
habla entonces de FR�VLPXODFLyQ). En este capítulo, nos interesaremos por el modelo multi-
Gaussiano, que sirve para simular variables de distribuciones continuas. 
 

Se supone que cada variable ha sido transformada a una Gaussiana (anamorfosis) y que 
se ha verificado el carácter bi-Gaussiano para cada variable y cada par de variables, vía el 
análisis de nubes de correlación diferida, variogramas de indicadores o comparación entre 
variograma y madograma. A continuación, presentaremos distintas opciones para la co-
simulación. 
 

�����6LPXODFLyQ�VHFXHQFLDO�FRQMXQWD��
 

Se define una secuencia aleatoria sobre todos los sitios a simular. Luego, en cada sitio 
de esta secuencia: 
 
� Buscar los datos cercanos, tanto de la variable primaria como de la(s) variable(s) 

secundaria(s). 
 
� Hacer un co-kriging simple de las distintas variables en el sitio a simular, a partir de los 

datos encontrados en la vecindad. 
 
� Simular las variables como un vector Gaussiano, cuyos primeros momentos son el co-

kriging simple y la matriz de varianza-covarianza de los errores de cokriging simple (la 
covarianza de los errores cometidos para dos variables distintas se expresa de una forma 
análoga a la varianza del error cometido para una sola variable). 

 
� Incorporar los valores simulados a la base de datos, los cuales servirán de información 

condicionante para todos los sitios a simular a continuación. 
 

�����6LPXODFLyQ�VHFXHQFLDO�MHUiUTXLFD��
 

En esta variante, se define una jerarquía entre las variables a simular (empezando con la 
variable más relevante o con aquella que tiene la mejor continuidad espacial) y, para cada 
variable, una secuencia aleatoria sobre los sitios a simular. En la primera corrida, se simula 
la variable primaria. Luego, en cada una de las corridas siguientes, se simula una variable 
secundaria según la jerarquía definida. 

 
En cada caso, la distribución condicional del valor a simular es una Gaussiana de media 

igual al estimador de co-kriging simple y varianza igual a la varianza de co-kriging simple. 
Se puede utilizar: 
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� un co-kriging completo, que considera los datos Gaussianos de todas las variables y los 
valores previamente simulados en la corrida en cuestión y en las corridas anteriores; 

 
� un co-kriging co-localizado, que considera sólo los datos Gaussianos de la variable que 

se está simulando, los valores ya simulados de esta variable y los valores co-localizados 
de las variables simuladas en las corridas anteriores. Esta opción simplificada permite 
disminuir la cantidad de cálculos, los cuales aumentan considerablemente a medida que 
se desarrolla la simulación secuencial. 

 

�����2WURV�DOJRULWPRV�
 
A pesar de su sencillez, el algoritmo secuencial requiere aproximaciones, debido a que 

el tamaño del sistema de co-kriging aumenta a medida que se desarrolla la simulación (en 
la práctica, esto se traduce por la definición de una vecindad móvil donde buscar los valores 
condicionantes: datos originales + valores previamente simulados).  

 
Para evitar estas aproximaciones, se puede recurrir a otros algoritmos de co-simulación: 

 
� Método de descomposición matricial 
 
� Métodos de convolución 
 
� Método espectral discreto 
 
� Método espectral continuo 
 
� Método de bandas rotantes. 
 

En cada uno de estos algoritmos, es preciso utilizar un co-kriging para condicionar las 
realizaciones a los datos disponibles. Aquí el enfoque multivariable (co-kriging, en lugar de 
kriging) es indispensable para poder reproducir las correlaciones entre las variables, incluso 
en caso de homotopía. Ahora, estos métodos son más rápidos que el algoritmo secuencial 
porque el sistema de co-kriging sólo involucra a los datos originales y se puede condicionar 
varias realizaciones con un solo co-kriging (los ponderadores de co-kriging son los mismos 
para todas las realizaciones, luego pueden ser calculados de una vez por todas). 
 

�����$SOLFDFLyQ�D�ORV�GDWRV�GH�FRQWDPLQDFLyQ�GH�VXHOR�
 
 A continuación, reanudamos con los datos de contaminación de suelo y aplicaremos los 
conceptos expuestos para co-simular las concentraciones de cobalto y níquel en la zona de 
estudio.  
 

Primero, se transforma los datos de concentraciones de cobalto y níquel a datos con una 
distribución Gaussiana estándar (etapa de DQDPRUIRVLV�*DXVVLDQD). Luego, se calcula los 
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variogramas experimentales simples y cruzados de las variables Gaussianas, a lo largo de 
las direcciones principales de anisotropía, a saber, las direcciones N60ºE y N30ºW. Para el 
ajuste, se propone el siguiente modelo, compuesto de un efecto pepita y tres estructuras 
esféricas anidadas (Figura 1): 
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en donde los alcances corresponden a las direcciones N60ºE y N30ºW, respectivamente. Se 
puede verificar que todas las matrices de mesetas (matrices de corregionalización) son de 
tipo positivo (por ejemplo, por tratarse de matrices 2 × 2, verificando que sus determinantes 
y trazas son positivos). 
 

 
 
)LJXUD��. Variogramas simples y cruzados de los datos Gaussianos de cobalto y níquel. 
Líneas punteadas: variogramas experimentales. Líneas continuas: modelos ajustados. 

 
 Provistos del modelo variográfico bivariable, procedemos a simular las concentraciones 
de cobalto y níquel en una grilla densa (de malla 2m × 2m) que cubre la zona de estudio. La 
simulación se realiza mediante el algoritmo de bandas rotantes. Para el condicionamiento, 
se utiliza una vecindad de co-kriging que contiene hasta 48 datos (6 datos de cada variable 
en cada cuadrante del espacio). Se construye 100 realizaciones, las cuales son rebloqueadas 
al soporte de las unidades de remediación, promediando las concentraciones simuladas en 
cada unidad de 20m × 20m. La Figura 2 presenta dos de estas realizaciones. 
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)LJXUD��. Dos realizaciones de las concentraciones promedio de 
cobalto (arriba) y níquel (abajo) en las unidades de remediación. 

 
 Supongamos que las normas ambientales indican que las concentraciones de cobalto y 
níquel no deben sobrepasar límites de 12 ppm y 30 ppm, respectivamente. Para cada unidad 
de remediación, utilizando los 100 escenarios simulados, se puede calcular la probabilidad 
de encontrar concentraciones mayores que estos valores límites (Figura 3, izquierda): 
 

ppm}12Co |ppm30 Prob{Nippm}12Prob{Co1

ppm}30 Ni ppm,21Prob{Co1idad}Prob{toxic
bivariable

 análisis

<<×<−=

<<−=
 

 
 A modo de comparación, la parte derecha de la Figura 3 muestra las probabilidades que 
se obtendrían al suponer equivocadamente que las concentraciones de cobalto y níquel son 
independientes y al tratarlas en forma separada: 
 

ppm}30 Prob{Nippm}21Prob{Co1idad}Prob{toxic
eunivariabl

 análisis <×<−= . 
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)LJXUD��. Mapas de las probabilidades de encontrar concentraciones tóxicas de cobalto o de 
níquel. Izquierda: análisis bivariable, que considera las correlaciones entre ambas variables. 

Derecha: análisis univariable, que ignora estas correlaciones. 
 
 Las probabilidades calculadas al tratar las concentraciones de cobalto y níquel en forma 
separada tiende a sobre-estimar las probabilidades obtenidas al considerar las correlaciones 
entre ambas variables (Figura 4). Este sesgo se explica por la correlación positiva entre las 
variables, lo que implica, en general: 
 

ppm}30Prob{Nippm}12 Co |ppm30Prob{Ni <≥<< . 
 

En otras palabras, las unidades donde la concentración de níquel es menor que 30 ppm 
tienden a ser las mismas que las unidades donde la concentración de cobalto es menor que 
12 ppm. 
 

 
 

)LJXUD��. Comparación de las probabilidades obtenidas en la Figura 3. 
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