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Capitulo 1. Introduccion

La palabra “geoestadistica” fue inventada por Georges Matheron en 1962.

El prefijo “geo” alude a las ciencias de la tierra, que ha sido histéricamente la disciplina
donde la geoestadistica se ha desarrollado. Los campos de aplicacién actuales alcanzan los
dominios mds variados, como la evaluacion de recursos naturales (mineros, forestales, gas,
petréleo, etc.), ciencias del suelo y medio-ambientales, topografia, oceanografia, geofisica,
agricultura y andlisis de imdgenes, por nombrar algunos. El término “estadistica” se refiere
al uso de herramientas estadisticas y probabilisticas. Con respecto a la estadistica clésica, la
geoestadistica busca tomar en cuenta las dependencias entre las observaciones disponibles,
considerando que ellas estdn ubicadas en el espacio.

1. Nocion de variable regionalizada

La geoestadistica se define como el estudio de fendmenos regionalizados, es decir, que
se extienden en el espacio y presentan una cierta continuidad. Por “espacio”, entenderemos
en general el espacio geografico, pero puede también tratarse del eje temporal o de espacios
mds abstractos. El objeto sobre el cual trabajaremos serd una descripcién matematica del
fenémeno regionalizado, a saber, una o varias funciones numéricas llamadas variables
regionalizadas, que miden ciertas propiedades o atributos relacionados con este fendmeno.
Por ejemplo:

¢ Jlaley de un mineral, la potencia de una veta, la acumulacién, la densidad de la roca o la
recuperacion metalirgica, describen un fenémeno de mineralizacién;

¢ laporosidad y la permeabilidad de la roca en un reservorio de petréleo o en un acuifero;
¢ la concentracién de un elemento contaminante en la atmdsfera o en el suelo;
e la altitud topogréfica en un punto del espacio geografico;

¢ Jla conductividad eléctrica, el pH y la concentracién en nutrientes medidas sobre una
muestra de suelo;

¢ ¢l ndmero de drboles y su didmetro promedio en dreas de observacion de un bosque.
Del punto de vista conceptual, una variable regionalizada es una funcién deterministica.
En general, esta funcién presenta dos aspectos complementarios: por una parte, tiene una

cierta “continuidad” espacial (zonas de altos valores / zonas de bajos valores), pero por otro
lado, varia irregularmente y escapa a toda representacion simple (Figura 1).
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Variable regionalizada en un espacio unidimensional
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Figura 1. Variable regionalizada en un espacio unidimensional.
Por ejemplo, podria representar la concentracion de un contaminante
medida a lo largo del tiempo en una estacién de monitoreo.

Dado que un fendmeno regionalizado nunca posee una extension infinita, estudiaremos
la variable regionalizada sélo dentro de un dominio limitado D llamado campo de la
variable. Este campo puede representar una zona natural, fuera de la cual la variable no esté
definida. Puede tratarse también de un dominio particular, donde la variable interesa, por
ejemplo, los sitios donde no se anula o donde es mayor que un limite de deteccion.

2. Nocion de soporte

Una variable regionalizada puede definirse, no s6lo en cada punto del espacio, sino que
también en una superficie (2D) o en un volumen (3D). La superficie o el volumen sobre el
cual se considera la variable regionalizada se denomina soporte. En general, el soporte de
las mediciones es muy pequefio (asimilado a un “punto”), mientras que el que interesa en la
practica puede ser mds voluminoso (por ejemplo, las unidades selectivas de explotacion en
evaluacién minera o las unidades de remediacién en contaminacién de suelo). Esta nocién
es esencial debido a la dependencia que existe entre el soporte y la distribucidn estadistica
de los valores, conocida como efecto de soporte: los soportes voluminosos presentan una
menor cantidad de valores extremos y una mayor cantidad de valores intermedios que los
soportes puntuales. Asi, la distribucién de los valores (en especial, su varianza) depende del
soporte sobre el cual estd definida la variable regionalizada. Este efecto queda ilustrado en
la Figura 2, que muestra la distribucion de la ley de cobre en un yacimiento medida sobre
tres soportes distintos. Se observa que la forma del histograma tiende a simetrizarse cuando
aumenta el soporte y que la varianza disminuye, aunque se mantiene constante el valor
promedio.
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Figura 2. Histogramas de leyes de cobre medidas sobre tres soportes distintos
(bloques de Imx1m, Smx5m y 25mx25m).

En los problemas que involucran un cambio de soporte, es deseable que la variable
regionalizada sea aditiva, es decir, que su valor en la unién de varios dominios sea igual a
la media de sus valores sobre cada uno de ellos. Esta restriccién es necesaria para que el
célculo del valor promedio sobre un soporte mds grande que el soporte de las mediciones,
tenga un sentido fisico.

3. Datos y modelos

Normalmente, no se conoce la variable regionalizada en forma exhaustiva, sino que
solamente a través de un conjunto limitado de datos (muestras de sondajes en exploracién
minera, observaciones en terreno en ingenieria forestal, mediciones realizadas en estaciones
de monitoreo en contaminacion atmosférica, etc.).

Para aprovechar la informacién disponible, més alld de un simple reporte de los datos,
serd necesario construir modelos. Pero debe tenerse presente que un modelo nunca describe
la variable regionalizada en su totalidad, sin simplificacion, ni distorsién. El modelamiento
y las hipétesis que se requieren aportan mayor informacion que aquella contenida en los
datos experimentales. En consecuencia, conviene reducir al méximo la complejidad del
modelo, evitando introducir hipdtesis o pardmetros arbitrarios, que no se puede controlar
experimentalmente. Por el contrario, es necesario encontrar el modelo menos exigente que
permite resolver el problema planteado.
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4. Los problemas de estimacion

La “prediccién” o “estimacion” constituye un objetivo importante de la geoestadistica.
Consiste en evaluar, de la manera més precisa posible, un valor que no ha sido medido, a
partir de los datos disponibles. Una caracteristica de los métodos geoestadisticos serd, no
s6lo construir estimadores, sino también proporcionar una medida de la precisién de la
estimacion por medio de herramientas probabilisticas (por ejemplo, varianzas o intervalos
de confianza...). Distinguiremos dos tipos de estimaciones: las estimaciones globales y las
estimaciones /ocales.

La estimacion global busca caracterizar el campo D completo por un valor tnico (por
ejemplo, la media de la variable regionalizada en estudio) o por una distribucién estadistica
(histograma). Es poco comtn que una estimacion global sea suficiente; frecuentemente, se
requiere completarla con estimaciones locales. Por ejemplo en un estudio de contaminacién
de suelo, no basta con evaluar la concentracién promedio en toda la zona de un elemento
contaminante, sino que es necesario distinguir los sectores fuertemente contaminados de
aquellos que no lo estan.

Por el contrario, las estimaciones locales se interesan por los diferentes sectores de la
zona de estudio. En general, se busca evaluar el valor en un sitio que no ha sido muestreado
o el valor promedio de un “bloque” cuyo soporte es mayor que el soporte de los datos. En
este problema, debe considerarse la continuidad espacial de la variable regionalizada, las
distancias entre el sector a estimar y los sitios con datos, asi como la configuracién espacial
de los mismos sitios con datos puesto que datos agrupados suelen tener valores parecidos,
constituyéndose en informacién redundante.

Otro aspecto de la estimacion local es la cuantificacién de la incertidumbre en los
valores de la variable regionalizada y la probabilidad de que estos valores superen o queden
debajo de ciertos limites. Por ejemplo, el agrénomo estd interesado en conocer los sectores
de una parcela donde el pH es demasiado bajo, para poder abonarlos con cal y mejorar la
fertilidad. El medio-ambientalista quiere cuantificar el riesgo de que la concentracién de un
elemento téxico en el suelo supere un umbral critico, de modo de poder tomar medidas de
remediacién. Al ingeniero de minas le interesa saber si las leyes de mineral son mayores
que una ley de corte que asegura la rentabilidad de la explotacién minera, luego evaluar los
tonelajes y cantidades de metal que se puede extraer sobre esta ley de corte.

Los problemas de estimacién no son los Unicos a los que responde la geoestadistica. El
andlisis de la dependencia espacial permite describir la distribucién de los valores en el
espacio, cuantificar las correlaciones o redundancias de informacién entre valores medidos
en sitios diferentes, determinar el tamafo de la “zona de influencia” de una observacidn, asi
como detectar anmisotropias que indican que la variable regionalizada tiene direcciones
preferenciales de continuidad en el espacio.
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5. Algunas notaciones

En lo que sigue, denotaremos como:

¢ (la dimensién del espacio de trabajo. En general, d = 2 6 3, es decir, nos encontramos
en el espacio geogréfico R* o R’.

e D el campo de la variable regionalizada, que es un dominio limitado del espacio RY,
® X =(xi,... Xz) un vector de coordenadas espaciales.

e z={z(x), x € D} la variable regionalizada estudiada. A menudo, z(x) € R. En el caso
multivariable, se podra tomar z(x) € RY 0, lo que es lo mismo, trabajar con N variables
regionalizadas reales.

e 7 el ndmero de sitios con datos.

o Xy o= 1...n} los sitios con datos en D.
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Capitulo 2. Estudio exploratorio de datos

La geoestadistica busca estudiar una o varias variables regionalizadas conocidas via
una toma de muestra. Previo al uso de métodos geoestadisticos propiamente tal, conviene
realizar un estudio exploratorio de los datos disponibles, el cual tiene tres objetivos:

1) Analizar (mediante herramientas estadisticas simples) la cantidad, la calidad y la
ubicacion de los datos disponibles.

2) Definir la(s) zona(s) de estudio. Una divisiéon del campo en varias sub-zonas puede
ser relevante si uno observa cambios abruptos en la distribucion espacial de valores,
o si la geologia del fenémeno lo indica.

3) Anticipar dificultades o problemas que puedan surgir en la fase de estimacién local
(por ejemplo, presencia de valores atipicos que se destacan de aquellos de los datos
vecinos).

Se ejemplificard los conceptos y herramientas con el estudio de una base de datos de
contaminacion de suelo. Estos datos constan de 359 muestras en las cuales se ha medido
siete variables (a saber, las concentraciones de cadmio, cobalto, cromo, cobre, niquel,
plomo y zinc). A continuacién, se da una breve descripcién de la zona de estudio (fuente:
referencia bibliogréfica [44]).

To explore the nature of the problem we chose a region
near La Chaux de Fonds in the Swiss Jura (Fig. 1).
One reason for this choice was that a previous impact
study suggested contamination of soil by cadmium.
Manufacturing and agriculture were suspected sources,
but geology could not be excluded. The region covers
14-5 km? It is large enough to embrace outcrops of
several geological formations (though all of Jurassic
limestone) and many farms under similar management
for stock raising. It is also large enough to detect
spatial variation in atmospheric deposition. It lies
between 870 and 1070 m above sea level with smooth
slopes (<10%) except for the steep gorge at its eastern
margin. The average annual rainfall is 1530 mm. Of the
agricultural land (83%) some 80% is permanent grass,
which is either grazed (pasture), or cut for hay or silage
(meadow), and 3% is sown to barley. The remaining
17% is forest. Manure and commercial fertilizers are
spread at similar levels over the whole area. The region
had numerous jewellery and watch factories at the
beginning of this century, and burning or spreading of
town wastes are suspected as sources of metals.
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1. Despliegue de datos (mapas)

El despliegue de los datos permite visualizar su ubicacién en el espacio. Cuando se
trabaja en el espacio tridimensional, el despliegue puede hacerse con proyecciones (plantas
y secciones) o vistas en perspectiva. Los mapas de datos pueden incluir informacién sobre
los valores medidos y asi dar una idea preliminar de la distribucién y continuidad espacial
de la variable en estudio, por ejemplo, utilizando simbolos de forma o tamafio variable o

escalas de colores / de grises (Figura 1).
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Figura 1. Mapa de datos de contaminacion de suelo. La escala de grises
se refiere a la concentracion de cobalto expresada en ppm.

Se observa que gran parte de los datos estdn distribuidos segin una malla de muestreo
regular de tamafio aproximado 0.25 X 0.25 km. Sin embargo, algunos sectores de la zona de
estudio han sido reconocidos con una mayor cantidad de muestras, constituyéndose algunos
agrupamientos (c/usters). El disefio de la malla de muestreo se explica a continuacién (ver

referencia [44]).

The basic grid was square with an interval of 250 m,
and this gave 214 grid nodes. One fifth of the grid
points were used as starting points for a nested
sampling. In nesting distances from point to point
in a geometric progression of approximately 2-5 fold
increments were chosen. The steps were 100 m, 40 m,
15 m and 6 m. The distances were fixed, and the direc-
tions were chosen at random, as shown in the example
in Fig. 2. The scheme covers three orders of magnitude.
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La presencia de agrupamientos de datos hace que la malla de muestreo sea irregular en
la zona de estudio. Al momento del andlisis estadistico, serd importante tomar precauciones
puesto que los sectores mds densamente muestreados podrian tener demasiada importancia
y distorsionar las estadisticas sobre las concentraciones de cobalto. Por ejemplo, esto seria
el caso si los agrupamientos fueran realizados en los sectores de mayores concentraciones
de cobalto (muestreo preferencial).

El mapa de los datos (Figura 1) da una primera idea de la distribucién de los valores en
la zona de estudio. Asi se puede distinguir sectores con valores altos (datos sefialados con
colores oscuros) y sectores menos contaminados (datos sefialados con colores claros).

2. Distribucion estadistica de valores

Ademais de visualizar mapas de los datos, interesa conocer la distribucion estadistica de
sus valores. Para ello, existen varias herramientas, siendo la mds conocida el histograma.

2.1. Histograma

El histograma representa grificamente las frecuencias de ocurrencia en funcién del
valor. Consiste en dividir el rango de los valores en intervalos (generalmente, con el mismo
ancho) y visualizar la proporcién de datos que caben dentro de cada intervalo (Figura 2).
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Figura 2. Histograma de las concentraciones de cobalto (en ppm).

El histograma es una herramienta ttil para detectar valores atipicos (‘“outliers”). Ahora,
cabe destacar que un dato atipico no es forzosamente falso y nunca debe ser eliminado sin
razén (por ejemplo, un error de trascripcion, una falla en el protocolo de medicién o un
valor ausente codificado como -99). Podria reflejar el comportamiento verdadero de la
variable regionalizada y eliminarlo impediria prever la ocurrencia de tales valores en las
zonas no muestreadas.
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La visualizacién del histograma de los datos también es un primer medio de verificar su
homogeneidad. Eventualmente, una divisién del campo en varias sub-zonas serd necesaria.
Asi, por ejemplo, un histograma multimodal puede conducir a la identificacién, entre los
datos, de varias “poblaciones” susceptibles de estar geograficamente separadas. A veces, tal
separacion estd impuesta por consideraciones fisicas, que impiden mezclar todos los datos:
presencia de un obstdculo natural (falla, rio...), particién de una zona mineralizada segin la
caracterizacion mineraldgica o el tipo de roca, etc. En tales casos, un problema que puede
plantearse es la delimitacién de las sub-zonas “homogéneas”, pues es poco frecuente que
sus fronteras puedan ser identificadas con exactitud.

2.2. Estadisticas elementales

Junto con el histograma, es conveniente calcular algunas estadisticas bdasicas sobre la
distribucién de valores. Entre ellas, podemos distinguir:

Medidas de posicion

» Media: promedio aritmético de los valores.

» Cuantiles o percentiles: valores que dividen la poblacién en partes de igual nimero de
datos. Por ejemplo, la mediana divide la poblacién en dos partes, los cuartiles en cuatro
partes (la mediana coincide con el segundo cuartil), los quintiles en cinco partes y los
deciles en diez partes. Contrariamente a la media, los cuantiles son pardmetros robustos,
es decir, poco sensibles a la presencia de algunos valores muy altos o muy bajos.

»  Minimo y mdximo: establecen el rango en el cual se distribuyen los valores.

Medidas de dispersion

» JVarianza: promedio aritmético de la desviacion cuadrética entre cada valor y la media.
Esta medida cuantifica la dispersion del histograma y se expresa en el cuadrado de la
unidad de la variable en estudio.

» Desviacion estdndar: raiz cuadrada de la varianza; se expresa en la misma unidad que la
variable en estudio.

»  (Coeficiente de variacion (para variables positivas): razon entre la desviacion estdndar y
la media; es adimensional.

* Rango intercuartil: ancho del intervalo entre el primer y el tercer cuartil, que contiene
la mitad de los datos.
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2.3. Desagrupamiento

Para calcular el histograma y las estadisticas elementales, es frecuente considerar una
variable de ponderacion o “desagrupamiento” (en inglés, declustering) de modo de corregir
los efectos provocados por las irregularidades de la malla de muestreo. La idea es asignar a
los datos espacialmente agrupados, en parte redundantes, un ponderador mds pequefio que a
los datos aislados, los cuales son representativos de una porcién mds extensa del campo.

Para determinar la variable de ponderacién, se puede utilizar el llamado método de las
celdas. Esta técnica consiste en dividir la zona de estudio en celdas rectangulares idénticas
y en atribuir a cada dato un ponderador inversamente proporcional al nimero de datos
presentes en la celda a la cual pertenece (Figura 3).
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Figura 3. Ubicacion de datos (cruces) y ponderacién por el
método de las celdas. Cada celda tiene una ponderacién total de 1/16,
la cual se reparte entre los datos pertenecientes a esta celda.

La puesta en marcha del método requiere definir previamente el tamafio de la celda
elemental. Usualmente, se prueba varios tamafos y se examina su impacto en el valor de la
media ponderada. La Figura 4 da un ejemplo con los datos de concentracién de cobalto,
donde se ha escogido utilizar celdas cuadradas.

Si las celdas son infinitamente pequeiias, todos los datos se ubican en celdas distintas y
reciben entonces el mismo ponderador; por lo tanto, la media ponderada coincide con la
media aritmética de los datos (9.44 ppm). Al aumentar la longitud de celda, la media
ponderada aumenta, lo que indica que los ponderadores calculados tienden a privilegiar los
valores altos en perjuicio a los valores bajos. Esto es una sefal de que la malla de muestreo
es mas densa en zonas de valores bajos.
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Figura 4. Influencia de la longitud de las celdas sobre la media ponderada
(sumatoria de las concentraciones multiplicadas por sus ponderadores)

En este caso, una opcién consiste en elegir el tamafio de celda correspondiente al valor
méaximo de la media, para “compensar” el caricter preferencial de la malla de muestreo.
Ahora, dicha decision es discutible y uno puede considerar elecciones mas “neutrales”. Por
ejemplo, elegir una celda correspondiente al espaciamiento promedio entre los datos o a la
malla del muestreo subyacente (o sea, en el presente caso, de 0.25 km x 0.25km). Esto nos
entrega un valor promedio de 9.59 ppm para la concentracién de cobalto (Figura 5). En
comparacion con el histograma de la Figura 2, se observa una disminucién importante de
las frecuencias en el rango de valores entre 3 y 5 ppm.
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Figura 5. Histograma desagrupado de las concentraciones de cobalto (en ppm).
La frecuencia indicada en cada intervalo corresponde a la suma
de los ponderadores de los datos asociados a este intervalo.
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El método de las celdas realiza la ponderacion de los datos segiin un criterio meramente
“geométrico”, es decir, que s6lo toma en cuenta la posicion espacial de los datos. No toma
en cuenta la continuidad espacial de los valores, aunque este criterio también es digno de
ser tomado en consideracion. Por ejemplo, si los datos tuvieran valores muy erréticos (poca
continuidad espacial), existirfan pocas redundancias entre datos agrupados y, por lo tanto,
no seria necesario ponderarlos. Ahora, incluir el criterio de continuidad espacial requeriria
utilizar métodos geoestadisticos (kriging) que, a esta altura del estudio, no se justifican.

2.4. Diagrama de caja

A veces, se acompaiia el histograma con un diagrama de caja (“box plot”) que presenta
un solo eje en el cual se representan cinco cuantiles: los cuantiles a 2.5% y 97.5%, el primer
y el tercer cuartil y la mediana (Figura 6). Entre los dos cuantiles extremos, se observa el
95% de los datos, mientras que entre el primer cuartil y la mediana se observa el 25% de
los datos, al igual que entre la mediana y el tercer cuartil. El diagrama de caja permite
resumir algunas caracteristicas de la distribucidn, tal como su simetria y su dispersion.

T
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0
"1 1
: // "' ) \‘\
Cudnti < ! ; ;
uanti Primer . Tercer  Cuantil
25%  cuartl  Med@N@ il 97.5%

Figura 6. Diagrama de caja para las concentraciones de cobalto.

2.5. Histograma acumulado

En lugar de visualizar la frecuencia de valores para cada intervalo, se puede visualizar
la frecuencia cumulativa, es decir, la frecuencia de los valores bajo cierto umbral como una
funcién de este umbral, lo que da el histograma acumulado. De la misma forma que para el
histograma estdndar, las frecuencias se pueden calcular tomando en cuenta ponderadores de
desagrupamiento (Figura 7).

El histograma acumulado es una funcién creciente, desde O (para el valor mds bajo de
la variable) hasta 1 (para el valor mds alto). Al contrario, el histograma acumulado inverso,
que muestra la frecuencia de valores que superan un umbral en funcién de este umbral, es
una funcién decreciente (desde 1 hasta 0), conocida en geoestadistica minera como curva
tonelaje-ley dado que la frecuencia acumulada es proporcional al tonelaje de material cuya
ley supera la ley de corte.
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Figura 7. Histograma acumulado desagrupado
de las concentraciones de cobalto (en ppm).

2.6. Grafico de probabilidad

Este grafico sirve para comparar una distribucion experimental con una distribucién de
referencia (en general, una normal o una lognormal). Consiste en cambiar la escala de los
ejes del histograma acumulado de tal modo que, si la distribucién experimental coincide
con la distribucién de referencia, se dibujaria una recta. En el caso de los datos de cobalto,

la distribucién difiere de una normal (Figura 8).

Grafico de probabilidad normal

©
@
oo

Frecuencia acumulada
o
o

0. 5.0 10. 15. 20.

Concentracion de cobalto (ppm)

Figura 8. Grafico de probabilidad normal para las concentraciones de cobalto. Note que la

escala del eje de ordenada (frecuencia acumulada) ya no es aritmética
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3. Analisis multivariable

3.1. Grafico cuantil contra cuantil

El grafico cuantil contra cuantil busca comparar dos distribuciones entre si, que pueden
ser asociadas a variables distintas (por ejemplo, las concentraciones de cobalto y niquel) o a
una misma variable medida en zonas distintas o con aparatos distintos. En este dltimo caso,
la comparacion sirve para decidir si los dos grupos de datos tienen una distribucién idéntica
y, por ende, provienen de la misma poblacion. El gréifico consiste en visualizar los cuantiles
del primer grupo de datos contra los cuantiles correspondientes del segundo grupo (por
ejemplo, mediana contra mediana, cuartiles contra cuartiles, deciles contra deciles, etc.).

Un gréfico que da una recta significa que las distribuciones de los dos grupos de datos
tienen la misma forma. Si la recta tiene una pendiente igual a 1, ambas distribuciones tienen
la misma dispersion, pero posiblemente no tienen la misma media (por ejemplo, un grupo
de datos estd sesgado con respecto a otro debido a un error sistemdtico en su medicién). Si
ademds la recta coincide con la diagonal, ambas distribuciones son iguales (misma media,
misma dispersién y misma forma). Cuando el grafico no dibuja una recta, entonces los dos
grupos de datos tienen distribuciones con formas distintas; es lo que pasa al comparar las
distribuciones de las concentraciones de cobalto y niquel (Figura 9).

60.0_Grafico cuantiles contra cuantiles

50.0_5 .
40.0 _f
30.0 _f

20.0_]

Concentracion de niquel (ppm)

10.0_]

0'0 1 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0.0 4.0 8.0 120 160 200

Concentracion de cobalto (ppm)

Figura 9. Grafico cuantil contra cuantil entre concentraciones de cobre y niquel. La
pendiente de la curva es distinta entre las bajas y las altas concentraciones.

Es importante senalar que el grafico cuantil contra cuantil no da ninguna informacién

sobre la correlacidon que existe entre los dos grupos de datos. S6lo permite comparar sus
distribuciones (histogramas).
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3.2. Nube de dispersion o de correlacion

Esta nube consiste en visualizar los valores de una variable en funcién de otra, lo cual
requiere que ambas variables hayan sido medidas en los mismos sitios. Sirve para ver la
relacion par a par o “correlacion” de ambas variables, asi como detectar datos atipicos
(puntos que se alejan del resto de la nube). En el ejemplo de los datos de contaminacion de
suelo, existe una buena correlacion entre las concentraciones de cobalto y niquel: cuando
aumenta una de estas dos variables, tiende a aumentar la otra, lo que corrobora la pendiente
positiva de la recta de regresion (Figura 10).

60.0_Nube de dispersion

50.0_]

40.0] y=1.69 x +4.45

Concentracion de niquel (ppm)

——T T T T T T T
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0

Concentracion de cobalto (ppm)

Figura 10. Nube de dispersion entre concentraciones de cobre y niquel.

3.3. Matriz de correlacion

La relacion entre dos variables puede ser resumida a través de un coeficiente, llamado
coeficiente de correlacion lineal, que mide el grado de “proporcionalidad” que existe entre
ambas variables. Este coeficiente tiene un valor entre -1 y 1 (estos extremos corresponden
al caso en el cual las variables son exactamente proporcionales entre si, con un coeficiente
de proporcionalidad negativo o positivo, respectivamente).

Cuando existen mdas de dos variables, se puede construir una matriz de correlaciéon. En
la interseccién de la fila i con la columna j, se coloca el valor del coeficiente de correlacion
entre las variables n% y n%. En la Tabla 1, se observa correlaciones superiores a 0.7 entre
las concentraciones de niquel, cobalto y cromio, asi como entre las concentraciones de
cobre y plomo. Esto sugiere un origen distinto para estos diferentes grupos de variables. Un
andlisis detallado indica que las concentraciones de cobalto y niquel estdn relacionadas con
la geologia de la zona y que estos contaminantes provienen en gran medida de la roca de
caja, mientras que las concentraciones de cobre y plomo son susceptibles de haber sido
provocadas por el uso de fertilizantes o abonos o por deshechos domésticos.
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| Cd | 1.00] 0.26] 0.58] 0.15] 0.49] 0.22] 0.62]
| Co | 0.26] 1.00] 0.48] 0.19] 0.74] 0.16] 0.44]
| Cr | 0.58] 0.48] 1.00] 0.21] 0.71] 0.26] 0.61]
| Cu | 0.15] 0.19] 0.21] 1.00] 0.22] 0.82] 0.66]|
| Ni | 0.49] 0.74] 0.71] 0.22] 1.00] 0.27] 0.59]
| Pb | 0.22] 0.16] 0.26] 0.82] 0.27] 1.00] 0.67]
| Zn | 0.62] 0.44] 0.61] 0.66] 0.59] 0.67] 1.00]

Tabla 1. Matriz de correlacidn entre concentraciones de contaminantes. Los términos
diagonales valen 1, pues corresponden a la correlacion entre una variable y ella misma.

3.4. Analisis en componentes principales

Supongamos que se tiene n muestras (individuos) en los sitios {Xj,... X,}, en las cuales
se ha medido N variables {zj,... zy}. Esto se puede representar en una matriz de tamafio n X
N, denotada Z:

z,(x)) - zZy(x))
7 . . .

Zl(xn) ZN(XI‘I)

En adelante, se supone que las variables tienen media O y varianza 1 (de lo contrario,
basta con restar a cada variable su valor promedio y dividirla por su desviacion estdndar).
Geométricamente, se puede representar la matriz de datos de dos maneras: ya sea n puntos
en RY (cada coordenada estd asociada con una variable), o bien N puntos en R" (cada
coordenada estd asociada con un individuo). Estas representaciones se llaman la nube de los
individuos y la nube de las variables, respectivamente. A continuacién, definiremos cémo
visualizar estas nubes mediante sus proyecciones en sub-espacios de pequefia dimension.

Se busca construir nuevas variables, llamadas factores y denotadas {y;,... yv}, que sean
combinaciones lineales de las variables iniciales y que no tengan correlacion entre si:

1 n .
COV(yp,yq)=;Zy,7(xa)yq(xa)=0 si p#q.
a=1

Sean Y la matriz n X N que da los valores de los factores {yy,... yy} para cada una de los
n individuos y V la matriz N X N de varianza — covarianza de las variables:

V=-Z'Z.
n

Se demuestra que Y se obtiene al plantear Y = Z Q, donde Q es la matriz de vectores
propios de V (también llamados ejes factoriales):
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V=QDQ' con Q'Q=1yD =matriz diagonal.

El factor y, (con p = 1... N) estd asociado a un valor propio de V (término d, en la
diagonal de D), que representa la varianza del factor. De este modo, las varianzas de los
factores descomponen la varianza total, ya que la traza de la matriz V se conserva en el
proceso de diagonalizacion:

traza(V)zN:ivar(zj):ivar(yp).

Los valores propios de V indican la parte de la varianza total asociada a los distintos
factores y permiten jerarquizarlos. La razén entre la varianza del factor y la varianza total
(o sea, d, / N) es una medida sin dimensién (entre 0 y 1) de la cantidad de informacién
contenida en el factor y,. De este modo, el andlisis en componentes principales permite
resumir la informacion multivariable contenida en los datos, sélo reteniendo los factores de
mayores varianzas, por ejemplo aquellos cuyas varianzas suman el 80% de la varianza
total. En adelante, se supone que los valores propios de V han sido ordenados en orden
decreciente: d; > ... > dy, es decir, que los factores han sido numerados en orden decreciente
de sus varianzas.

La nube de los individuos estd definida en un espacio de dimensién N y no se puede
visualizar cuando N > 3. Para obtener una representacion sintética de los datos, la idea es
proyectar esta nube en un sub-espacio de dimensién £ < N (en la préctica, se suele tomar
k = 2), eligiendo el sub-espacio mds “cercano” a la nube, a saber, el que minimiza su
momento de inercia. Se demuestra que éste corresponde al sub-espacio generado por los k&
primeros ejes factoriales (k primeras columnas de la matriz Q). En particular, la proyeccion
de la nube de los individuos en el primer plano factorial es el conjunto de puntos cuyas
coordenadas corresponden a las dos primeras columnas de la matriz Y. El examen de esta
proyeccidn permite ver la tendencia general de la nube, a veces sin buscar identificar los
individuos, ya que su ndmero puede ser muy alto. En particular, es interesante detectar las
zonas con alta o baja densidad de puntos, que corresponden a dispersiones no homogéneas
de la poblacion.

La diagonalizacion de la matriz de varianza — covarianza puede escribirse como sigue:
V=A'A con A=,/DQ".

El vector a;, i-€sima columna de A, contiene los coeficientes de correlacién entre la
variable z; y los distintos factores. Ademas, el producto escalar de los vectores a; y a; es
igual al coeficiente de correlacion entre las variables z; y z;. En particular, < a;, a, > =1, lo
que muestra que la longitud del vector a; es igual a 1. En virtud de lo anterior, la matriz A
puede servir para representar geométricamente la nube de las variables: la variable z; estd
representada por un punto (a,) sobre la esfera unitaria de R", mientras que el coseno entre a;
y a; es igual al coeficiente de correlacion entre las variables z; y z;. Para facilitar la
visualizacidn, se proyecta la posicién de las variables sobre los planos creados por los
primeros ejes factoriales. Los graficos que se obtiene se llaman circulos de correlaciones,
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pues las variables estdn representadas por puntos dentro de un circulo unitario (proyeccién
de la esfera). Como regla general, la proximidad — o, al contrario, el alejamiento — de las
proyecciones de las variables indica su mayor o menor correlaciéon — o antagonismo. Sin
embargo, hay que tener cuidado que la proximidad dentro de un circulo no implica
necesariamente una proximidad sobre la esfera, salvo si las proyecciones se ubican cerca de
la circunferencia del circulo. En caso contrario, para evitar conclusiones erréneas, conviene
examinar las proyecciones de la nube de las variables sobre varios planos factoriales.

A continuacién, damos una ilustracion del andlisis en componentes principales con los
datos de contaminacion de suelo (Figura 11). La primera imagen representa la proyeccion
de la nube de los individuos en el primer plano factorial, con 9 individuos destacados en la
nube y en el mapa de los datos (segunda imagen). La tercera imagen muestra el histograma
de los valores propios de la matriz de varianza — covarianza (varianzas de los factores),
donde se aprecia que las varianzas de los dos primeros factores son mayores que 1 y suman
mds de 75% de la varianza total. La dltima imagen representa la nube de las variables en el
primer plano factorial, destacando dos grupos de variables (Cu-Pb y Cd-Co-Cr-Ni) con
buenas correlaciones intra-grupo y poca correlacion inter-grupo.

Nube de los individuos Mapa de los datos
r 6

Factor n°2
Norte (km)
w

Factor n°1 Este (km)

Histograma de los valores propios de V Nube de las variables

3.73
*

Varianza
S
Eje factorial n°2

s L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 -1 -0.5 0 0.5 1

Numero del factor Eje factorial n°1

Figura 11. Gréficos de andlisis en componentes principales
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4. Comportamiento espacial

4.1. Nube direccional

Para hacerse una idea mas precisa de la distribucion espacial de los valores mas alld de
un simple despliegue (mapa), es comodo visualizar las nubes de los valores a lo largo de las
direcciones de coordenadas (Figura 12). Estas nubes permiten ver si el comportamiento de
los datos experimenta algiin cambio en cuanto a su valor promedio, su dispersién o su
continuidad, asi como detectar los datos mds atipicos (aquellos que se destacan del resto de
las nubes).
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Figura 12. Nubes direccionales, mostrando las concentraciones
de cobalto en funcién de las coordenadas este y norte.
No se aprecian tendencias sistemadticas ni datos atipicos.

4.2. Nube de correlacion diferida

Para terminar este panorama sobre herramientas de estudio exploratorio, presentaremos
la nube de correlacion diferida. Se trata de la nube de puntos (z(Xq),z(X + h)) donde h es un
vector dado, mientras que Xy y X¢ + h son sitios con datos. Los pares de datos con valores
muy disimiles corresponderan a los puntos de la nube mas alejados de la primera bisectriz.
Cuando los datos estdn ubicados en una grilla regular, se toma un vector h multiplo del
espaciamiento de esta grilla. En caso contrario, se debe introducir tolerancias en la longitud
y la orientacién de h, a falta de que la nube se reduciria a muy pocos puntos. La Figura 13
da una ilustracion, para un vector h de longitud 0.25 km (con una tolerancia de 0.01 km) sin
importar la orientacién. Los puntos mds alejados de la bisectriz han sido puestos en relieve
y los pares de datos correspondientes han sido destacados en el mapa de ubicacion: se trata
de datos cercanos cuyos valores son muy diferentes.
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Figura 13. Nube de correlacion diferida y mapa de ubicacion de los datos.

MI684 - Geoestadistica

21



Capitulo 3. Conceptos generales sobre el
modelamiento geoestadistico de datos

Para poder describir y “entender” un fenémeno regionalizado, es necesario elaborar una
representaciéon matematica o modelo. Una primera solucién consiste en utilizar un modelo
deterministico. En general, este enfoque conduce a una evaluacién precisa de la variable
regionalizada a partir de un nimero limitado de observaciones, pero requiere conocer la
génesis del fendmeno y las leyes fisicas o ecuaciones matematicas que rigen la distribucién
de la variable regionalizada. Entre otros dominios de aplicacion, citemos

¢ ]a meteorologia: prevision climdtica a corto plazo;

e la geofisica: determinacion de la intensidad y orientacién del campo gravitacional y
del campo magnético terrestre en el espacio y el tiempo;

¢ la teoria de la sefial: reconstitucidn de una sefial continua a partir de un conjunto de
mediciones, usando propiedades espectrales.

No obstante, en general, los fendmenos regionalizados en estudio son extremadamente
complejos y su comprension puede ser tan parcial que un modelamiento deterministico es
imposible o ilusorio. Ejemplos tipicos son la evaluacién minera, la exploracion petrolifera,
la caracterizacion de una zona contaminada o de una parcela agricola, la estimacién de los
recursos forestales de una regién, o la prevision meteoroldgica de largo plazo. Estamos
entonces obligados a renunciar a una descripcion deterministica del fenémeno y recurrir a
un modelo probabilistico. Este proceder resulta operatorio, pues permite formalizar tanto
los conocimientos como las incertidumbres que se tiene del fendmeno regionalizado.

1. Limites de la estadistica clasica

En estadistica clasica, se considera los datos como realizaciones independientes de una
misma variable aleatoria, es decir, se supone que no tienen relaciones entre si y que siguen
la misma distribucién de probabilidad. Se busca estimar los pardmetros — en especial, la
esperanza y la varianza — de esta distribucion, cuya forma a menudo estd predeterminada
(normal, lognormal, etc.). Sin embargo, cuando los datos estdn ubicados en el espacio
geogrifico, las hipétesis de la estadistica cldsica son raramente aceptables. En particular, si
bien simplifica los calculos estadisticos, la hip6tesis de independencia de las observaciones
resulta poco realista en el marco espacial. Intuitivamente, observaciones proximas tienen
valores cercanos, mientras que aquellas que estidn mds alejadas entre si tienen una menor
relacion entre ellas.
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Asi pues, en general, no puede considerarse modelar las variables regionalizadas por
medio de funciones deterministicas, debido a su extrema complejidad. Tampoco se puede
asimilar los datos medidos a variables aleatorias independientes. La geoestadistica entrega
una representacion intermedia, a la vez aleatoria y funcional, al basarse en el concepto de
funcion aleatoria.

2. Nocion de funcion aleatoria

Los modelos geoestadisticos consideran el valor z(x) de la variable regionalizada en un
sitio x del campo D como una realizacion de una variable aleatoria Z(x)l. Cuando x recorre
D, se obtiene un conjunto de variables aleatorias Z = {Z(x), x € D} que constituye una
funcion aleatoria (sinénimos: campo aleatorio, proceso aleatorio o estocdstico). Asi pues,
la variable regionalizada z = {z(x), x € D} es una realizacion de la funcién aleatoria Z, pero
uno podria imaginar otras realizaciones que presentan caracteristicas similares en cuanto a
como se distribuyen los valores en el espacio (Figura 1). Contrariamente al modelo de la
estadistica cldsica, las variables aleatorias asi definidas no son independientes; por el
contrario, existen interacciones o correlaciones entre ellas, las cuales reflejan la continuidad
espacial de la variable regionalizada (Figura 2).

Modelo 1 - Realizacién #1 Modelo 1 - Realizacién #2 Modelo 1 - Realizacién #3

Modelo 2 - Realizacion #1 Modelo 2 - Realizacion #2 Modelo 2 - Realizacion #3

Figura 1. Realizaciones de dos modelos distintos de funcién aleatoria. Cada
modelo define la manera con la cual se distribuyen los valores en el espacio, lo que
origina el parentesco que se observa entre las realizaciones de un mismo modelo.

1 .. . . . . . .,
Para distinguir las variables deterministicas de aquellas aleatorias, denotaremos las primeras con mintiscula
y las segundas con Mayuscula.
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Buena continuidad espacial Poca continuidad espacial

1.68 1.31 093 0.78 257 3.39 0.15 229 246 1.21 0.78 2.53
222 1.07 132 121 1.71 228 1.68 223 1.07 1.18 257 1.32
3.60 324 229 1.18 1.09 1.07 041 0.72 1.62 3.60 0.50 3.39
246 3.39 240 233 0.50 0.41 3.24 081 035 262 240 1.71
253 343 223 169 0.72 0.81 3.39 233 093 1.31 222 0.01
1.62 262 199 0.15 0.01 0.35 1.09 228 1.69 3.43 1.99 1.07

Figura 2. Nocion de correlacion para representar la continuidad espacial.
Ambos ejemplos presentan los mismos valores, pero distribuidos de forma
diferente en el espacio. Las variables aleatorias se modelardn con altas
correlaciones en el primer caso y bajas correlaciones en el segundo caso.

El recurrir al concepto de funcidn aleatoria es una decision, ni verdadera ni falsa, pues
dicha funcién aleatoria es un objeto tedrico que no existe en la realidad. Asimismo, la
determinacién de una funcién aleatoria a partir de una variable regionalizada no es una
operacion univoca: varios modelos pueden resultar aceptables, en cuanto sean compatibles
con la informacién disponible sobre la variable regionalizada.

3. Caracterizacion de una funcion aleatoria

3.1. Distribucion espacial

Consideremos una funcién aleatoria Z = {Z(x), x € D} y una serie de sitios {xi,... X¢}
en D. El grupo de variables aleatorias {Z(xX;),... Z(xx)} esta caracterizado por una funcion de
distribucion multivariable que depende de k argumentos:

F L, Gez)=Prob{Z(x))<z,..2(x,)<z,} Vz,..z;€R.

El conjunto de funciones de distribucidn, para todos los enteros k y todas las elecciones
posibles de {xi,... x,} en D, constituye la distribucion espacial de la funcién aleatoria.
Ahora, siendo finito el nimero de datos disponibles sobre la variable regionalizada, es
ilusorio querer inferir la distribucién espacial completa de la funcién aleatoria, que contiene
un ndmero infinito de distribuciones de probabilidad. Por ende, la puesta en marcha de las
herramientas probabilisticas requiere simplificaciones.
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3.2. Distribuciones univariable y bivariables

Estas distribuciones corresponden a los casos particulares donde k = 1y £k = 2. En
general, los datos disponibles permiten inferir estas distribuciones. Es la raz6n por la cual la
determinacién de un modelo de distribucién espacial suele basarse en dichas distribuciones,
aunque las distribuciones de orden superior (trivariables, quadrivariables...) del modelo no
se respaldan en la informacién proporcionada por los datos.

o Distribucion univariable:

Fxl (z,)=Prob{Z(x,)<z,}.

Fx, corresponde a la funcién de distribucion de la variable aleatoria Z(x;) ubicada en x;
(Figura 3, izquierda).

. Funcién de distribucion e Densidad de probabilidad
J— i
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Valor (z;) Valor (z;)

Figura 3. Ejemplo de funcién de distribucion y densidad de probabilidad univariable.
La densidad de probabilidad se obtiene al derivar la funcién de distribucion.

e Distribucion bivariable:
FX1 x (z,,2,)=Prob{Z(x,)<z,Z(x,)<z,}.

Fx, x, corresponde a la funcion de distribucion conjunta del par de variables aleatorias
{Z(x1), Z(x2)} (Figura 4, izquierda).
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Funcién de distribucion

Funcién de distribucion bivariable Densidad de probabilidad bivariable

0.8
0.6
0.4

02

Densidad de probabilidad

Figura 4. Ejemplo de funcién de distribucion y densidad de probabilidad bivariable.
La densidad de probabilidad se obtiene al tomar las derivadas parciales de la
funcién de distribucién con respecto a cada uno de sus argumentos.

3.3. Momentos

En muchos problemas (como el de interpolacién por kriging), se puede simplificar aun

mds la caracterizacion de la funcién aleatoria, al considerar solamente algunos pardmetros
descriptivos o momentos de las distribuciones univariables y bivariables, que “resumen” la
informacién més relevante.

Estos son:
El valor esperado (esperanza, o momento de primer orden):
m(x)=E[Z(x)].

En cada sitio x dado, m(x) representa la “media” alrededor de la cual se distribuyen los
valores tomados por las realizaciones de la funcién aleatoria.

La varianza, o varianza a priori, definida por:

o’ (x)=var[Z(x)]
=E{[Z(x)—m(x)]}
=E[Z(x)*]-m(x)’

La varianza es una cantidad positiva. Su raiz cuadrada se llama desviacion estandar.
La varianza y la desviacion estdndar constituyen medidas de la dispersiéon de Z(x) en
torno a su valor medio m(x) y cuantifican, de esta forma, su caricter “aleatorio”.
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e La covarianza centrada entre dos variables aleatorias Z(x;) y Z(x):

C(x,,x,)=cov[Z(x,),Z(x,)]

=E{[Z(x))—m(x)][Z(x,)—m(x,)]}
=E[Z(x)) Z(x,)]=m(x,) m(X,)

La covarianza da una visién elemental del vinculo o “interaccién” que existe entre Z(X;)
y Z(x;). La desigualdad de Cauchy-Schwarz relaciona la covarianza entre Z(X;) y Z(X2)
con las varianzas de Z(x;) y Z(x2):

lcov[Z(x,), Z(x,)1I< var[ Z(x,)] var[ Z(x,)] .

¢ FEl correlograma (coeficiente de correlacion lineal) entre dos variables aleatorias Z(x;)
y Z(x2):

p(x,,X,)=corr[Z(X,),Z(X,)]
__ cov[Z(x,),Z(x,)]
J var[Z(x,)] var[Z(x,)]

Al contrario de la covarianza, el correlograma es adimensional y toma sus valores en el
intervalo [—1,1]. Un coeficiente p nulo indica que las variables Z(x;) y Z(X;) no estdn
correlacionadas (condicidn necesaria para que sean independientes), mientras que un
coeficiente igual a 1 6 —1 indica que son proporcionales.

¢ FEl semi-variograma entre dos variables aleatorias Z(x;) y Z(x»):
1
y(xl,xz)zavar[Z(xl)—Z(xz)] .

En adelante, para aliviar la escritura, se omitird sistemdticamente el prefijo “semi” y se
hablard solamente de “variograma”.

3.4. Inferencia estadistica — Hip6tesis de estacionaridad

Para poner en marcha el formalismo probabilistico, es necesario poder determinar, por
lo menos parcialmente, la distribucién espacial de la funcién aleatoria a partir de los datos
disponibles sobre la variable regionalizada (etapa de inferencia estadistica). Dos razones
impiden poder realizar la inferencia estadistica en su forma mdés general: por una parte, la
variable regionalizada s6lo es una realizacion de la funcién aleatoria; por otra parte, esta
realizacion se conoce de manera fragmentaria, en algunos sitios de muestreo.
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Para salir de este problema algunas restricciones son necesarias. Recurren a la nocién
de estacionaridad. La idea es permitir la inferencia estadistica, reemplazando la repeticion
sobre las realizaciones de la funcién aleatoria (inaccesibles, por disponer solamente de una
realizacién) por una repeticion en el espacio: se supone que los valores que se encuentran
en las diferentes regiones del campo presentan las mismas caracteristicas y, por ende,
pueden considerarse como distintas realizaciones del mismo proceso aleatorio.

Del punto de vista matematico, la hipdtesis de estacionaridad consiste en postular que
la distribucion espacial de la funcién aleatoria es invariante por traslacion, es decir, que las
propiedades de un conjunto de datos no dependen de su posicién absoluta en el espacio,
sino que solamente de sus posiciones relativas. Esto implica las siguientes simplificaciones:

¢ La distribucion univariable no depende del sitio considerado
F(z))=Prob{Z(x,)<z}.
En particular, la esperanza y la varianza son constantes en el espacio:

m=E[Z(x)]

o’ =var[Z(x)]
e Ladistribucion bivariable s6lo depende de la separacion entre los sitios considerados:
F (z,,z,)=Prob{Z(x+h)<z,Z(x)<z,}.

Lo mismo ocurre para los momentos de esta distribucion (covarianza, correlograma y
variograma):

C(h)=cov[Z(x+h),Z(x)]
pth)=corr[Z(x+h),Z(x)]
1
y(h)zgvar[Z(x+h)—Z(x)]
Estos pardmetros son mas importantes que la esperanza y la varianza, pues muestran la
“interaccién” existente entre dos valores, luego dan una descripcion sintética de la
continuidad espacial de la variable regionalizada. La covarianza y el correlograma

indican qué tan semejantes son los valores entre dos sitios, mientras que el variograma
indica qué tan desemejantes son. Siendo constante la esperanza, se tiene también:

v<h>=%E{[Z<x+h>—Z<x>]2} .
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interpretacion
Variable regionalizada 1 — Funcion aleatoria

caracterizacion

Momentos resumen Distribucion espacial

esperanza, varianza < %1 distribucién univariable
covarianza, variograma < @] distribuciones bivariables

® (distribuciones multivariables

simplificacion

Hipotesis de estacionaridad
® esperanza y varianza son constantes

® covarianza y variograma s6lo dependen de la separacion entre datos

Figura S. Esquema sintético de los conceptos
e hipétesis que sustentan el modelo geoestadistico

3.5. Relaciones entre momentos
Bajo la hipdtesis de estacionaridad, se tiene las siguientes relaciones:
e La varianza es igual a la funcidn de covarianza evaluada para el vector h = 0:
6’ =C(0)

e El correlograma es igual a la covarianza dividida por la varianza:
p(h)=C(h)/C(0)

e El variograma es igual a la varianza menos la covarianza:
Y(h)=C(0)-C(h).

Cuando la norma del vector de separacion h se vuelve infinita, la covarianza tiende a 0
y el variograma es igual a la varianza:

Yeo)=C(0)=0".
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Capitulo 4. Analisis variografico:
1. Variograma experimental

Los valores de una variable regionalizada no son independientes, en el sentido que un
valor observado en un sitio proporciona informacién sobre los valores de los sitios vecinos.
En la interpretacién probabilistica de la variable regionalizada, esta nocién intuitiva de
dependencia esta descrita por la distribucion espacial de la funcién aleatoria, que modela la
manera como se relacionan los valores observados en distintos sitios por una distribucién
de probabilidad multivariable.

En muchos problemas la descripcion de la distribucion espacial se limita a los primeros
momentos. El momento de orden 1 (esperanza) hace intervenir un solo sitio a la vez y no
entrega realmente informacién sobre dependencia espacial. En cambio, los momentos de
orden 2 (covarianza, correlograma y variograma) estdn definidos con la ayuda de dos sitios,
es decir del mds pequefio conjunto que se puede considerar para describir la “interaccién”
entre valores. Son estos momentos los que entregan una descripcion elemental y operatoria
de la continuidad espacial de la variable regionalizada.

En este capitulo, abordamos la primera etapa del andlisis variografico, que consiste en
la inferencia del variograma, es decir, el cdlculo de un variograma experimental a partir de
los datos disponibles. Posteriormente (capitulo siguiente), se verd como ajustar un modelo
de variograma en torno al variograma experimental.

1. El variograma experimental tradicional

1.1. Definicion e interpretacion

Consideremos una variable regionalizada z conocida en 7 sitios {Xj,... X, }. El estimador
tradicional del variograma para un vector de separacién h dado, se define de la siguiente
manera:

A

Y(h)

= [2(x,)—2(x,)I
2IN (h) N% P

donde N(h)={ (a.p) tal que xo—xg=h };
IN(h)l es el nimero de pares contenidos en el conjunto N(h).
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Se ve que el estimador anterior consiste en reemplazar la esperanza en la expresion del
variograma tedrico

v<h>=%E{[Z(x+h>—Z<x>]2}

por la media aritmética sobre los pares de datos separados por el vector h.

El estimador asi definido lleva el nombre de variograma experimental. No se trata de
una funcién propiamente tal, sino que de una serie de valores, pues sélo se puede calcular
para vectores h tales que N(h) no es vacio. El variograma experimental para un vector h
puede interpretarse como el momento de inercia de la nube de correlacion diferida (nube de
los puntos (z(Xq),z(Xg) con Xo— Xg = h), que mide la distancia cuadratica promedio entre los

puntos de la nube y la linea diagonal. Mientras mds apretada la nube de correlacion diferida
en torno a la diagonal, mds pequefia su inercia.

1.2. Ejemplo

Consideremos los siguientes datos espaciados cada 100 m:
536 4 2 1 1 2 4 3 2

El variograma experimental se puede calcular para distancias multiplos de 100m, esto
es:

i((loOm):L(22+32 +22 4+ 27+ 1P +07 + 17+ 22 +17 +17)=1.45
2x10
i((ZOOm):ZLg(I2 + P +4° 437+ 1P+ 1P 32 +1°+2%)=2.39
X

i((SOO;n):i(l2 +12+5%+374+0*+37+22+0%)=3.06
X
. 1,
4(1000m)=——(32)=4.5
2x1

1.3. Tolerancias en los parametros de calculo

Si los datos estan irregularmente distribuidos en el campo D, el nimero de pares IN(h)l
que interviene en el cdlculo de 4(h) para un vector h dado, es generalmente muy pequeno
(incluso igual a 0 6 1). El variograma experimental tiene entonces un aspecto muy erratico
y resulta imposible interpretarlo y modelarlo. Para que sea mds robusto, se suele permitir
algunas tolerancias de cdlculo, sobre las distancias y las direcciones:
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1

AN S
L 2IN"(h)l

Y [2(x)—z(xp))

N7 (h)

donde N*(h)={(a,p) tal que xa—xBeT(h)}z U NN,

heT(h)

T(h) es una regién de tolerancia alrededor de h, de la forma [h — Ah, h + Ah] en el
caso unidimensional. En el caso bi- o tridimensional, existen tolerancias tanto sobre
la longitud de h como sobre su orientacion, tal como se ilustra en la Figura 1.

ancho de banda

Figura 1. Region de tolerancia T(h) alrededor del vector h (caso bidimensional)
El ancho de banda limita la separacion del cono de tolerancia a una extension méxima.
En el espacio de tres dimensiones, se introduce dos anchos de banda: uno horizontal y otro

vertical.

En resumen, los pardmetros a especificar para calcular un variograma experimental son
los siguientes:

e direccidn de interés: acimut, inclinacion

e distancias de interés, en general multiplos de una distancia elemental llamada paso
(‘Glag?’)

e tolerancia en la direccién: tolerancia angular, ancho(s) de banda

e tolerancia en las distancias.
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La Figura 2 muestra un variograma experimental de las concentraciones de cobalto
procedentes de los datos de contaminacion de suelo. Este variograma ha sido calculado para
distancias multiplos de la malla de muestreo (0.25 km), con una tolerancia en la distancia
de 0.125 km y una tolerancia angular de 90°, es decir, sin importar la orientacién del vector
h. En este caso, se habla de variograma “omnidireccional”.

_Variograma omnidireccional

16.0_|
9.
. FAERN
-e. / LN »
1 B _ZanaN / N
] - ) * o s . -
12.0_] e \ /
i d \ /
- L
§ 4 4
g 80
= II
= 1 ¢
4 |/
;
S1
40|/
:
/
o
00 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T |
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

Distancia (km)

Figura 2. Variograma experimental omnidireccional de las concentraciones de cobalto.
Las lineas punteadas s6lo unen a los distintos puntos del variograma experimental.

1.4. Propiedades del variograma experimental

El variograma experimental §(h) es un estimador insesgado del variograma tedrico:
E[Y(h)]=7(h).

Un indicador de la robustez de §(h) es su varianza relativa

var[¥(h)]/[v(h)]*.

Mientras més elevada dicha varianza, més susceptible es el variograma experimental de
fluctuar en torno a su valor esperado (el variograma tedrico y(h)) y mas dificil se vuelve la
inferencia estadistica. Aunque esta varianza relativa s6lo puede ser expresada en algunos
casos particulares, puesto que requiere conocer la funcion aleatoria hasta sus distribuciones
quadrivariables, los principales factores que la influencian son:

e La distancia considerada (norma del vector h): la varianza relativa de §(h) suele tomar
valores considerables para las grandes distancias (para fijar las ideas, aquellas distancias
mayores que la mitad del didmetro del campo). Este efecto es perceptible en la Figura 2,
donde se observa que las fluctuaciones aumentan cuando la distancia aumenta.
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e Lairregularidad o el caricter preferencial de la malla de muestreo, que pueden provocar
grandes fluctuaciones en el variograma experimental, incluso para pequeias distancias.

¢ El ndmero de pares de datos: mientras mds bajo, mayores son las fluctuaciones.

e La presencia de datos extremos (outliers), los cuales tienen un impacto considerable en
el cdlculo del variograma experimental, pues este ultimo eleva los valores al cuadrado.

1.5. Nube variografica

Para estudiar la estabilidad numérica del variograma experimental, es ttil visualizar la
nube variogrdfica, es decir, la nube de las diferencias cuadraticas {[z(Xq) — z(x[g)]2 /2, con
(a,pB) € N(h)} en funcién del vector h o de su médulo Ihl. El variograma experimental se
obtiene al tomar, para cada vector h, la media de los puntos correspondientes de la nube
variografica. El andlisis de esta nube permite localizar los pares de datos responsables de
los valores altos del variograma experimental y poner en evidencia los datos notablemente
diferentes de sus vecinos.

En lugar de visualizar la nube entera de las diferencias cuadrdticas, se puede también
s6lo localizar sus extremos, su media (que no es otra cosa que el valor del variograma
experimental para el vector h) y sus cuartiles. Si la media estd fuera del rango intercuartil
(intervalo entre el primer y tercer cuartil), esto puede indicar que el valor del variograma
experimental para el vector considerado estd fuertemente influenciado por algunos valores
extremos, luego es poco robusto.

La Figura 3 presenta la nube variogréfica (calculada de forma omnidireccional) de los
datos de concentracion de cobalto, donde se ha resaltado los puntos de la nube que exceden
un valor de 130. La linea punteada indica la media de los puntos de la nube, o sea, el
variograma experimental. La parte derecha de la figura muestra el mapa de ubicacién de los
datos, donde se indica los pares de datos asociados a los puntos resaltados de la nube
variografica. Todos estos pares se originan en un mismo dato, que corresponde al dato de
mayor concentracion de cobalto (20.6 ppm).

Este dato de 20.6 ppm tiene mucho impacto en el variograma experimental. La Figura 4
muestra el variograma experimental que se obtendria si este dato no existiera (lado
izquierdo) y el variograma experimental que se obtendria si este dato tuviera un valor de 35
ppm en lugar de 20.6 ppm (lado derecho). Se aprecia que la presencia o ausencia de un solo
dato extremo puede afectar considerablemente el variograma experimental, en particular
para las distancias pequefas. Para paliar esta situacion, en la préctica se puede recurrir a las
siguientes aproximaciones:

e Utilizar una herramienta alternativa al variograma (ver seccién siguiente).

e No considerar los “outliers” al momento de calcular el variograma.

e Bajar arbitrariamente el valor de los outliers (“‘capping”), por ejemplo asignando un

valor convencional de 15 ppm a todos los datos que superan este valor.
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e Transformar los datos, por ejemplo pasidndolos a logaritmo. Ahora, si bien el
logaritmo atenda los valores extremos y facilita el modelamiento del variograma, la
dificultad de este procedimiento radica en que, en general, se desconoce la relacién
entre el variograma de la variable original y el variograma de su logaritmo, por lo
que una hipdétesis adicional es necesaria (ver seccion siguiente).

Nube variografica Mapa de ubicacién

200 55

** 5
¥ *

4.5

Variograma
Norte (km)

2 25 3 i : 0 1 2 3 4 5

Distancia (km) Este (km)

Figura 3. Izquierda: nube variogréfica para los datos de
concentracion de cobalto. Derecha: mapa de ubicacion.
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Figura 4. Variograma experimental calculado sin el dato extremo (izquierda)
y con un dato extremo de 35 ppm en lugar de 20.6 ppm (derecha).

1.6. Mapa variografico

El mapa variogréfico consiste en visualizar el variograma experimental en todas las
direcciones del espacio, bajo la forma de un mapa con escala de color o de grises. Ayuda a
distinguir si existe anisotropia, para luego calcular el variograma experimental a lo largo
de las direcciones principales de anisotropia.
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A modo de ilustracién, el mapa variografico de los datos de concentracién de cobalto
(Figura 5, izquierda) dibuja una direccién de mayor continuidad con una orientacioén de 60°
aproximadamente desde el eje norte-sur (los colores claros indican valores pequefios para el
variograma experimental, mientras que los colores oscuros indican valores mas grandes).
Esta observaciéon se confirma al calcular los variogramas experimentales direccionales
(Figura 5, derecha), donde se aprecia un crecimiento mds lento en la direccion N60°E y més
rdpido en la direccién ortogonal N30°W. Para el modelamiento, se preferird utilizar estos
variogramas direccionales en lugar del variograma omnidireccional (Figura 2), puesto que
este Ultimo no captura el cambio de continuidad espacial con la direccién (anisotropia).

Mapa variografico

-1.875 Distancia este (h_x) 1878

1.875

Distancia norte (h_y)

-1.875

Variograma

_Variogramas direccionales

/r__'\

L B e e —r—T
1.00 200 3.00 4.00 5.00

Distancia (km)

Figura 5. Mapa variogréfico (izquierda) y variograma experimental
calculado a lo largo de las direcciones de anisotropia reconocidas
(N60°E y N30°W) (derecha). Los pardmetros de calculo son los
siguientes: paso = 0.35 km, tolerancia en la distancia = 0.175 km,
tolerancia angular = 20°, ancho de banda = 1km.

2. Consideraciones practicas

1) Las direcciones de cdlculo del variograma experimental deben considerar la anisotropia
de la variable regionalizada. Tal como en el ejemplo anterior, su eleccién se puede
hacer al examinar el mapa variogréfico. En el caso isétropo (es decir, si los variogramas
direccionales se superponen salvo por pequeiias fluctuaciones estadisticas), se podra
considerar un variograma “omnidireccional”:

T

donde N'(r) = { (aB) tal que | xq— Xl =7 }.
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2)

3)

4)

5)

6)

En general, cada variograma direccional se calcula para distancias multiplos de una
distancia elemental, llamada “paso”. La eleccion del paso puede tener repercusiones en
el célculo. Un paso demasiado pequefio conducird a un variograma experimental
errdtico, poco estable, mientras que un paso demasiado grande no permitird apreciar los
detalles de la continuidad espacial, en especial el comportamiento en el origen del
variograma. Cuando la malla de muestreo es regularz, el paso estd préacticamente
impuesto. En caso contrario, se podrd utilizar la “nube variografica” para encontrar un
paso tal que el nimero de pares de datos que intervienen en el cilculo del variograma
experimental sea suficiente (para fijar ideas, superior a la mitad del ndmero de datos),
de manera que estos puntos sean representativos.

El uso de tolerancias en las distancias y dngulos busca suavizar y hacer mds robusto el
variograma experimental cuando la malla de muestreo no es regular. Ahora, conviene
advertir el usuario de la utilizacién de tolerancias excesivas, que pueden suavizar
artificialmente el variograma experimental; aunque un variograma suave es mds fécil de
modelar, esto no garantiza que sea mds representativo de los datos.

En general, se utiliza una tolerancia en las distancias igual a la mitad del paso: en la
direccién considerada, el i-ésimo punto del variograma experimental se calcula con los
pares de datos cuya separacion cae en el intervalo [(i — 0.5) X paso, (i + 0.5) X paso]. De
esta manera, todas las distancias son utilizadas una vez y una sola. Se puede también
considerar una tolerancia menor, en cuyo caso las clases de distancias involucradas en
el célculo del variograma experimental ya no son contiguas y algunos pares de datos no
son tomados en cuenta. Esta situacién, aparentemente poco favorable (pues se pierde
informacién) no es siempre la peor, sobre todo cuando se trabaja en una malla regular o
casi-regular.

Las tolerancias angulares tienden a disipar la eventual anisotropia del variograma (las
direcciones con mayor continuidad espacial se mezclan con direcciones de continuidad
intermedia, de manera que la anisotropia aparece menos marcada de lo que estd en
realidad). Por ende, hay que buscar un justo equilibrio en la eleccién de las tolerancias.
Es recomendable completar la definicion de las tolerancias angulares por aquella de las
separaciones maximas: ancho de banda y, en el espacio de tres dimensiones, alto de
banda; este dltimo pardmetro resulta importante en la practica, pues evita mezclar las
direcciones horizontales con direcciones inclinadas, cuyo comportamiento es a menudo
bastante distinto.

Es conveniente tener cuidado con la representatividad del variograma experimental.
Para cada punto de este variograma, se podrd determinar el nimero de pares de datos
utilizados para su cdlculo; un ndmero de pares bajo indica un punto poco confiable.
Igualmente, resulta de utilidad visualizar la nube variografica, para identificar los pares
de datos responsables de una inestabilidad numérica del variograma experimental.

2 Por ejemplo, para una malla cuadrada de lado a, se elegird un paso de cdlculo igual a @ en las direcciones

principales de la malla, y a \/E en las direcciones diagonales.

MI684 - Geoestadistica 37



3. Complemento: otras herramientas para el analisis variografico

3.1. Covarianza experimental
Bajo la hipdtesis de estacionaridad, la funcién de covarianza se define como:
Ch)=E{[Z(x+h)-m][Z(x)—m]}.

Un primer estimador de esta covarianza se obtiene al reemplazar el valor esperado m
por una media aritmética sobre los pares de datos cuya separacion coincide con el vector h:

C,(h )—mh%[zm Zllz(xy) -2,

donde N(h) = {(a,p) tal que x,— Xg = h}, mientras que Z es un estimador de la esperanza, a
saber la media aritmética de los »n datos disponibles:

El estimador C; se conoce como covarianza ergddica. Un segundo estimador, llamado
covarianza no ergodica consiste en plantear:

C,(h )—mh%[zm Z.pera I 2(X5)— Z,,,, (D],
1
" Fae )_lN(h)l(dﬁ;V(h() )Y Fon )= |N(h)|<aﬁ§v<h(> B)

Se demuestra que estos estimadores de la covarianza son mds robustos que el estimador

del variograma (los datos no estin elevados al cuadrado), pero presentan un sesgo3 :

3 Por ejemplo, para h = 0, ambos estimadores coinciden con el estimador clésico de la varianza a priori C(0):
-~ Iy =12
CO=—Y [2(x,)=Z]
o=1
cuya esperanza es, bajo la hipétesis simplificadora que los datos no estdn correlacionados
E[C(O)]=n7_1C(0) =(1—%) C€(0).

Bajo la hipétesis de no correlacion entre los datos, se tiene un sesgo igual a C(0)/n para el estimador de
la varianza a priori C(0). En realidad, como la variable regionalizada manifiesta cierta continuidad espacial,
los datos estdn correlacionados y el sesgo es todavia mas importante.
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E[C,(0)]%C(h)

E[C,(h)]#C(h)
El sesgo es mds importante cuando el nimero de datos es pequefio. Proviene de haber
recurrido, en el cdlculo de la covarianza experimental, a una estimacion de la esperanza m

por una media aritmética de datos. El variograma experimental no tiene este inconveniente,
pues evita estimar la esperanza de la funcién aleatoria.

De la misma manera que para el variograma, se introduce tolerancias en las distancias y
los dngulos cuando la malla de muestreo es irregular.

_Covarianza no ergodica omnidireccional

Variograma
[o0]
o
|
-

0.0

——T T T
0.00 1.00 2,00 3.00 4.00 5.00

Distancia (km)

Figura 6. Variograma omnidireccional calculado a partir del estimador
de la covarianza no ergddica, planteando '§((h)=é2 (h)—é2 0).
3.2. Covarianza no centrada

Una alternativa interesante es recurrir a la covarianza no centrada, denotada C,., que,
bajo la hipétesis de estacionaridad, s6lo depende de la separacion entre datos:

C, . (h)=E[Z(x+h)Z(x)]=C(h)+m".
La covarianza no centrada estd relacionada con el variograma por la relacion:
Y()=C, (h)~C,.(0)

y constituye, en consecuencia, una herramienta equivalente a la covarianza centrada o al
variograma. Puede estimarse sin sesgo con:
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nc( ) m%) ( )Z(Xﬁ)

De este modo, Cp(0) — Cpe(h) constituye un estimador insesgado del variograma y(h).
Este estimador atenda la influencia de los valores altos, en comparacién con el variograma
experimental cldsico, puesto que los valores de los datos ya no intervienen en un cuadrado.
Esto es particularmente interesante en el caso de datos cuya distribucién es muy asimétrica
y presenta algunos valores extremos que hacen inestable el variograma experimental.

3.3. Correlograma experimental
El correlograma se define como el cuociente entre la covarianza y la varianza:
p(h)=corr[Z(x+h),Z(x)]=C(h)/C(0).

Tal como para la covarianza, se puede definir un estimador ergddico, que utiliza todos
los datos al momento de estimar la esperanza y la varianza:

C ()

p,(h)=
C (0)

y un estimador no ergddico, que sélo utiliza los datos que estdn apareados para el vector h:

C,(h)
6 e (MG, (h)

p,(h )—

~ h h)]
con Gcabc:a( ) \/lN(h)l(az[ ( ) anbc a( )

BN (h)

1
8., (h)= \/| oM Y [z(x)-Z,,,, (W .

BeN (h)

Los estimadores asi definidos son més robustos que el estimador del variograma, pero
sesgados debido a que utilizan estimadores de la esperanza y de la varianza:

E[p,(h)]=p(h)
E[p,(h)]=p(h)
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Correlograma no ergodico omnidireccional /

Variograma estandarizado
1
~

——T T T
0.00 1.00 2,00 3.00 4.00 5.00

Distancia (km)

Figura 6. Variograma estandarizado omnidireccional calculado a partir del estimador
del correlograma no ergédico, planteando (h)=p,(0)—p,(h).

3.4. Variograma desagrupado

Para corregir los efectos provocados por una malla irregular de muestreo, hemos visto
que era usual ponderar los datos (operacién de desagrupamiento) al momento de calcular el
histograma. Este procedimiento se puede extender al cdlculo del variograma experimental,
planteando:

~ 1 )
Th)=2 Y o,lz(x,)—z(xp)T,

N(h)
donde los ponderadores {Wgg, (0,) € N(h)} suman 1.

Varias opciones han sido planteadas para definir estos ponderadores, por ejemplo ®qg
podria ser el promedio de los ponderadores de desagrupamiento asignados a los datos n°al y
n°B por el método de las celdas. Aunque parece interesante para desagrupar el variograma
experimental, esta alternativa todavia no es de uso comun.

3.5. Otras herramientas

Los estimadores definidos hasta ahora (variograma tradicional, covarianza, covarianza
no centrada, correlograma, variograma desagrupado) pueden ser utilizados para calcular un
variograma experimental. Como recomendacién general, es preferible utilizar estimadores
insesgados (luego, evitar la covarianza centrada o el correlograma).
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Varias otras herramientas variograficas han sido propuestas en la literatura, pero sus

propiedades son mal conocidas y no sustituyen al variograma experimental tradicional.
Citemos:

Variograma relativo general

Esta herramienta consiste en normalizar el valor del variograma en h por el cuadrado de
la media de los datos separados por h:

?(h)z con n’%(h)zzcabc;a(h)'i_gwla (h) .
m(h) 2

'AYRG (h)=

Variograma relativo por pares

La normalizacién interviene a nivel de cada par de datos:

I [2(x,)—2(xp)T
2IN ()| 55 [2(x,) +2(x;) 1P /4

'AYRP (h)=

Se plantea un problema en la definicion anterior cuando la variable regionalizada puede
anularse, caso en el cual el denominador puede ser nulo.

Los variogramas relativos son mds robustos que el variograma cldsico a la presencia de
valores extremos, cuya influencia se reduce a causa de la normalizacion efectuada. El
principal inconveniente de estos variogramas es que no pueden ser utilizados tal cual en
el formalismo geoestadistico: las ecuaciones que permiten resolver los problemas de
estimacion recurren al variograma o la covarianza, pero no a los variogramas relativos.
Estos tltimos sélo entregan un suplemento de informacion para mejorar la descripcion
de la continuidad espacial de los datos (alcance y anisotropia en especial).

Variograma logaritmico

En lugar de interesarse por la variable regionalizada misma, puede ser ventajoso hacer
el andlisis variografico de una transformada de ésta. Una transformacién frecuente es el
paso a logaritmos, planteando Y = In(Z) o, més generalmente, ¥ = In(Z + 1) donde U es
un escalar; esta transformacion atenua las diferencias entre los valores altos.

El problema principal concierne la vuelta a la variable original Z. Para poder deducir el
variograma Yz de esta dltima a partir del variograma logaritmico 7y, se requiere hipdtesis

sobre las distribuciones bivariables de la funcidn aleatoria Y. La hip6tesis més frecuente
es la de distribuciones Gaussianas, en cuyo caso se tiene:

Y, (h)=m} exp(c;){1-exp[~y, (W]}
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Variograma relativo general

donde my=E(Z)y (5,2/ =Var(Y)=ln[1+Var(Z)/m§] .

Variograma relativo general Variograma relativo por pares
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Figura 7. Variogramas relativos y variograma logaritmico para los datos de
concentracion de cobalto. No6tese que los valores en los cuales se estabilizan
estos variogramas difieren de aquellos del variograma tradicional (Figura 2)

MI684 - Geoestadistica

43



Capitulo 5. Analisis variografico:
2. Variograma modelado

El variograma experimental no puede utilizarse directamente. Por una parte, sélo estd
definido para ciertas distancias y direcciones, por lo que es incompleto. Por otra parte, esta
sujeto a ciertas aproximaciones, debido al ndmero limitado de datos y a los pardmetros de
tolerancia utilizado en el célculo. Para subsanar esta situacion, la idea es ajustar un modelo
tedrico de variograma en torno al variograma experimental. Esta etapa es la fase esencial de
todo estudio geoestadistico, pues aqui es donde uno “interpreta” la continuidad espacial de
la variable en estudio.

1. Propiedades de un variograma teérico

1.1. Propiedades matematicas

Para que una funcién sea un variograma, debe cumplir con varias propiedades:

e Paridad: y(h) =y(-h).
¢ Nulidad en el origen: v(0) =0.
e Positividad: v(h) = 0.

* Comportamiento al infinito:  lim y(h)/ lhi’=0.

s

e Funcidn de tipo negativo condicional:

k k k
VkeN',VA,...A, eR tales que Zki:O,Vxl,...xke D, ZZ?L, A v(x, —x,)<0.
i=1

=l j=1

Esta propiedad es una condicion necesaria y suficiente para que 7y sea el variograma de
una funcidn aleatoria. El adjetivo condicional se refiere al hecho de que la desigualdad
es valida s6lo para una clase restringida de ponderadores (A4,... A), a saber, los de suma
total nula.

MI684 - Geoestadistica 44



1.2. Comportamiento en el origen

Mientras mds regular el variograma en el origen (distancias cercanas a 0), mds regular
es la variable regionalizada en el espacio. Se suele distinguir tres tipos de comportamiento
para el variograma en el origen (Figura 1):

* parabdlico: corresponde a una variable regionalizada muy regular en el espacio
* lineal: corresponde a una variable regionalizada continua, pero no tan regular

* discontinuo: corresponde a una variable regionalizada mds errdtica, es decir, con
discontinuidades en la distribucién espacial de sus valores. La desemejanza entre
dos datos muy cercanos no es despreciable: los valores medidos varian a una escala
muy pequefia y su continuidad no es perceptible. Este fendmeno se llama efecto
pepita, por referencia a las leyes de oro en los yacimientos auriferos, que cambian
repentinamente cuando hay pepitas de oro.

Variable continua Variable erratica

200000 200,000 =y v 20000075
I : g 4000 R £ 4000
. b b : .
o e 2000
5 | d . 3

Norte [m]

1.000

0.000

Este [m] Este [m]

Variograma parabolico en el origen Variograma lineal en el origen Variograma discontinuo en el origen (efecto pepita)

80| 80] 80

60
40_]

20_] 20_] 20_|

Variograma
Variograma
Variograma

T T ] T 1
10.0 200 300 40.0 K 10.0 200 30.0 400 100 200 300 400

Distancia [m] Distancia [rm] Distancia [m]

Figura 1. Relacion entre la regularidad espacial de una variable regionalizada (arriba)
y el comportamiento en el origen del variograma (abajo)

1.3. Comportamiento para distancias muy grandes

Frecuentemente, el variograma crece a partir del origen y se estabiliza, a partir de una
distancia a, en torno a una meseta. En este caso, se demuestra que esta meseta es igual a la
varianza a priori:
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Y(h) = C(0)-C(h)

s s

Y(e0) = C(0)=c": varianza a priori.

Las dos variables aleatorias Z(x) y Z(x + h) estardn correlacionadas si la longitud del
vector de separacion h es inferior a la distancia a, que se denomina el alcance. El alcance
corresponde a la nocién intuitiva de zona de influencia : mas alla de lhl = a, el variograma
es constante e igual a su meseta y las variables Z(x) y Z(x + h) son independientes (en rigor,
no estdn correlacionadas). Los variogramas con meseta se denominan también modelos de
transicion.

1.00_ Variograma con meseta

meserd 1.00 lge - - - oo c e e

Variograma

]

1

1

1

1

1

1

1

]

1

1

1

1

1

1

1

]

1

1

1

.00_] v
—
0. 20. 40. 60. 80. 100.

Distancia alcance

Figura 2. Variograma con meseta y alcance
A veces, el variograma crece infinitamente cuando la distancia aumenta y no presenta
meseta ni alcance. En este caso, la varianza a priori es infinita y no existe la funcién de

covarianza ni el correlograma.

1.20__Variograma sin meseta

Variograma
[o2]
o

0. 20. 40. 60. 80. 100.

Distancia

Figura 3. Variograma sin meseta
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La ausencia de meseta puede ser también un efecto de la escala de observacién, cuando
el variograma si alcanza una meseta, pero para una distancia mayor a la maxima distancia
de calculo.

1.4. Comportamiento direccional

Un variograma 7y(h) es isétropo si es idéntico en todas las direcciones del espacio, es
decir, si no depende de la orientacién del vector h, sino s6lo de su médulo hl. En caso
contrario, hay anisotropia; tal propiedad caracteriza un fenémeno que se extiende de
preferencia en ciertas direcciones.

Variable regionalizada
=) X 4 e
w

1.20_ Variograma anisotropo

1.00 N55E

.80
N350

PRI IR R

.60.

|

Variograma

.40

.20.

RN IR R

.00.

(=)
n
=]
a
=)
@
=]
®
o
=)
=]

_ L Vi
200.000
Este [m] Distancia [m]

Figura 4. Variable regionalizada con direccion preferencial de continuidad (izquierda)
y variograma en las direcciones de mayor y menor continuidad (derecha)

1.5. Otras propiedades

Periodicidad: suele ocurrir con fendmenos temporales, menos con fenémenos espaciales.
Efecto de hoyo: el variograma no es mon4tono.

Variograma periodico amortiguado Variograma con efecto de hoyo

1.60
1.20_]

1.20

.80_

Variograma
Variograma

.80

.40

P T N NN SN

.00 .00
e e s e e e e e o N B s e e | e e L e e e e e e o S B e e e |

20 4.0 6.0 8.0 10.0 .0 20 4.0 6.0 8.0 10.0

=}

Distancia Distancia

Figura 5. Variograma con periodicidad (izquierda) y efecto de hoyo (derecha)
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El variograma s6lo provee una caracterizacién parcial de la funcién aleatoria. Varias
caracteristicas de la distribucién espacial no estdn descritas por esta herramienta, como la
conectividad espacial de valores. Esta caracteristica s6lo se puede investigar al examinar
distribuciones multivariables (que involucran a mds de dos sitios a la vez).

Agrupacion parcial de leyes Agrupacion total de leyes

K .

Norte

200,000 Este 200,000 Este 200,000

Figura 6. Ejemplos de realizaciones con diferentes caracteristicas de conectividad espacial.
A pesar de esto, todas tienen el mismo variograma

2. Modelos elementales de variograma

Una funcién es un variograma si y sélo si es de tipo negativo condicional. Es una
propiedad muy restrictiva y dificil de controlar, incluso si se trabaja en un espacio de una
dimension. Por esto, en general, se elige un modelo de variograma entre las funciones de
las cuales sabemos que son de tipo negativo condicional. A continuacién, daremos algunos
ejemplos de funciones que tienen esta propiedad y que constituyen los modelos mas usados
en la prictica.

2.1. Efecto pepita

El variograma pepitico de meseta C se define como:

0 sih=0
Y(h)= :
C en caso contrario
Este modelo de variograma alcanza inmediatamente su meseta: hay ausencia total de
correlacion espacial, de modo que la geoestadistica encuentra todos los resultados de la
estadistica cldsica. Es un caso poco frecuente en las aplicaciones, a menos que los errores
de medicién sean muy grandes o que las distancias entre datos sean mayores que el alcance
real, en cuyo caso la continuidad espacial es imperceptible.
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1.20_ Variograma pepitico
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Figura 7. Variograma pepitico (derecha) y ejemplo
de variable regionalizada asociada (izquierda)

2.2. Modelo esférico

El variograma esférico de alcance a y meseta C se define como:

27 _ 1) Thi<
y(h)= 7 2l silhl<a

C en caso contrario

1.20_ Variograma esferico

3.000 m

2.000

Variograma
[o2]
o

1.000 40_]

0.000

—r T
0. 20. 40. 60. 80. 100.

200,000

Distancia

Figura 8. Variograma esférico (derecha) y ejemplo
de variable regionalizada asociada (izquierda)

El efecto pepita podria verse como un modelo esférico de alcance infinitamente corto.

Sin embargo, desde el punto de vista fisico, existe una diferencia fundamental entre los
modelos pepitico y esférico: el primero representa una variable regionalizada discontinua a
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la escala de observacion, para la cual los valores cambian repentinamente de un punto a
otro, mientras que el segundo describe una variable regionalizada continua.

2.3. Modelo exponencial

El variograma exponencial de pardmetro a y meseta C se define como:

Y(h):c{1_exp(_ I )}

Contrariamente al modelo esférico que llega a la meseta exacta para lhl = a, el modelo
exponencial solo alcanza su meseta asintéticamente. En todo caso, se puede considerar un
alcance practico igual a 3a para el cual el variograma llega al 95% del valor de su meseta

B Variable regionalizada 1.20__Variograma exponencial
200,000 T T 7]

i

3.000 1
1.00_]

80_]
2.000 B

60_]

Norte
Variograma

1.000 40

20_]

0.000

.00_]

Distancia

Figura 9. Variograma exponencial (derecha) y ejemplo
de variable regionalizada asociada (izquierda)

2.4. Modelo Gaussiano

El variograma Gaussiano de pardmetro a y meseta C se define como:

v<h>=C{1—exp[—@]}
a

La meseta se alcanza asint6ticamente y el alcance prictico puede considerarse igual a

a3

MI684 - Geoestadistica 50



Variable regionalizada
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.00
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Figura 10. Variograma Gaussiano (derecha) y ejemplo
de variable regionalizada asociada (izquierda)

2.5. Modelo seno cardinal
El variograma seno cardinal de pardmetro a y meseta C se define como:

a [hi
h)=C<{1—-—sen| —
v(h) hi P

Variograma seno cardinal

3.000 T

1.20_]

2.000

Variograma

1.000

0.000 T
.00

|
100.

200,000

Distancia

Figura 11. Variograma seno cardinal (derecha) y ejemplo
de variable regionalizada asociada (izquierda)

|
100.

Este modelo presenta oscilaciones, las cuales tienen generalmente una interpretacion
fisica (fenémeno periddico amortiguado, por ejemplo). El alcance prictico vale 20.37 a y la
mitad del seudo-periodo es igual a 4.49 a, distancia para la cual el variograma vale 1.21 C.
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2.6. Modelo potencia
El variograma potencia de pendiente ® y exponente 0 se define como:
yY(h)=wlh!’

Este variograma no posee ni meseta ni alcance, sino que crece en forma indefinida. El
exponente 0 puede variar entre 0 (variograma pepitico) y 2 (variograma parabdlico). El
modelo se llama /ineal cuando el exponente vale 1. A modo de ejemplo, el movimiento
browniano fraccionario de pardmetro 1 € ]0,1[ es un proceso aleatorio cuyo variograma es
el modelo potencia y(h) = Ih/*".

Variable regionalizada
— .

1.20_Variograma potencia

3.000

1.00_]

80_]
2.000 ]

60_]

Norte

Variograma

1.000 40_]

20_]

0.000 :’
.00

0. 20. 40. 60. 80. 100.

Este 200.000

Figura 12. Variograma potencia (derecha) y ejemplo de variable

regionalizada asociada a un variograma lineal (izquierda)

3. Modelamiento de un variograma experimental

3.1. Modelos anidados

El variograma experimental mide la desemejanza promedio entre dos datos en funcién
de su separacién. A menudo, presenta cambios de pendiente, que indican un cambio en la
continuidad espacial a partir de ciertas distancias. Se pone asi en evidencia distintas escalas
de variacién en la variable regionalizada. El variograma puede modelarse como la suma de
varios modelos elementales denominados modelos anidados o estructuras anidadas (Figura
13):

Y(h)=7,(h)+7,(h)+...+7s(h).

Cada escala de observacion integra todas las estructuras de los niveles inferiores. Por
ejemplo, si se trabaja a la escala métrica, el variograma incorporard la variabilidad presente
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a escalas de milimetros, centimetros... pero la variabilidad kilométrica no se manifestara.
Por lo tanto, hay una jerarquia entre las estructuras, que se encajan unas dentro de las otras,
de donde viene el calificativo de anidadas.

1.20_Variogramas anidados

Variograma
[=2]
o

T T T T T T T T T T T

—
0. 40. 80. 120.

Distancia [m]

Figura 13. Variograma anidado obtenido por la suma de
un efecto pepita y dos modelos esféricos

En la préctica, la descomposicion anterior no es tnica, pues las escalas de variabilidad
de una variable regionalizada son raramente tan diferenciadas. Ademds, en general, el uso
de estructuras anidadas sé6lo representa una comodidad para el ajuste, sin que exista una
interpretacion de cada estructura. Por otro lado, es claro que una estructura de pequeiia
escala s6lo podrd identificarse si la malla de muestreo es suficientemente fina. De la misma
manera, una estructura de gran escala s6lo aparecerd en el variograma si el didmetro del
dominio muestreado es bastante grande.

3.2. Efecto pepita

El efecto pepita puede deberse a varios factores, entre los cuales destacan:

¢ Presencia de una “micro-estructura”, o sea, un modelo anidado de alcance pequeiio
con respecto a la escala de observacion. Por ejemplo, consideremos un modelo anidado
compuesto de dos estructuras: la primera de alcance a centimétrico y de meseta C, y la
segunda de alcance kilométrico. En la vecindad del origen, el variograma presentard
una zona de crecimiento que alcanzara rdpidamente (después de algunos centimetros) la
meseta C. A la escala kilométrica, este crecimiento se confundira con una discontinuidad
en el origen, es decir, con un efecto pepita, de meseta C (Figura 14).
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Figura 14. Génesis de un efecto pepita

Asi, un efecto pepita puede ser la manifestaciéon de una escala de variabilidad cuyas
dimensiones caracteristicas son muy inferiores a la escala de trabajo: sélo la meseta de
esta “micro-estructura” es mensurable (estd dada por la amplitud del efecto pepita), sus
otros rasgos son imperceptibles.

® Soporte de las mediciones. Debido al efecto de soporte, se sabe que la variabilidad de
una variable regionalizada aumenta cuando disminuye el soporte en el cual se mide esta
variable. Asi, un soporte de mediciones pequefio puede significar una importante
componente pepitica que oculta la continuidad subyacente de la funcién aleatoria. Un
soporte mds voluminoso conduciria a una disminucién de la constante pepitica y una
mejor apreciacion de la continuidad de los valores. La teoria establece que la amplitud
(meseta) del efecto pepita es inversamente proporcional al volumen de la medicidn.

¢ Errores de medicion. En el caso de que las mediciones estén afectadas por errores, el
variograma suele presentar un efecto pepita. Si los errores son independientes entre si,
de misma varianza y se suman a los valores reales, entonces el variograma de los datos
erréneos es igual al variograma de los datos reales (sin error) mds un efecto pepita igual
a la varianza del error.

¢ Errores de ubicacion de los datos. Del mismo modo que los errores de medicion, el
tener errores en la posicion de los datos introduce un efecto pepita en el variograma.

3.3. Anisotropia

Las anisotropias se manifiestan cuando el variograma difiere segtin las direcciones del
espacio. En ausencia de anisotropia, Y(h) s6lo depende del médulo del vector de separacion
h, no de su orientacién. Como los modelos elementales de variograma estdn definidos para
el caso is6tropo, debemos examinar las transformaciones que permiten el paso a modelos
anisotropos.

En la prictica, las anisotropias se pueden identificar al comparar los variogramas
experimentales calculados a lo largo de varias direcciones del espacio, por ejemplo, en el
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caso bidimensional, a lo largo de las direcciones orientadas 0°, 45°, 90° y 135° con respecto
al eje de las abscisas. A menudo, se completa este examen dibujando el mapa variogréfico.
Cuando hay isotropia, los variogramas experimentales en las diferentes direcciones se
superponen y el mapa variografico dibuja circulos (caso bidimensional) o esféras (caso
tridimensional).

En el caso contrario, se estd en presencia de una anisotropia. Se distingue varios tipos
de anisotropia, en especial, la anisotropia geométrica y la anisotropia zonal.

Anisotropia geométrica

Una anisotropia se dice geométrica cuando el mapa variografico dibuja elipses
concéntricas (caso 2D) o elipsoides (caso 3D). Los variogramas direccionales tienen la
misma forma, pero alcances diferentes.

En el caso bidimensional, la anisotropia geométrica queda completamente definida por
su coeficiente de anisotropia a/b, raz6n entre el eje menor a y el eje mayor b de cualquiera
de las elipses de isovalores, y el dngulo de anisotropia 6, formado por el eje mayor y el eje
de las abscisas. El primero indica la “intensidad” de la anisotropia (mas marcada cuando se
aleja de 1), mientras que el segundo indica su orientacién. En el caso tridimensional, se
debe definir dos coeficientes de anisotropia y dos dngulos.

y(h)

Dy ; D,

Ih|

Figura 15. Ejemplo (2D) de anisotropia geométrica de razén a/b y dngulo 0. Izquierda:
elipse de alcances. Derecha: variograma en las direcciones principales de anisotropia

Se puede escribir:
Y(h)="y,(IAhl)

donde 7Y, es un variograma isétropo y A una matriz (2x2) 6 (3x3) que depende de los
angulo(s) y coeficiente(s) de anisotropia. Es decir, una transformacién lineal de las
coordenadas espaciales (rotacion seguida de una homotecia) basta para volver a la situacién
de isotropfa.
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Anisotropia zonal

Existen variogramas cuya anisotropia no puede corregirse con una transformacion
lineal de coordenadas, especialmente aquellos que presentan una meseta variable segun la
direccién del espacio.

En un sentido estricto, la anisotropia zonal es un modelo en el cual la funcién aleatoria
no depende de una (o varias) coordenada(s). Esto sucede a veces cuando se trabaja en el
espacio de tres dimensiones. Por ejemplo, en el estudio de un fenémeno sedimentario, la
variabilidad suele ser mds importante a lo largo de la direccién vertical que atraviesa los
estratos, que en los estratos mismos. Como una primera aproximacion, la funcién aleatoria
es constante en el plano horizontal, de manera que su variograma y(h) sélo depende de la
componente vertical de h. Denotando como 6 el dngulo entre h y la direccién vertical y u
un vector unitario orientado verticalmente, se puede escribir:

v(h)=7(lhlcosbu).

Este variograma tiene la misma meseta en todas las direcciones del espacio excepto en
el plano horizontal para el cual cos 8 =0y y(h) = 0.

h
D, y(h)

D, D; Dy

Dy. D,

Ih|

0 hcos® h

Figura 16. Ejemplo (3D) de anisotropia zonal en direccion vertical. Derecha: variogramas
en las direcciones horizontales (D;,D,), vertical (D3) y una direccién oblicua (Dg ).

Una forma equivalente de definir la anisotropia zonal consiste en verla como una
anisotropia geométrica donde el eje mayor de la elipse (elipsoide) de alcances se vuelve

infinitamente grande. En el mapa variografico, la elipse se convierte entonces en una banda.

Anisotropias complejas

La suma de varios variogramas isétropos o con anisotropias zonales o geométricas con
caracteristicas diferentes (dngulos y coeficientes de anisotropia) permite hacer frente a la
mayor parte de las situaciones encontradas en la préctica.
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3.4. Reglas de ajuste

Consideremos el siguiente ejemplo de variograma experimental, calculado a lo largo de
las direcciones principales de anisotropia en el espacio de tres dimensiones.
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Figura 17. Variograma experimental a lo largo de tres direcciones principales de
anisotropia (D1, D2,D3). ;Cudl puede ser el modelo de variograma?

Antes de ajustar un modelo, empecemos con determinar (visualmente) las principales
caracteristicas del variograma experimental:

e el variograma tiene un efecto pepita de meseta 0.1 aproximadamente;

¢ en la primera direccion (D1), el variograma tiene un alcance cercano a 200m y una
meseta cercana a 1.0;

¢ en la segunda direccién (D2), el variograma tiene un alcance cercano a 120m y una
meseta cercana a 1.3;

® en la tercera direcciéon (D3), el variograma tiene un alcance cercano a 50m y una
meseta cercana a 1.5;

® en cada direccion, aparte del efecto pepita, el comportamiento en el origen es lineal,
lo que sugiere utilizar modelos anidados de tipo esférico o exponencial.

Dado que el modelo serd la suma de modelos bdsicos (variograma anidado), se va a ir
sumando contribuciones positivas a medida que se agregan los modelos anidados. Por esta
razon, el modelamiento se realizard yendo “desde abajo hacia arriba” en el eje de ordenada
correspondiente al variograma.

El primer “hito” en el eje de ordenada corresponde al efecto pepita, cuya amplitud es de
0.1. Por lo tanto, usaremos como primer modelo bésico dicho efecto pepita (Figura 18A).
El segundo hito corresponde a la meseta (1.0) en la primera direccién. Como ya tenemos un
efecto pepita de meseta 0.1, sélo falta agregar un modelo bésico (digamos, un exponencial)
de meseta 0.9 y cuyos alcances en las tres direcciones D1, D2 y D3 son 200m, 120m y

MI684 - Geoestadistica 57



50m, respectivamente (Figura 18B). El siguiente hito es la meseta (1.3) en la direccién D2.
Estando en la meseta 1.0, falta agregar un modelo bésico (exponencial) de meseta 0.3; sus
alcances en las direcciones D2 y D3 son 120m y 50m respectivamente, mientras que el
alcance en la direcciéon D1 se pone infinito de modo de no alterar mas el variograma en esta
direccion (esto equivale a considerar una anisotropia zonal a lo largo de la direccién D1)
(Figura 18C). De manera andloga, para llegar al ultimo hito (meseta 1.5 en la direccién
D3), basta con agregar un dltimo modelo bdsico de meseta 0.2 y alcances infinitos en las
direcciones D1 y D2 y 50m en la direccién D3 (Figura 18D).
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Figura 18. Pasos para el modelamiento del variograma
experimental, sumando modelos anidados.

El modelo final queda como:

v(h) = 0.1 pepa + 0.9 exp(200m,120m,50m) + 0.3 exp(ce,120m,50m) + 0.2 exp(eo,00,50m).

donde las distancias entre paréntesis indican los alcances précticos en las direcciones DI,

D2 y D3, respectivamente.
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3.5. Aplicacion a los datos de contaminacion de suelo

Reanudamos con el variograma experimental de los datos de concentracion de cobalto,
calculado a lo largo de las direcciones reconocidas como de mayor y menor continuidad (a
saber, N60°E y N30°W) (Figura 5, capitulo anterior). Aplicando el procedimiento descrito
previamente, se propone el siguiente modelo compuesto de un efecto pepita y tres modelos
esféricos:

v(h) = 2.5 pepa + 5.5 esf(0.85km,0.85km) + 3.5 esf(3km,1.8km) + 4.0 esf(oo,1.8km).

En esta ecuacion, el primer alcance corresponde a la direccion N60°E, mientras que el
segundo alcance se refiere a la direccién ortogonal N30°W.
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Figura 19. Modelamiento del variograma experimental
de las concentraciones de cobalto.

3.6. Consideraciones practicas

La representacién de una variable regionalizada por un variograma es una operacién
subjetiva: no existe un modelo subyacente “verdadero”. En la prictica, conviene asegurarse
que el modelo elegido respete las principales caracteristicas del variograma experimental
(efecto pepita, comportamiento en el origen, existencia o no de una meseta, anisotropia) y
que no sea indtilmente complejo.

En general, se agregan varios modelos de base, que idealmente modelan componentes
espaciales de escalas diferentes. Inicialmente, se selecciona la familia de modelos bésicos
que se quiere utilizar, luego se ajusta sus pardmetros (meseta, alcance...). Se procurard
evitar el uso exclusivo de métodos de ajuste automaéticos. Por el contrario, el modelamiento
de un variograma debe ser un trabajo interactivo, donde el usuario tiene la dltima palabra.
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Se puede afiadir las siguientes observaciones.

e La eleccién de un modelo con o sin meseta se decide en funcién del comportamiento
del variograma experimental para distancias grandes. Sin embargo este comportamiento
puede ser erratico, por intervenir pocos pares de datos cuando la distancia se acerca a la
dimension médxima del campo. En general, se considera que el variograma experimental
en una direccion es poco confiable para distancias superiores a la mitad del didmetro del
campo en esta direccion. El ajuste de la meseta se hace en torno a las fluctuaciones del
variograma y/o de la varianza empirica de los datos. Cabe sefialar que la meseta del
variograma puede diferir de la varianza del histograma (varianza empirica de los datos),
pues representa el valor que tendria la varianza empirica cuando el dominio donde se
distribuyen los datos se vuelve infinitamente grande.

e El comportamiento del variograma en el origen puede no ser accesible si la malla de
muestreo es demasiado grande. Asi, una micro-estructura puede estar oculta y aparecer
como un efecto pepita si la distancia mds pequefa para la cual se calcula el variograma
es mayor que el alcance prictico. Frecuentemente, se adopta un modelo lineal en el
origen (esférico o exponencial) con una constante pepitica que se obtiene extrapolando
el variograma experimental hasta el eje de las ordenadas. Si el efecto pepita aparente es
negativo, una solucién consiste en utilizar un modelo con comportamiento parabdlico
en el origen. Pero esta situacion debe cuestionarnos acerca de los parametros de cédlculo
utilizados: el efecto pepita negativo (siempre artificial) puede verse exagerado, debido
al uso impropio de la tolerancia; puede deberse también al soporte de los datos, cuando
no es puntual.

¢ El ajuste a un modelo no se hace considerando solamente el variograma experimental,
sino que se debe tomar en cuenta toda la informacion disponible sobre la variable
regionalizada. Una anisotropia o una periodicidad deben modelarse si son obvias en el
variograma experimental o si son explicables por consideraciones fisicas. Asimismo, es
esperable observar un efecto pepita cuando las mediciones estdn afectadas por errores.

¢ Finalmente, la mayoria de las aplicaciones (problemas de estimacién) no requieren el
conocimiento del variograma para todas las distancias. Conviene ajustar el variograma
hasta la escala de trabajo considerada. Mds alld, el ajuste no tiene importancia. Por
ejemplo, esta escala representa la “vecindad” donde se tomard la informacién para
estimar un valor en un sitio no muestreado (trabajo en una vecindad movil, ver capitulo
siguiente).

En conclusién el andlisis variografico hace uso tanto de la informacién disponible sobre
la variable en estudio, como del tacto en la eleccién y el uso de las herramientas, asi como
también de un sentido de la aproximacién. Se trata de la etapa esencial de todo estudio
geoestadistico y seguramente de aquella que menos se presta al automatismo.

MI684 - Geoestadistica 60



Capitulo 6. La estimacion local

La estimacion local busca estimar o predecir el valor de la variable regionalizada en un
sector del campo estudiado, a partir de los datos disponibles (problema de “interpolacién”
espacial). En este capitulo, estudiaremos algunos métodos tradicionales de interpolacion e
introduciremos el método de kriging (bautizado asi en honor de uno de los precursores de la
geoestadistica, Danie Krige).

1. Métodos tradicionales

El problema se formula de la siguiente manera: estimar el valor z(Xo) (desconocido) de
la variable regionalizada estudiada en un sitio Xy a partir de los valores conocidos en sitios
con datos. Para ello, se buscard asignar un ponderador a cada dato.

m

0.5¢ A

0.25F

coordenada norte
=]
Yo

-0.25F

A
.

05 . . . .
-0.5 -0.25 0 0.25 0.5

coordenada este

Figura 1. ;Como estimar el valor en el sitio “?” a partir de
los valores en los sitios con datos A, B, C, D, E, F?

1.1. Interpolacion por el mas cercano vecino

Este estimador atribuye toda la ponderacién al dato mds cercano al sitio a estimar. En el
caso mostrado en la Figura 1, se trata del dato ubicado en C. El estimador apantalla a todos
los datos salvo el mds cercano, luego omite gran parte de la informacién y probablemente
carece de precision.
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Figura 2. Ponderacion obtenida con la interpolacion por el mds cercano vecino.

1.2. Inverso de la distancia

Este segundo estimador asigna a cada dato una ponderacién inversamente proporcional
a (una potencia de) su distancia al sitio a estimar.
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Figura 3. Ponderacion obtenida con la interpolacién por inverso de la
distancia (izquierda) e inverso del cuadrado de la distancia (derecha).

Si la potencia es baja (cercana a cero), la distancia elevada a esta potencia es cercana a
1, por lo que el estimador asigna la misma ponderacion a todos los datos (media aritmética
de los datos). Al contrario, si la potencia es muy alta, el inverso de la distancia més pequeiia
se vuelve preponderante sobre todos los otros términos, y el estimador se convierte en el del
mas cercano vecino.
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1.3. Otros métodos

Muchos otros métodos de interpolacién han sido propuestos en la literatura, entre los
cuales podemos citar:

¢ El método de Sibson (interpolacion por vecindad natural), que busca una funcién
de interpolacién continua y derivable en el espacio. La ponderacién se concentra en
los sitios vecinos del sitio a estimar, que hacen de pantalla a los sitios més lejanos.

e Las interpolaciones basadas en una triangulacion del espacio. Consisten en dividir
el espacio en tridngulos disjuntos cuyos vértices son los sitios con datos, luego en
interpolar dentro de cada tridngulo. Existen varias opciones para la triangulacién,
siendo la mds conocida la triangulacién de Delaunay (los vértices de cada tridngulo
son los sitios con datos cuyos poligonos de influencia tienen un lado en comun). En
cuanto a la interpolacién dentro de cada tridngulo, puede hacerse con funciones
lineales (interpolacion lineal) o polinomios (método de Akima). Tal como el método
de Sibson, la interpolacién por triangulacién sélo considera los datos vecinos del
sitio a estimar, que apantallan a los otros datos.

¢ Los métodos baricentricos, que realizan la interpolacién por una suma ponderada
de los datos (tal como el inverso de la distancia). Como otro ejemplo, mencionemos
el método de interpolacion bilineal, que se utiliza cuando los datos estdn ubicados
en una grilla regular.

¢ Los métodos de superficies de tendencia, que consisten en aplicar una regresion
polinomial sobre los datos.

e Los splines de interpolacion que recurren a una familia de funciones muy regulares
en el espacio (splines cuibicos, splines laplacianos...), tal que se minimice un cierto
criterio matematico bajo la restriccion de interpolar los datos.

¢ [os modelos numéricos de terreno, para el caso especifico de la interpolacion de
la altitud topografica, que buscan incorporar la informacién que estructura el paisaje
(lineas caracteristicas como valles y curvas de nivel).

1.4. Propiedades

La pregunta que cabe plantease es saber si, entre todos los métodos anteriores, existe
uno que sea mejor que los otros. El término “mejor” podria ser tomado en el sentido de que
la desviacion cuadratica promedio entre los valores estimados y los valores verdaderos sea
la mds pequefia posible. En la prictica, ningin método es siempre mejor que otro, de modo
que la eleccién de uno u otro método no es trivial.

Para saber a qué método recurrir, uno puede implementar la técnica de jack-knife.
Consiste en dividir el conjunto de datos en dos sub-conjuntos. Luego, los datos del primer
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sub-conjunto son utilizados para interpolar los valores del segundo sub-conjunto. El anélisis
de los errores cometidos permite entonces decidir cudl es el método de interpolacién que
tiene el mejor desempefio. Una variante del método de jack-knife consiste en considerar un
segundo sub-conjunto reducido a un solo dato, siendo todos los otros datos parte del primer
sub-conjunto, y repitiendo la interpolacién para cada dato a la vez. Esta variante lleva el
nombre de validacion cruzada. Su puesta en marcha y los criterios que merecen atencion
para juzgar el desempefio de un método serdn detallados més adelante.

Todos los métodos presentados con anterioridad toman en cuenta la informacién de
naturaleza geométrica al momento de realizar la interpolacion, principalmente las distancias
que existen entre los sitios con datos y el sitio a estimar. Sin embargo, ignoran otra fuente
de informaciodn, que es la continuidad espacial de la variable en estudio, resumida a través
del modelo de variograma. El kriging que presentaremos a continuacién busca mejorar la
interpolacion de los datos al tomar en cuenta:

1) sus distancias al sitio a estimar
2) las redundancias entre los datos debidas a posibles agrupamientos
3) la continuidad espacial de la variable regionalizada (variograma):
a. privilegiar los datos cercanos si el variograma es muy regular en el origen
b. repartir la ponderacion entre los datos si existe un importante efecto pepita
c. en caso de anisotropia, privilegiar los datos ubicados en las direcciones de
mayor continuidad con respecto al sitio a estimar.
Asimismo, el kriging permitird cuantificar la precision de la estimacién mediante una

varianza que mide la dispersion del error potencial cometido en la estimacion.

2. Construccion del kriging

La resolucién de un problema de estimacién por kriging se articula siempre en torno a
las mismas etapas. Las diferentes variantes sélo radican en las hip6tesis realizadas sobre la
funcidn aleatoria Z = {Z(x) € D} que representa la variable regionalizada.

2.1. Restriccion de linealidad

El estimador tiene que ser una combinacién lineal ponderada (promedio ponderado) de
los datos, que denotaremos de la siguiente forma:

Z*(x0)=a+ika Z(x,),

=1

donde xg es el sitio donde se busca tener una estimacion, {Xy, &= 1... n} son los sitios con
datos, mientras que los ponderadores {Ay, 0= 1... n} y el coeficiente a son las incégnitas
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del problema de kriging. En rigor, se deberia escribir Ay(Xo) en lugar de Ay, puesto que los
ponderadores de kriging dependeran del sitio x¢ a estimar.

Esta restriccidn se debe a la decision de considerar s6lo los primeros momentos de las
distribuciones de probabilidad (esperanza y covarianza / variograma). La construccion de
estimadores mds sofisticados que no sean combinaciones lineales de los datos, requeriria la
especificacion de la distribucion espacial de la funcién aleatoria mds alld de su variograma.
Esto se puede realizar con métodos de geoestadistica no lineal (kriging de indicadores,
kriging disyuntivo, kriging lognormal, kriging multi-Gaussiano).

. # . . . . ., . .
Nota: el estimador Z (Xo) asi definido es una combinacién de variables aleatorias y, por

lo tanto, es una cantidad aleatoria. Para obtener una estimacién numérica, basta con aplicar
la férmula anterior a la realizacion particular que constituyen los datos experimentales:

z*(x0)=a+zn:7taz(xa).

2.2. Restriccion de insesgo
Esta etapa consiste en expresar que el error de estimacion tiene esperanza nula, es decir
E[Z"(x,)—Z(x,)]=0.

Se puede interpretar esta restriccion, reemplazando la esperanza matemdtica por una
media en el espacio: si se calcula sobre numerosas configuraciones de kriging idénticas, la
media de los errores de estimacion cometidos se acerca a cero. La ausencia de sesgo no
garantiza que los errores sean bajos, sino sélo que su media global es aproximadamente
nula.

2.3. Restriccién de optimalidad

Al superar las etapas anteriores, el estimador estd sometido a una o varias restricciones
pero no esta totalmente especificado. La dltima etapa consiste en buscar los ponderadores
que minimizan la varianza del error de estimacidn:

var[Z® (x,)—Z(x,)] es minima.

En términos intuitivos, esta restriccion significa que si se calcula sobre numerosas
configuraciones de kriging idénticas, la varianza estadistica de los errores de estimacion
cometidos es la mds baja posible. Este criterio de precision equivale a la minimizacion del
error cuadratico promedio.
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3. Plan de kriging

En general, los problemas de estimacion local no involucran la totalidad del campo y
tampoco utilizan todos los datos disponibles. Se define la vecindad de kriging, como el
dominio del espacio que contiene el sitio a estimar y los datos utilizados en la estimacidn.
El usuario puede considerar varias posibilidades.

3.1. Vecindad unica

Se habla de vecindad tnica cuando se efectia el kriging conservando todos los datos.
En este caso, incluso los datos muy alejados intervendrdn en la estimacién. Sin embargo,
salvo excepciones, su influencia serd muy baja (intuitivamente, un sitio alejado no aporta
demasiada informacién al sitio a estimar y se verd afectado por un ponderador de kriging
bajo).

Cuando los datos son muy numerosos, es initil conservarlos todos para una estimacion
local, puesto que se corre el riesgo de aumentar considerablemente los tiempos de célculo.
Por lo tanto, es necesario reducir el tamafio de la vecindad de kriging.

3.2. Vecindad movil

El kriging se realiza en una vecindad mdvil cuando sélo utiliza los datos “cercanos” al
sitio a estimar. Ahora, en general, uno no se limita a una sola estimacion local, sino que
busca estimaciones en los nodos de una grilla regular que cubre la zona estudiada. Falta
definir el tamafio y la forma de la vecindad, que se centra en el sitio a estimar y que se
desplaza a través del campo, a medida que se realiza las estimaciones (de donde viene el
adjetivo movil).

Tamaiio de la vecindad

El tamaio de la vecindad debe permitir un equilibrio entre varios factores:

e precision de las estimaciones: aumenta cuando la vecindad es més grande;

e tiempos de cdlculo, confiabilidad del modelo de variograma para grandes distancias,
cambios en la continuidad espacial de la variable regionalizada: debido a todos estos
factores, se tiende a elegir una vecindad de tamafo limitado.

Un criterio de decision son las llamadas técnicas de validacion cruzada o jackknife que

veremos mds adelante: se prueba varios tamafios de vecindad y se elige aquel que entrega

los resultados mas satisfactorios.

Cabe notar que no hay justificacion particular para limitar el tamafio de la vecindad al
alcance del modelo variografico, bajo el pretexto que los datos localizados mds alld de este
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alcance no tienen correlacion con el sitio a estimar. De hecho, en la mayoria de los casos,
estos datos intervienen indirectamente en la estimacion del valor promedio y mejoran la
precision, a veces de manera no despreciable. El factor a considerar en la eleccién del
tamafo de la vecindad es la cantidad de datos disponibles en la vecindad mds que el alcance
del variograma.

Forma de la vecindad

En la medida de lo posible, la forma de la vecindad debe tomar en cuenta la anisotropia
de la variable regionalizada, revelada por el anélisis variogrifico. Asi, en el caso de una
anisotropia geométrica, se considerard una vecindad en forma de elipse (o elipsoide) cuyas
caracteristicas — orientacion y excentricidad — sean idénticas a las de la elipse (elipsoide) de
anisotropia. A menudo, también, se divide esta elipse en varios sectores (en general, en
cuadrantes u octantes), en cada uno de los cuales se trata de buscar un nimero fijo de datos,
con el fin de repartir de mejor manera en torno al sitio que se quiere estimar, la informacién
que se va a conservar. La Figura 4 presenta un ejemplo de vecindad mévil en el espacio de
dos dimensiones, en forma de elipse centrada en el sitio a estimar. Los datos retenidos, tres
por cuadrante al maximo, estdn indicados.

Bisqueda de tres datos por cuadrante

? sitio a estimar
e dato seleccionado

o dato descartado

Figura 4. vecindad eliptica, dividida en cuadrantes
“@” = datos retenidos ; “0” = datos descartados

En caso de anisotropia méds compleja que la anisotropia geométrica, se suele conservar
una vecindad en forma de elipse o elipsoide, aunque idealmente se deberia escoger una
forma mas sofisticada (por ejemplo, una vecindad en forma de banda en caso de anisotropia
zonal pura). Hay que buscar entonces una elipse que se acerca lo mejor posible a las curvas
de isovalores del modelo variografico, que indican el nivel de correlacion en funcién de la
distancia geogréfica.
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4. Kriging de media conocida (kriging simple)

4.1. Hipétesis

Se supone que la variable regionalizada z es la realizaciéon de una funcién aleatoria Z
estacionaria tal que

Vvxe V, E[Z(x)]=m conocida
Vx,x+heV, cov[Z(x+h),Z(x)]=C(h)

donde V representa la vecindad de kriging (para un kriging en una vecindad unica, V es el
campo completo de la variable regionalizada).

4.2. Determinacion del estimador

Examinemos una a una las distintas etapas del kriging.

¢ Linealidad: se asegura esta restriccion al tomar como estimador en X

Z*(x0)=a+ika2(xa)

o=l

¢ Insesgo: el valor esperado del error de estimacion es

E[Z*(XO)—Z(XO)]=a+zn:7LaE[Z(xa)]—E[Z(xo)]=a+(i7ua -1)m

o=l o=l
=m =m

Este valor esperado es nulo si:
a=(1—ika)m
o
e Optimalidad: debemos calcular la varianza del error de estimacion:
Var[Z*(xo)—Z(xo)]zvar{Zn:ka Z(x,)—Z(x,)}

o=l

El término constante a no influye en la varianza, por lo cual se omite de la expresion.
Ahora, se tiene la siguiente regla de cdlculo:
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var{\,Z,}=X cov{Z,,Z,}

var{A,Z,+ N, Z, )=\ cov{Z,,Z,} + X, cov{Z,,Z, } + 2\, cov{Z,, Z,}
Generalizando:
K K K
var{} 1, Z}=Y Y M cov{Z,.Z,)
k=1 k=1 k'=1

Aplicando esta férmula, se obtiene:
var[Z (x,)—Z(x,)]

Ziika Ay COV{Z(XQ),Z(XB)}+COV{Z(XO),Z(XO)}—2’Z;7\.“ cov{Z(x,),Z(x,)}

o=l B=1

=iixa XBC(XQ—xﬁ)+C(0)—2ikaC(xa—xO)
o=1

o=l =1

donde C(.) es la covarianza de la funcién aleatoria Z. El minimo de esta expresion se
obtiene anulando sus derivadas parciales con respecto a las incégnitas {Aq, 0. = 1... n}.
Se obtiene finalmente el sistema de ecuaciones:

Y 2 C(x,—xp)=C(x,—x,) Vo= 1..n.
B=1

Es un sistema lineal, en el cual el nimero de ecuaciones y de incégnitas es igual a la
cantidad de datos utilizados. En escritura matricial, este sistema es:

Cx,—x,) - Cx,—-x,)\(\ C(x,—Xx,)

Cx,-x,) - Ckx,-x,) |A, C(x,—Xx,)
lo que permite determinar los ponderadores de kriging {Aq, o0 = 1... n}.

Es interesante notar que, debido a la condicién de insesgo, el estimador se pone bajo la
forma:

Z*(xo)zikaZ(xa)+(l—ika)m,

de modo que el valor de la media aparece como si fuera un dato adicional, al cual se asigna
una ponderacién igual al complemento de la ponderacién acumulada de los otros datos.
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Mientras menos ponderacion le damos a los datos (en la prictica, esto ocurre cuando uno se
aleja de estos datos), mas ponderacion recibe la media. El rol de la media es de compensar
la falta de informacién cuando los datos son escasos o alejados. Este kriging que supone
conocida la media fue bautizado kriging simple.

4.3. Varianza de kriging

La varianza minima del error de estimacion en el sitio x¢, llamada varianza de kriging,
se simplifica de la siguiente forma:

Gf(S (XO) :Gz _Zxoc C(Xoc _Xo) s
o=l

donde 6* = C(0) es la varianza a priori de la funcién aleatoria Z. Se puede mostrar que la
varianza de kriging simple siempre es menor o igual a la varianza a priori:

Oy (X,)<07.
5. Kriging de media desconocida (kriging ordinario)

5.1. Hipotesis

Se supone ahora que la variable regionalizada es la realizacion de una funcién aleatoria
Z estacionaria tal que

Vvxe V, E[Z(x)]=m desconocida
Vx,x+heV, cov[Z(x+h),Z(x)]=C(h)

donde V representa la vecindad de kriging.

5.2. Determinacion del estimador

Las etapas del kriging dan:

¢ Linealidad: se asegura esta restriccion al tomar como estimador en X

Z*(x0)=a+zn:7ua2(xa)

o=l
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Insesgo: el valor esperado del error de estimacion es

E[Z*(XO)—Z(XO)]=a+zn:7LaE[Z(xa)]—E[Z(xo)]=a+(i7La -1)m

o=l o=l
=m =m

Como se desconoce el valor de la media m, este valor esperado es nulo si:

a=0y anlazl.

o=l

La igualdad sobre la suma de los ponderadores asegura que, en el caso en que todos los
datos son iguales a una misma constante, el valor estimado restituird esta constante.

Optimalidad: como en el caso del kriging simple, la varianza del error de estimacién
es:

n n

var[Z (x,)—Z(x,)]= A Mg C(x,, —xﬁ)+C(0)—227%&;;0c -X,)

o=1 p=1 o=l

Se necesita minimizar esta expresion bajo la condicion de insesgo, que impone que la
suma de las incOgnitas es igual a 1. Esto se logra introduciendo una incégnita adicional
llamada multiplicador de Lagrange, que denotaremos como L. Se escribe:

var[Z(x,)—Z(x,)]

=CO)+Y Y A A Clx,—x)-2) A, C(x,—x)+2u( Y A, —1)
o=l p=I o=l o=1
=0
y se minimiza la funcién de las n+1 variables Aq,... A,,, W Calculando las n+1 derivadas

parciales de esta funcion y luego anuldndolas, se obtiene el sistema:

a n
mzo;;kﬁ C(XQ—XB)+M=C(XOL -X,) Va=l..n

aizo :Z?»a =1  (condicién de insesgo)
¥ -1

Este sistema contiene una incognita y una ecuacion mdas que el sistema de kriging
simple. Se puede escribir en notacién matricial:
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C(x,—x,) - C(x,—x,) 1)(A C(x,—X,)

C(x,-x,) - Ckx,-x,) 1| A C(x,—X,)
1 1 oln, o

Este kriging se denomina “kriging ordinario”. Siendo el variograma una herramienta
equivalente a la covarianza, a partir de la relacién y(h) = C(0) — C(h), se puede elegir
utilizarlo en lugar de la funcién de covarianza. Las ecuaciones de kriging pasan a ser:

Bz"xﬁy(xa—xﬁ)—uw(xa—xo) Vo=1..n
=1

Y=l

o=l

Esto es:

Y —x) e Y -x,) 1A V(X —X,)

’Y(Xl‘l _Xl) o Y(Xl1 _Xn) 1 7\’11 Y(Xl1 _XO)
1 1 0)\-u, 1

5.3. Varianza de kriging

La varianza de kriging ordinario (varianza del error cometido en el sitio x() se expresa
de la siguiente forma:

0%, (x,)=0" —ZM C(x,—X,)—1
o=1
:Zkoc ’Y(X(x—XO)_p’
o=l

donde 6° = C(0) es la varianza a priori de la funcién aleatoria Z, o sea, la meseta de su
variograma. Ahora, la segunda igualdad muestra que la varianza de kriging no depende de
este valor 6%, por lo cual el kriging ordinario sigue aplicable incluso cuando el variograma
no presenta meseta (por ejemplo, cuando es un modelo potencia).
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6. Otros tipos de kriging

6.1. Kriging con derivas

Este kriging se sustenta en la hipdtesis que la funcién aleatoria ya no es estacionaria y
su valor esperado (llamada “deriva” y denotada como m(x)) varia en el espacio, reflejando
una tendencia sistemadtica en la distribucion espacial de los valores. Existen tres variantes,
que dependen de la forma de esta deriva:

e Kriging universal, que supone que la deriva es un polinomio de las coordenadas.
e Kriging trigonométrico, donde la deriva es combinacion de funciones senos y cosenos.

e Kriging con deriva externa, que supone que la deriva es proporcional a una variable
externa conocida en forma exhaustiva. Por ejemplo, para estimar la temperatura a nivel
del suelo, se podria considerar la cota topogrifica (modelo digital de elevacién) como
deriva externa. Para evaluar la profundidad del techo de un horizonte en un reservorio
de petréleo, se puede utilizar el mapa obtenido por la interpretacion de datos sismicos
(tiempos de reflexion). En un inventario forestal, la deriva externa podria provenir de la
interpretacion de fotografias aéreas o de imédgenes satelitales.

La determinacion del sistema de kriging sigue las mismas etapas que aquellas vistas en
el kriging simple y kriging ordinario (linealidad, insesgo y optimalidad). Sin embargo, cabe
seflalar que la dificultad de estos métodos de kriging con deriva radica en la obtencién del
modelo variografico: la presencia de la deriva hace que el variograma experimental de los
datos estd sesgado con respecto al variograma tedrico:

E[y()]2y(h).

De alguna manera, la deriva oculta el variograma verdadero y dificulta la inferencia del
variograma. El dnico caso en que la inferencia es posible es aquel en que la deriva es
constante en una direccién del espacio: para todo vector h orientado en esta direccidn, se
tiene una esperanza constante y la inferencia del variograma y(h) es posible. Por ejemplo,
es el caso de la profundidad de los fondos marinos, donde puede considerarse que la deriva
es invariante en la direccidn paralela a la costa. Se puede entonces identificar el variograma
en esta direccidn, y luego, emprender un modelamiento suponiendo que este variograma es
isétropo.

6.2. Kriging de bloques

El kriging de bloques consiste en estimar directamente el valor promedio de la variable
sobre un soporte mayor que el soporte de los datos (bloque). Este kriging tiene interés en
varios dominios de aplicacién, como la evaluacién de recursos minerales (estimar leyes de
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mineral sobre unidades selectivas de explotacion) o las ciencias medio-ambientales (estimar
la concentracién de un contaminante sobre unidades de remediacion). Para que los célculos
tengan un sentido fisico, es necesario que la variable estudiada sea aditiva; por ejemplo, la
estimacién en un bloque de una variable como el pH no se podra realizar, pues el pH de un
bloque no es igual a la media aritmética de los pH puntuales en ese bloque.

A modo de ejemplo, supongamos que se desea estimar el valor en un bloque V" a partir

de datos puntuales ubicados en los sitios X;... X,.. El sistema de kriging ordinario de bloques
es muy similar al de kriging puntual, salvo por el segundo miembro:

Cx,—x) - C(x,—x,) 1\A) (C(x,.V)

Cx,-x) -~ Cx,-x,) 1%, [|Cx. 1)
1 | ol p 1

con

_ 1 1 &
C (X“’V):ﬁ.[r C(u—xa)dquZC(um -X,),

m=1

siendo {u;... uy/} un conjunto de puntos que discretizan el bloque V.

6.3. Co-kriging

Se trata de la versién multivariable del kriging, donde se busca estimar el valor de una
variable tomando en cuenta los datos de esta variable y de otras variables correlacionadas.
Por ejemplo, estimar la concentracion de cobalto en un sitio determinado, con ayuda de los
datos de concentracidn de cobalto y de niquel. La puesta en marcha del co-kriging requiere
tener los modelos variograficos de cada variable (Co y Ni), asi como variogramas cruzados
entre las distintas variables, para medir la correlacin existente entre estas variables.

El variograma cruzado entre dos variables (Z; y Z,) se define como:
1
3(12(h):§cov{Z1 (x+h)-Z,(x), Z,(x+h)-Z,(x)}

y se puede inferir a partir de los datos disponibles al plantear:

1
Y [z, (x,)— 2, (x)][2,(x,) 2, (xp)]

o )=
Y (h) 2IN(h) &,

donde N(h) = {(a,B) tal que x,— Xg = h, siendo ambas variables z; y z, medidas en Xq y Xg}.
Para poder determinar el variograma cruzado experimental, se necesita tener los datos de
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las diferentes variables en los mismos sitios; por lo tanto, no se puede calcular en caso de
heterotopia (es decir, cuando las variables estdn medidas en sitios distintos, en cuyo caso el
conjunto N(h) es vacio para todo vector h). Més detalles se exponen en el Anexo A.

6.4. Kriging no lineal

Estos métodos consisten en aplicar kriging a una transformada (no lineal) de la variable
Z, luego en volver a esta variable. Esta etapa de transformacion de vuelta no es trivial, pues
requiere introducir correcciones para que el estimador final no tenga sesgo. Por ejemplo, si
la transformada logaritmica tiene una distribucién Gaussiana, se obtiene el llamado kriging
lognormal.

- 2
Z"(x))=exp{)_ A, In[Z(x, )]+ Zxe o) |

L ) ni

donde GKOZ(X()) es la varianza de kriging ordinario de In[Z(xo)] y 1 es el multiplicador de
Lagrange introducido en el sistema de kriging ordinario. Esta expresiéon muestra que el
kriging lognormal de la variable Z no coincide con la exponencial del kriging de In(Z). El
regreso a la variable inicial () necesita introducir un factor correctivo GKOZ(Xo)/z + U, sin el
cual la estimacién Z seria sesgada.

Otros métodos de kriging no lineal buscan caracterizar el valor desconocido Z(xg) no
por un valor estimado, sino que por una distribucién de probabilidad. Entre otros métodos,

citemos:

o El kriging de indicadores, basado en una codificacién de la variable Z en un conjunto
de variables binarias o indicadores, segun si Z sobrepasa o no determinados umbrales.

o El kriging disyuntivo (co-kriging de indicadores)

o El kriging multi-Gaussiano, basado en una transformacién de la variable original Z en
una variable de distribucién Gaussiana.

7. Observaciones sobre el sistema de kriging

Se puede hacer los siguientes comentarios sobre el sistema de kriging.
¢ Los ponderadores y la varianza de kriging toman en cuenta:

1) las distancias entre el sitio a estimar y los sitios con datos, mediante los términos
C(Xq— X0) 0 V(Xo.— X0);

2) la configuracién geométrica de los sitios con datos y la posible redundancia de la
informacién que contienen, por medio de los términos C(Xq— Xp) 0 Y(Xo — Xp);
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3) la continuidad espacial de la variable, descrita por la funcién de covarianza C o por
el variograma Y.

Sin embargo no toman en cuenta los valores de los datos mismos {z(Xy), & = 1... n}. Por
lo tanto, conociendo el modelo variogréfico, se puede anticipar cual serd la precision de
la estimacidn a partir de una configuracién dada de los sitios con datos. Esta propiedad
no obstante es una limitacion del kriging lineal, como contrapartida a la simplicidad del
método. Intuitivamente, uno presiente que la precisién de una estimacién es menor en
las zonas cuyos valores tienen mayor variabilidad (a menudo, corresponden a las zonas
de valores altos, debido a lo que se denomina el efecto proporcional) que en aquellas de
baja variabilidad.

En general, el ponderador asignado a un sitio con dato es mayor cuando este sitio es mds
cercano al sitio a estimar. Pero varias situaciones pueden perturbar esta constatacion
“Intuitiva’:

» FExistencia de un fuerte efecto pepita en el modelo variogrifico, que tiende a dar el
mismo ponderador a todos los sitios con datos (como hay ausencia de continuidad
espacial, un dato préximo aporta tanta informacién como uno lejano).

» Presencia de una anisotropia: existe una direccién del espacio donde la variable
tiene menos continuidad espacial, es decir, donde la correlacién es menor. Asi, un
dato cercano en esta direccidon puede aportar “menos informacién” que un dato mas
alejado en otra, y tener de esta forma un ponderador de kriging menor.

* Redundancias entre datos: cuando varios datos estdn agrupados y cercanos unos a
otros, se vuelven redundantes. Su ponderador acumulado es practicamente el mismo
que el ponderador que recibiria un solo dato en lugar del grupo. Dicho en otras
palabras, el kriging corrige los efectos debidos a las irregularidades de la malla de
muestreo y no sobre-pondera los datos agrupados en perjuicio de los datos aislados
(contrariamente a estimadores clasicos como el inverso de la distancia).

»  FEfecto pantalla: puede ocurrir que un sitio con dato haga pantalla a otro respecto al
sitio a estimar. El sitio “cubierto”, aunque cercano al sitio a estimar, puede tener un
ponderador bajo, incluso nulo (efecto pantalla total*). La estimacién ignora el valor
observado en el sitio cubierto. Cuando este efecto es indeseable, se puede atenuar,
introduciendo en el modelo un efecto pepita. Otra solucién consiste en agrupar los
dos sitios y asignarles el mismo ponderador, con el costo de una pérdida de
precision.

* En el espacio de una dimensidn, se tiene como ejemplos de efecto pantalla total, el caso de una covarianza
exponencial (en kriging simple) y el de un variograma lineal (en kriging ordinario). Para variogramas lineales
en el origen, como el modelo esférico, se tiene un efecto pantalla casi total, en kriging ordinario, si todas las
distancias consideradas quedan en la parte lineal del variograma. En dos dimensiones, el kriging simple
produce un efecto pantalla entre direcciones perpendiculares cuando la covarianza puede factorizarse, como
por ejemplo, la covarianza Gaussiana: si se plantea h = (%;,h,), entonces C(h) = C(h) X C(h,).
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» FEfecto pantalla inverso: en el kriging ordinario, puede ocurrir que sitios alejados
tengan ponderadores mayores que sitios cercanos. Este fendmeno se explica porque
los sitios alejados participan en la estimacién de la media (desconocida) de la
variable, la que interviene indirectamente en la estimacion del valor desconocido.

= Efecto de relevo: 1a presencia de un sitio con dato cercano al sitio a estimar permite
a un sitio con dato “lejano”, o sea, ubicado a una distancia superior al alcance del
variograma, tener un ponderador no despreciable en la estimacién, mientras que en
ausencia del sitio cercano, su ponderador habria sido nulo (kriging simple) o muy
bajo (kriging ordinario).

¢ La mayoria de los modelos variogrzificos5 permiten encontrar ponderadores negativos o
mayores que 1, incluso con la condicién que la suma de los ponderadores valga 1
(kriging ordinario). La ventaja de este proceder es que puede entregar estimaciones que
salen de los limites dados por los datos. Por el contrario, las técnicas de interpolacién
por combinaciones lineales ponderadas que imponen pesos comprendidos entre 0 y 1
entregan estimaciones que siempre estdn entre el minimo y el méximo valor observado.
Ahora bien, en la mayoria de los casos, no hay razén para que los valores de los datos
alcancen los valores extremos potenciales de la zona de estudio, por lo que resulta
interesante tener ponderadores fuera del intervalo [0,1]. Como contrapartida, en el caso
en que la variable es positiva (por ejemplo, la concentraciéon de un contaminante), existe
el riesgo de encontrar estimaciones negativas. Este riesgo es mds importante cuando la
variable presenta una distribucion fuertemente asimétrica: un ponderador negativo,
incluso si es bajo, asignado a un valor alto puede conducir a una estimacién negativa si
los otros valores de los datos no son muy altos.

La Figura 5 ilustra esta propiedad, con un ejemplo unidimensional de ocho sitios con
datos, donde se compara el estimador del kriging ordinario con aquel del inverso de la
distancia. El primero usa un modelo de variograma parabdlico en el origen, propicio a
la obtencién de ponderadores negativos, mientras que el segundo atribuye a cada dato
un ponderador siempre positivo, inversamente proporcional a su distancia al sitio a
estimar, y no permite que el valor estimado supere el mayor dato.

¢ La matriz del primer miembro del sistema de kriging depende solamente de la posicién
relativa de los sitios con datos. Por consiguiente, cuando varias estimaciones utilizan
configuraciones de sitios idénticas, basta con invertir esta matriz una sola vez. Esto
ocurre cuando se trabaja en una vecindad unica, o en una vecindad mévil con datos
ubicados sobre una grilla regular.

¢ Si los sitios con datos son distintos, se demuestra que el sistema de kriging es regular,
es decir, entrega una solucion tnica. Por ende, cuando el sistema de kriging es singular,
se estd en presencia de datos duplicados (repetidos en la base de datos): la matriz del
primer miembro del sistema de kriging posee dos filas idénticas y no es invertible.

> Una excepcién notable la constituye el modelo pepitico puro, que entrega ponderadores nulos (kriging
simple) o iguales a 1/n (kriging ordinario).
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141 — Kriging
----- Inverso de la distancia
® Dato

Valor

Coordenada

Figura 5. Comparacién de las estimaciones obtenidas por kriging
ordinario y por el método del inverso de la distancia

8. Propiedades del kriging

8.1. Interpolacidon exacta

El kriging es un interpolador exacto, es decir, la estimacion en un sitio con dato vuelve
a dar el valor de este dato, mientras que la varianza de kriging en ese sitio es nula. Para
demostrarlo, basta con verificar que, si el sitio a estimar Xg es el mismo donde se midi6 un
dato, el estimador definido por Z*(xo) = Z(xp) cumple las tres restricciones del kriging. En
especial, el error de estimacidn asociado es nulo, luego obviamente insesgado y de varianza
minima (nula).

8.2. Propiedad de suavizamiento (alisamiento)

El mapa de los valores estimados por kriging es mds suave que el mapa de los valores
reales, es decir, que presenta menos fluctuaciones. La busqueda de una estimacién precisa
se acompaiia inevitablemente de este efecto de suavizamiento, pues no se puede inventar los
detalles que no aparecen en los datos observados (Figura 6).

La propiedad de suavizamiento tiene importantes consecuencias en la practica cuando
se busca determinar los valores de la variable regionalizada en relacién a un umbral. Por
ejemplo, en evaluacién de recursos minerales, se desea saber si la ley de mineral supera o
no una ley de corte que asegura la rentabilidad del negocio. En contaminacién ambiental,
uno estéd interesado en determinar si la concentracion de contaminantes es mayor que un
umbral critico de toxicidad, para decidir si vale la pena o no tomar medidas de remediacion.
En agricultura, es preciso que las concentraciones de nutrientes o que el pH sean mayores
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que ciertos limites para asegurar que el terreno sea fértil. En todas estas problemadticas
donde interesa la distribucion de los valores en relacién a un valor umbral, el kriging aporta
una respuesta sesgada a causa de la propiedad de suavizamiento. Para obtener estimaciones
insesgadas, se debe recurrir a métodos de kriging no lineal (kriging de indicadores, kriging
disyuntivo, kriging multi-Gaussiano) o métodos de simulacién cuyo objetivo es reproducir
la variabilidad espacial de la variable regionalizada.

— Variable real
----- Kriging
L4r ® Dato

Valor

0.8F b
0.6F
0.4f L LR 4

0.2f

Coordenada

Figura 6. Ilustracion de la propiedad de suavizamiento

9. Validacion cruzada

Se puede verificar la adecuacion entre los datos y los pardmetros adoptados (modelo de
variograma, vecindad de kriging), utilizando la llamada técnica de la validacion cruzada.
El principio es estimar sucesivamente, mediante kriging, cada dato, considerando sélo los
datos restantes. Se puede calcular entonces el error de estimacion (diferencia entre el valor
estimado y el valor verdadero) en cada sitio con dato y realizar un andlisis estadistico de los
errores cometidos en todos los sitios con datos.

La validacion cruzada es presentada usualmente bajo la forma de pruebas gréficas, en
especial:

e La nube de correlacion entre los valores de los datos {z(Xy), a0= 1l... n} y los valores
estimados {z (Xo), ot = 1... n}.

¢ El histograma de los errores estandarizados

z (x,)=2(x,)

G (x,)
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1)

2)

3)

4)

5)

donde G*(Xa) es la desviacion estdndar de kriging (o sea, la raiz cuadrada de la varianza
de kriging) en el sitio X4 Una estimacion se considera buena si el error estandarizado
asociado pertenece al intervalo [-o,0], por ejemplo con o= 2.5 (este limite es elegido
arbitrariamente). El andlisis de los errores estandarizados, en lugar de los errores
absolutos, permite liberarse de ciertas limitaciones de naturaleza geométrica. En efecto,
independientemente del modelo variografico, el error absoluto tiende a ser alto para un
dato aislado, y bajo para un dato cercano a otros datos. Esto se corrige al considerar el
error estandarizado, pues la desviacion estdndar de kriging cuantifica la precision que se
espera de la estimacion. Por construccidn, el error estandarizado tiene una varianza
igual a 1, independientemente de si existen datos cercanos del sitio a estimar.

La nube de correlacion entre los errores estandarizados y los valores estimados®.

El mapa de ubicacién de los datos, donde se localiza los datos “mal” estimados, es decir
aquellos cuyos errores estandarizados salen del intervalo [—-o,al].

Se puede procurar satisfacer lo mejor posible los siguientes criterios estadisticos.

Las medias de los errores y de los errores estandarizados miden el sesgo del estimador,
y deben ser cercanas a cero. De hecho, este criterio resulta secundario con respecto al
modelamiento del variograma y la eleccién de la vecindad de kriging pues los valores
obtenidos por kriging son insesgados por construccion. Asi, en la prictica, la media de
los errores tendera hacia cero.

La varianza de los errores, que mide la precision del estimador, debe ser minima.
La varianza de los errores estandarizados debe ser cercana a 1:
n * 2
Ly (z (xa>—z<xa>) »
. .

n o=l G (X(x) /
Este criterio indica que el modelo de variograma cuantifica adecuadamente la amplitud
de los errores cometidos, es decir, que el variograma elegido no es demasiado optimista

ni tampoco pesimista.

El coeficiente de correlacion entre los valores estimados y los valores de los datos debe
ser lo mds cercano posible a 1.

El nimero de datos mal estimados debe ser el menor posible. Para fijar las ideas, este
nimero se considera satisfactorio si representa menos del 5% del total de los datos.

% Esta prueba permite verificar si la media de los errores cometidos (sesgo) depende de los valores estimados,
caso en el cual se dice que existe un sesgo condicional. En la practica, para evitar tal situacién, se debe elegir
una vecindad de kriging que contenga suficientes datos (> 15).
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Estos criterios permiten comprobar el desempefio del kriging y comparar la calidad de
diferentes ajustes posibles para el variograma.

Una técnica similar a la validacion cruzada es el jack-knife, el cual no considera una
reposicion de los datos: se divide los datos en dos grupos y se estima los datos de un grupo
a partir de los datos del otro grupo.

10. Aplicacion a los datos de concentracion de cobalto

10.1. Eleccion del plan de kriging

Reanudamos ahora con el ejemplo de los datos de contaminacién de suelo presentados
en los capitulos anteriores. Nos interesamos en estimar las concentraciones de cobalto en
toda la zona de interés mediante kriging ordinario (de media desconocida). Primero, se
debe elegir un plan de kriging, para lo cual se propone las tres opciones siguientes:

¢ Plan 1, que utiliza los 2 datos mds cercanos del sitio a estimar.
¢ Plan 2, que utiliza 24 datos (6 por cuadrante).
¢ Plan 3, que utiliza 48 datos (12 por cuadrante).

Todos los planes utilizan una vecindad en forma de elipse, con el eje mayor orientado
en la direcciéon de mayor continuidad (N60°E). Para decidir cudl es el plan més adecuado,
se realiza una validacidn cruzada. La Figura 7 presenta los principales resultados obtenidos:
histogramas de los errores cometidos en los sitios con datos y nubes de correlacién entre
valores verdaderos y valores estimados. Se observa que el plan 1 conduce a los errores con
mayor dispersion y a la menor correlacion entre valores verdaderos y estimados, mientras
que los planes 2 y 3 entregan mejores resultados (con una leve superioridad para el plan 2).
Acorde a estos resultados, se decide proseguir la estimacion local utilizando el plan 2.

errores errores estandarizados

media varianza media varianza
Plan 1 0.08 5.34 0.03 0.83
Plan 2 0.02 4.49 0.00 091
Plan 3 0.03 4.62 0.01 0.93

Tabla 1. Estadisticas bésicas sobre errores y errores estandarizados de validacion cruzada.
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Figura 7. Validacién cruzada con los tres planes de kriging propuestos.
Izquierda: histogramas de errores de estimacion. Derecha: nubes
de correlacion entre valores verdaderos y valores estimados
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10.2. Estimacion de las concentraciones de cobalto sobre soporte

puntual

Provistos del modelo de variograma y de la vecindad de kriging, podemos estimar las
concentraciones de cobalto en la zona de estudio. Las Figuras 8 y 9 presentan los mapas de
los valores estimados y de las desviaciones estidndar de estimacion (desviacion estdndar de
los errores de kriging), respectivamente. En cada caso, se muestra los resultados obtenidos
con kriging simple (tomando la media desagrupada como valor de la media) y con kriging
ordinario.

Norte (km)

Norte (km)

Kriging puntual simple (media 9.59) Kriging puntual ordinario

5.30_] 5.30_]

430} 430}

3.30_] - —~ 330
i £ |
=
Q
b=
p o p
2.30 Z 230]
1.30_] ) 1.30_]
0.30_] 0.30_]
——— T ———— T
0.30 1.30 230 3.30 430 0.30 1.30 230 3.30 430
Este (km) Este (km)

Figura 8. Estimaciones de las concentraciones de cobalto
por kriging simple (izquierda) y kriging ordinario (derecha)

Kriging puntual simple (media 9.59) Kriging puntual ordinario
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0.30_] 0.30_]
——— ———— ——— T
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Figura 9. Desviacion estdndar de kriging para las concentraciones de cobalto

(raiz cuadrada de la varianza de kriging)
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Los mapas de estimaciones ponen en evidencia las dreas mds contaminadas de la zona,
que aparecen con tonos oscuros. Las variaciones de los valores estimados son muy suaves,
ilustrando la propiedad de alisamiento del kriging. Esto se puede corroborar al comparar las
estadisticas bdsicas de los datos originales y de los valores estimados (Tabla 2): se observa
que la dispersién de los tltimos es mucho menor que aquella de los primeros, aunque los
valores promedios son muy similares (propiedad de insesgo). En cuanto a las desviaciones
estdndar de kriging, éstas son bajas cerca de los sitios con datos y aumentan al acercarse de
los bordes de la zona, donde uno trabaja cada vez mds extrapolando. Ademads, no dependen
de los valores estimados, sino que solamente de la configuracién geométrica de los datos.

minimo maximo media varianza
datos desagrupados 1.55 20.6 9.59 11.6
kriging simple 2.81 15.9 9.53 6.45
kriging ordinario 2.81 15.9 9.52 6.57

Tabla 2. Estadisticas bésicas sobre datos y estimaciones por kriging.

Los mapas de estimacién obtenidos por kriging simple y kriging ordinario son muy
parecidos. Esto indica que los datos son suficientemente abundantes como para no necesitar
el valor de la media. En otras palabras, la suma de los ponderadores de kriging simple es
cercana a 1, de modo que la media recibe una ponderacién muy pequefia y, finalmente, no
importa si esta media se conoce (kriging simple) o no se conoce (kriging ordinario). Las
diferencias entre kriging simple y kriging ordinario suelen producirse en zonas que poseen
escasos datos y en situaciones de extrapolacion, en cuyos casos el kriging simple acerca el
valor estimado a la media, mientras que el kriging ordinario da una media local calculada
con los datos contenidos en la vecindad.

Resulta interesante comparar los mapas de kriging con aquellos que se obtendria por un
método de interpolacién tradicional, como el del inverso de la distancia, que pondera cada
dato por una potencia del inverso de la distancia entre su posicién y la posicion del sitio a
estimar. La Figura 10 presenta los mapas de estimaciones obtenidas para potencias 1, 2 y 3,
utilizando la misma vecindad que en el caso del kriging.

Inverso de la distancia (potencia 1) Inverso de la distancia (potencia 2) Inverso de la distancia (potencia 3)

(ppm)

Norte (km)
Norte (km)
Norte (km)

T T T T T T T T T
0.30 1.30 230 3.30 430 0.30 1.30 230 3.30 430 0.30 1.30 230 3.30 430
Este (km) Este (km) Este (km)

Figura 10. Estimaciones de las concentraciones de cobalto
por inverso de la distancia, con potencias 1,2y 3
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Como el kriging, el método del inverso de la distancia interpola exactamente los datos,
pero produce artefactos en los mapas de valores estimados. En especial, las estimaciones
tienden a coincidir con extremos locales en los sitios con datos, de modo que las lineas de
isovalores tienen forma de circulos alrededor de estos sitios; este efecto es muy visible en
los mapas correspondientes a las potencias 2 y 3. Algunos algoritmos intentan disminuir
estos artefactos al introducir coeficientes de suavizamiento, pero la interpolacién ya no es
exacta. La principal critica que se puede hacer al método del inverso de la distancia, asi
como a los otros métodos de interpolacién deterministicos (mds cercano vecino, splines,
interpolacidn por triangulacion, etc.), es que no toma en cuenta la continuidad espacial de la
variable regionalizada en estudio: efecto pepita, anisotropia, alcance. Se trata de un método
automadtico que se aplica “ciegamente” al conjunto de datos y cuyo fin es dar un mapa més
estético que preciso. Por el contrario, el kriging hace preceder a la interpolacién un andlisis
variografico, que permite elaborar un modelo coherente con las observaciones, construir
una estimacién insesgada de la variable en los sitios sin datos y medir la precision de esta
estimacion.

10.3. Estimacion de las concentraciones de cobalto sobre bloques

Para el tratamiento de las areas contaminadas, se considera “unidades de remediacién”
que corresponden a bloques de tamafio 20m X 20m. Estas unidades deben ser extraidas si la
concentracion promedio de cobalto es demasiado alta (superior a un umbral de toxicidad
definido por las normas ambientales). Por lo tanto, interesa la estimacion sobre un soporte
de bloques, mds que las estimaciones sobre un soporte puntual (soporte de los datos). La
Figura 11 presenta los mapas de kriging de bloques y de desviaciones estdndar de kriging
asociadas. Las estimaciones han sido realizadas por kriging ordinario, con el mismo modelo
de variograma y la misma vecindad que aquellos definidos en el caso puntual.

Kriging ordinario de bloques Kriging ordinario de bloques

(ppm)
40

5.30_]

4.30_]

3.30_]

Norte (km)
Norte (km)

1.30_]

0.0

0.0

L ] T 1 0.30 1 T T T T Tr T 1T T™TT"T
0.30 1.30 2.30 3.30 4.30 0.30 1.30 2.30 3.30 4.30
Este (km) Este (km)

Figura 11. Kriging ordinario de las concentraciones de cobalto en bloques de 20m X 20m.
Izquierda: concentracion estimada. Derecha: desviacion estdndar del error.
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El mapa del kriging de bloques es muy parecido al mapa del kriging puntual (Figura 8),
0 sea, la estimacion de la concentraciéon promedio en un bloque difiere poco de aquella de
su punto central. Esta similitud se debe a que el tamafio de los bloques es inferior a la malla
de muestreo: la estimacion puntual no permite diferenciar los puntos de un mismo bloque y
es practicamente idéntica a la estimacion del bloque mismo. Por otro lado, el mapa de las
desviaciones estandar de kriging presenta diferencias notables con respecto al caso puntual
(Figura 9), en particular sus valores son menores. Esto es una consecuencia del efecto de
soporte, segtn el cual los valores de soporte de bloques tienen menos variabilidad que los
valores de soporte puntual; en este contexto, es 16gico que las incertidumbres de estimacién
sean menores en el caso del kriging de bloques.

Ahora, hay que tener presente que la estimacidén, por mds precisa que sea, nunca es
idéntica a la realidad. En particular, debido a la propiedad de suavizamiento del kriging, se
debe esperar que las concentraciones reales de cobalto en la zona tengan mas variabilidad
que las concentraciones estimadas por kriging. Esta diferencia de variabilidad entre valores
reales y estimados puede originar un sesgo en las previsiones si se efectia una seleccion
sobre el mapa de los valores estimados. En particular, se puede subdimensionar el volumen
de terreno que se debe remediar (unidades cuyas concentraciones de cobalto son mayores
que un umbral dado). Para evitar este sesgo, deberemos recurrir a métodos de simulacién
condicional.

11. Efectos de los parametros en los resultados del kriging

A continuacidn, consideraremos la configuracion de la Figura 1, donde se tiene 6 sitios
con datos (denotados A, B, C, D, E y F) y un sitio en donde se desea estimar el valor (?). Se
busca estudiar los efectos de los pardmetros del modelo de variograma (meseta, alcance,
anisotropia, efecto pepita...) y del tipo de kriging en los ponderadores asignados a los sitios
con datos y en la varianza de kriging. En cuanto no se diga lo contrario, las estimaciones se
realizan con kriging ordinario, es decir, de media desconocida.

11.1. Tipo de modelo

Examinaremos las repercusiones del tipo de modelo en la estimacién del sitio “?”, al
comparar los resultados obtenidos con cuatro modelos isétropos:
Gaussiano de alcance 1 y meseta 1
esférico de alcance 1 y meseta 1
esférico de alcance 1 y meseta 0.5 + pepita de meseta 0.5
pepita pura de meseta 1.
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La Figura 12 muestra que los ponderadores de kriging y la varianza del error difieren
notablemente segun el modelo’. En el caso del modelo Gaussiano, los datos situados cerca
del sitio a estimar (en particular el dato C) tienen ponderadores positivos bastante mayores
que en el caso del modelo esférico y la varianza del error es 12 veces menor. La explicacion
considera el hecho de que el comportamiento parabdlico en el origen del modelo Gaussiano
representa una variable regionalizada extremadamente regular en el espacio®, por lo que los
datos cercanos tienen mayor importancia en la estimacién; la varianza de kriging es menor,
puesto que la estimacion se supone mds precisa que en el caso del variograma esférico, que
modela una variable regionalizada més erratica.

Variograma Gaussiano

Variograma esférico
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Figura 12. Influencia del tipo de modelo en los resultados del kriging

7 . . ., . e . . o 2
Por razones de visualizacion, los ponderadores de kriging estdn expresados en porcentajes; se verificard que
su suma es igual a 100% = 1.

¥ La experiencia muestra que el variograma Gaussiano es susceptible de conducir a inestabilidades numéricas
cuando algunos datos son cercanos uno a otros. La introduccién de un efecto pepita, aunque pequefio, mejora
significativamente la robustez de los resultados: los ponderadores de kriging son entonces menos sensibles a
leves modificaciones de la configuracion de kriging.
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Tanto en el caso del modelo esférico como en el del modelo Gaussiano, el sitio B se ve
afectado por un ponderador negativo. Se puede notar que con el modelo Gaussiano, este
efecto es mds importante que en el caso esférico. La explicacidn estd en la estructura muy
continua del modelo Gaussiano. En efecto, el sitio B estd oculto por el sitio C con respecto
al sitio a estimar. Podemos imaginar que, si el valor medido en el sitio B fuera alto y si el
del sitio C que lo oculta resultara bajo, una evolucién regular proporcionaria en el sitio a
estimar un valor todavia mds bajo, por lo cual se requiere ponderar negativamente el sitio
mads externo B.

La introduccién de un efecto pepita modifica a la vez los ponderadores y la varianza de
kriging, que aumenta cuando la constante de pepita aumenta. En presencia de efecto pepita,
la diferencia entre el ponderador mayor y el menor se reduce con respecto al caso de un
variograma sin efecto pepita; también desaparecen los ponderadores negativos. En el caso
del efecto pepita puro, deja de existir correlacion espacial entre los valores de los diferentes
sitios. Los ponderadores asignados son todos iguales a 1/6 (o sea, 16.7%) y la estimacién se
transforma en la media aritmética de los datos, sin importar su posicion.

11.2. Meseta

Veamos ahora como se traduce, en la estimacion del sitio “?”, el valor de la meseta del
variograma. Se considera dos modelos esféricos isétropos de mismo alcance (1), que sélo
se diferencian por su meseta, igual a 1 6 2. La Figura 13 muestra que los ponderadores de
kriging no cambian y, por consiguiente, tampoco el valor estimado. En otros términos,
multiplicar el variograma por una constante positiva (en este caso, por 2) no modifica la
estimacion. En cambio, se puede verificar que la varianza de kriging se multiplicé por 2, es
decir, que fue multiplicada por el mismo factor que la meseta del variograma.

Meseta 1 12 Meseta 2 12
0.5 ° 0.5 .
15.7 F 15.7 F
L] L]
E E
0.25 0.25
27.1 27.1
0 hd * 0 hd *
) i 57.9 = & 57.9
(] L
C -72 C -72
L ] o
-0.25 L -0.25 L
5.2 5.2
o (]
A A
-05 . . . ' -0.5 . . . .
205 -0.25 0 0.25 05 205 -0.25 0 0.25 0.5
Varianza de kriging = 0.397 Varianza de kriging = 0.794

Figura 13. Influencia de la meseta
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11.3. Alcance

Supongamos que tenemos tres variogramas esféricos isétropos con la misma meseta (1)
y con alcances de 0.5, 1 y 2 respectivamente. La Figura 14 visualiza los resultados de las
estimaciones.
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0.5 0
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24.6
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b ? 50.6
.
C -71 Alcance 2
L4 05 2.7
-0.25 B ' 15.1 ].3
.
9.9 L2
.
~05 A 0.25
-0.5 -0.25 0 0.25 0.5
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26.0
0 . *
e ? 54.6
L]
C 44
L]
Alcance 1 . s B
0.5 o
15.7 E
. 5.8
E L]
A
35 ~0.25 0 0.25 05
— Varianza de kriging = 0.191
27.1
0 . *
L ? 57.9
Ll
C =72
Ll
-0.25 e
5.2
o
A

0.5
—0.5 —0.25 0 0.25 0.5

Varianza de kriging = 0.397

Figura 14. Influencia del alcance

En el primer caso, el alcance es bajo (0.5), de modo que la varianza del error es mds
alta. Se observa que los datos alejados (en especial, A y F) tienen ponderadores cercanos al
10%, aunque su distancia al sitio a estimar es mayor que el alcance. Veremos la explicacién
a este fendmeno al momento de comparar los resultados de kriging ordinario con aquellos
de kriging simple. De este caso, se destaca una conclusién importante para la prictica: los
radios de busqueda utilizados para definir la vecindad de kriging no necesariamente tienen
que ser iguales a los alcances del variograma. Si la cantidad de datos es pequefia (como el
caso analizado aqui), conviene aumentar estos radios y buscar datos mds alld del alcance,
de modo de mejorar la precision de la estimacién. En el caso extremo de un variograma con
alcance 0 (efecto pepita puro), el kriging s6lo depende de la cantidad de datos encontrados
en la vecindad, no de su alejamiento al sitio a estimar.
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En los otros dos casos (alcances de 1 y 2), se encuentra valores similares para los
ponderadores de kriging. La explicacion considera que, a la escala de trabajo (distancias
comprendidas entre 0 y 1 unidad), ambos modelos esféricos son practicamente lineales y
difieren s6lo en un factor multiplicativo, lo que provoca que los ponderadores de kriging no
cambien (ver seccion previa acerca de la influencia de la meseta). En cambio, la varianza
de kriging depende fuertemente del alcance. Al aumentar el alcance, la correlacién entre los
datos y el valor a estimar aumenta: los datos aportan mayor informacién y, por ende, la
estimacion se supone mas precisa.

11.4. Efecto de hoyo

Examinaremos ahora las repercusiones de utilizar un variograma con efecto de hoyo (es
decir, una funcién no mondétona). Elegimos un modelo seudo-periddico (seno cardinal) de
periodo 0.2 y de meseta 1. El valor del periodo serd un pardmetro importante para explicar
el signo y la amplitud de los ponderadores de kriging.

Efecto de hoyo 229
0.5

e

18.3
.
E

0.251

32.1

Ce
0
=]
2N

C 155

we

-0.25¢

10.5

A
-0.5
-0.5 -0.25 0 0.25 0.5
Varianza de kriging = 1.144

Figura 15. Influencia del efecto de hoyo

Con respecto al modelo esférico, el modelo de efecto de hoyo modifica radicalmente
los ponderadores de kriging y conduce a una situacion curiosa en que el sitio mas cercano
(C) tiene un ponderador muy bajo. Esto se debe a que la distancia entre este dato y el sitio a
estimar es cercana a la distancia de minima correlacion (alrededor de 0.2). En cambio, el
dato apantallado (B) recibe una ponderacién mayor, por estar més correlacionado con el
valor del sitio a estimar. La varianza del error es mayor que aquella obtenida con el modelo
esférico, pues el modelo seno cardinal crece con mds velocidad hasta sobrepasar la meseta,
por lo que la continuidad espacial se deteriora mas rapidamente.
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11.5. Anisotropia

Hasta ahora, hemos supuesto que la continuidad de la variable estudiada era idéntica en
todas las direcciones. A continuacion, compararemos los resultados del kriging ordinario en
el caso de un variograma esférico isétropo de meseta 1 y alcance 1 con aquellos obtenidos
en el caso de un variograma esférico de meseta 1 y anisotropia geométrica, con alcance 2
en la direccion N45°E y 0.5 en la direccion ortogonal N45°W.
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-0.5 -0.25 0 0.25 05 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5
Varianza de kriging = 0.397 Varianza de kriging = 0.517

Figura 16. Influencia de la anisotropia

Los ponderadores de kriging calculados para sitios situados en la direccion principal de
anisotropia (N45°E) han aumentado (sitios A y F ), lo que refleja que la correlacién en esta
direccion es mayor que en la direccién ortogonal (sitios C y E).

11.6. Tipo de kriging: simple / ordinario

Todas las pruebas hechas anteriormente hicieron uso del kriging ordinario (es decir, el
kriging de media desconocida). Nos proponemos aqui examinar las diferencias en los
ponderadores de kriging que conlleva el conocimiento de la media. Se utiliza dos modelos
esféricos, con alcances de 1 y 0.5 respectivamente y con la misma meseta unitaria (Figura
17).

Se tiene el siguiente resultado (denominado feorema de aditividad): el kriging ordinario
coincide con el kriging simple si se reemplaza la media desconocida por su estimacién
optima. El hecho de reemplazar la media por su estimacidn explica que el kriging ordinario
siempre da una varianza de error mayor que el kriging simple, pues utiliza una informacién
menos certera.
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Figura 17. Influencia del tipo de kriging (ordinario / simple)

En el primer caso (variograma de alcance 1), el kriging simple y el kriging ordinario
difieren poco. Esto significa que la informacion es suficientemente abundante para que la
media, verdadera o estimada, tenga un ponderador pequefio. La pérdida de precision entre
usar un kriging simple y uno ordinario es baja. Esta situacion es similar a aquella observada
en el caso de estudio con los datos de contaminacién de suelo.

En el segundo caso, donde el alcance es dos veces mds pequefio, todo ocurre como si
los datos disponibles estuvieran dos veces mas lejos del sitio a estimar, de donde se produce
una imprecision mayor en la estimacién. El kriging simple compensa la pérdida de
informacién acercando el valor estimado a la media conocida (cuyo ponderador crece de
—6.7% a 54.4%), mientras que el kriging ordinario estima esta media y, con respecto al

kriging simple, reparte su ponderador entre los datos, a razén de alrededor de un 9% por
dato.
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11.7. Tipo de kriging: puntual / de bloque

Para terminar este panorama, examinemos las consecuencias de estimar el valor en un
soporte mayor que el soporte de los datos, utilizando kriging ordinario con un variograma
esférico isétropo de alcance 1 y meseta 1. Ademds del soporte puntual, se considera tres
soportes, correspondientes a bloques de tamafo 0.25x0.25, 0.5x0.5 y 1x1, respectivamente.

Mientras el bloque queda pequefio con respecto al espaciamiento entre los datos, no se
aprecia grandes cambios en la ponderacion de éstos. Esto se explica porque el kriging de
bloque es equivalente a promediar las estimaciones obtenidas en cada punto del bloque: al
ser pequeiio el bloque, la ponderacién de kriging no varia mucho al estimar un punto u otro.
En contraste, cuando el bloque se vuelve muy grande (1x1), todos los datos situados dentro
de este bloque reciben una ponderacién importante: aunque estén lejos del centro, los datos
periféricos (A y F) aportan informacién para estimar las esquinas del bloque. En cuanto a la
varianza del error, se aprecia que disminuye fuertemente al aumentar el soporte del bloque,

debido al efecto de soporte (los valores de bloques tienen menos variabilidad, por lo que su
estimacion es mas confiable).
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Figura 18. Influencia del tipo de kriging (puntual / de bloque)
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12. Complemento: el kriging como método de interpolacion

La propiedad de interpolacién exacta asemeja el kriging a una técnica de cartografia.
Sin embargo, tal como se ha presentado el kriging, cada sitio a estimar requiere resolver un
sistema de ecuaciones lineales. Ahora bien, muchos de los métodos de cartografia (minimos
cuadrados, splines...) no se construyen al ponderar los datos vecinos del sitio a estimar, sino
al ajustar una funcién de forma predefinida al conjunto de datos. El objetivo de este parrafo
es revisar en qué medida el kriging puede considerarse como una funcién de interpolacion.

Consideremos el sistema de kriging ordinario en un sitio X:
;XBC(xa—XB)+u=C(xa—x) Va=l..n
=1

YA, =l

o=l

Los ponderadores {Aq, o = 1... n} y el multiplicador de Lagrange W que satisfacen este
sistema son combinaciones lineales de los términos {C(x¢ — X), & = 1... n} que aparecen en
el segundo miembro. Por lo tanto, el estimador

n
%
Z (=Y A, z2(x,)
o=l
también es una combinacion lineal de estos términos y se puede escribir:

z*(x)=b0+i b, C(x,—X).

o=l

Esta expresion, escrita en términos de la variable regionalizada (z) y no de la funcién
aleatoria (Z£), constituye la llamada formulacién dual del kriging. Puede servir de definicién
del kriging, que aparece entonces desprovisto de connotacion probabilistica; en especial, la
nocioén de varianza de estimacion es abandonada. Ahora, falta especificar los coeficientes
{bas, o0 = 0... n}. Reemplazando, en la formulacién dual, la funcién C(x, — X) por su
expresion proveniente del sistema tradicional, y procediendo por identificacidn, se obtiene
el siguiente sistema de ecuaciones:

by+Y_ b C(x,—xp)=2(x,) Vo=l..n
p=1

Y 5,=0
B=l

Las primeras ecuaciones de este sistema corresponden a la restriccién de interpolacion
exacta de los datos:
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vo=l1..n, z*(xa)zz(xa) .

Se nota ademads que el sistema de ecuaciones, luego los coeficientes {bq, & = 0... n}, no
dependen del sitio x a estimar. El kriging dual aparece asi bajo la forma de una funcién de
interpolacién, combinacion lineal de las funciones {C(xq — X), & = 1... n}. Por lo tanto, el
estimador z  presentaré las mismas propiedades analiticas que la funcién de covarianza C.
Una consecuencia es la propiedad de suavizamiento del kriging, puesto que los modelos
usuales de covarianza sélo poseen singularidades analiticas en el origen y en la vecindad del
alcance y son regulares para todas las otras distancias. Por ejemplo, si la covarianza es un
efecto pepita o un modelo exponencial, los Gnicos puntos singulares de z serdn los sitios
con datos.

Lo interesante de la formulacién dual del kriging es que basta con resolver un solo
sistema para obtener los coeficientes {by, & = 0... n} y deducir la estimacién de todos los
sitios del espacio, mientras que el enfoque directo necesita resolver tantos sistemas como
hay sitios a estimar. En contrapartida, se renuncia al cdlculo de la varianza de estimacion.
Al plantear z (x) = constante, se dispone ademds de una ecuacién implicita de las curvas de
nivel. Algunas complicaciones surgen cuando se trabaja en una vecindad mévil: la funcién
de interpolacién cambia segin la vecindad utilizada y puede crear discontinuidades en el
mapa final (estos problemas no se plantean cuando se trabaja en una vecindad unica).
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Capitulo 7. Principios de
simulacion geoestadistica

Una simulacién o modelo numérico consiste en construir una variable regionalizada
que “se parece” a aquella que se estudia, es decir que reproduce su continuidad espacial y
también coincide con los valores medidos en los sitios con datos. Se recurre a las técnicas
de simulacién porque el conocimiento exhaustivo de la variable real es imposible, por falta
de tiempo y presupuesto o a causa de obstdculos naturales. Estas técnicas se apoyan en la
interpretacion de la variable regionalizada como una realizacién de una funcion aleatoria y
en el modelamiento de su distribucién espacial.

1. Motivacion: la alternativa entre kriging y simulaciéon

)
2)
3)

4)

El kriging permite estimar una variable regionalizada por medio de una combinacién
lineal ponderada de los datos. Este estimador verifica las siguientes propiedades:

Interpolacion exacta: el kriging devuelve el valor medido en cada sitio con dato.

Insesgo: el error de estimacion tiene una esperanza nula.

Precision: el error de estimacion tiene una varianza minima.

Suavizamiento (alisamiento): la dispersion de los valores estimados es menor que la
dispersion de los valores verdaderos. Esta propiedad tiene varias consecuencias:

El variograma de los valores estimados no tiene efecto pepita, aunque no sea el caso
con los valores reales, y su meseta es menor que el variograma de los datos.

La variabilidad de los valores estimados no es uniforme en el campo: disminuye al
alejarse de los sitios con datos (es decir, el mapa los valores estimados muestra més
dispersion en las zonas donde el muestreo es mas denso y es mds suave en las zonas
con escasos datos).

El rango de los valores estimados suele ser menor que el rango de los valores reales;
por lo tanto, el kriging no permite predecir adecuadamente la ocurrencia de valores
extremos.

No se puede manipular los valores estimados como si fueran los valores verdaderos.
Por ejemplo, la cantidad de valores estimados que superan un umbral determinado
no es la misma que la cantidad de valores reales sobre este mismo umbral. Dicho de
otra manera, existe un sesgo en la estimacion de funciones que involucran a valores
umbrales (s6lo hay insesgo cuando se estima la variable misma).
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5) La varianza de kriging no depende de los valores de los datos, sino que solamente de
su posicion en el espacio y del modelo de variograma. Por lo tanto, no mide todas las
fuentes de incertidumbre: intuitivamente, la incertidumbre es mayor cuando los datos
tienen valores mds dispersos que cuando tienen valores parecidos.

El principio de una simulacion consiste en construir una variable ficticia que reproduce
la continuidad/variabilidad espacial de la variable regionalizada z = {z(x), x € D}. Esta
construccién se basa en la interpretacién de z como una realizacién particular de una
funcion aleatoria Z = {Z(x), x € D}. La idea es generar otras realizaciones de esta funcion
aleatoria. Mientras que el kriging y otros métodos de interpolacién conducen a una imagen
suavizada de la realidad, las realizaciones de Z presentan la misma variabilidad espacial que
la variable regionalizada real, en particular, el mismo histograma y el mismo variograma.
En consecuencia, la “respuesta” de una simulacidn a una operacion (por ejemplo, seleccion
sobre un valor umbral) es similar a la respuesta que daria la variable real.

La simulacidn tendrd las siguientes propiedades:
1) Interpolacién exacta cuando es “condicional” (ver seccidn siguiente).

2) Insesgo: la variable regionalizada o, mds generalmente, una funcién de esta variable
puede ser estimada sin sesgo (es decir, con un error de esperanza nula) por la misma
funcién aplicada a los valores simulados.

3) No suaviza: la dispersion de los valores simulados es la misma que la dispersion de los
valores verdaderos.

4) No es precisa: el error entre valor real y valor simulado no tiene una varianza minima.

Para remediar a esta dltima limitacion, la idea es no utilizar una simulacién dnica, sino
que un conjunto grande de simulaciones, cada una de las cuales representa un “escenario”
plausible. Asi, para evaluar una magnitud cualquiera, basta con efectuar los cdlculos sobre
un gran nimero de simulaciones, como si se tratara de los valores reales, y posteriormente
tomar la media como estimacién de la magnitud buscada. Mejor aun: la distribucién de los
resultados obtenidos sobre el conjunto de simulaciones da una imagen de la incertidumbre
asociada a la magnitud estudiada, lo que permite medir la precision de la estimacién (por
una varianza o por intervalos de probabilidad).

Ejemplo: datos de contaminacion de suelo

Supongamos que el umbral de toxicidad para la concentracion de cobalto es de 12 ppm
(segun la norma regulatoria) y que el valor estimado por kriging en una determinada unidad
de remediacion es de 10 ppm. El medio-ambientalista quiere saber si debe extraer esta
unidad para tratamiento o dejarla intacta in situ. Ahora, como el kriging tiende a suavizar
los valores, existe la posibilidad de que la verdadera concentraciéon de cobalto sea mayor
que el umbral de toxicidad, por lo cual la decision de extraer o no la unidad de remediacién
debe considerar no sélo el valor estimado por kriging (10 ppm), sino que la incertidumbre
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en torno a este valor. Seria entonces interesante caracterizar esta incertidumbre por la
probabilidad de que la concentracion de cobalto supere el umbral de 12 ppm.

Una primera opcion consiste en suponer que el valor verdadero tiene una distribucion
normal (Gaussiana) con media igual al valor estimado por kriging y varianza igual a la
varianza de kriging, lo que permite determinar la probabilidad buscada. Sin embargo, las
hipétesis en las cuales se basa este célculo son dificilmente controlables: ;por qué el valor
verdadero deberia de tener una distribucion Gaussiana? También se sabe que la varianza de
kriging no depende de los valores de los datos, por lo cual puede no ser una medida realista
de la dispersion del valor verdadero en torno al valor estimado.

El uso de simulaciones entrega una alternativa més confiable. Podriamos proceder de la
siguiente forma:

1) Discretizar la unidad de remediacion en varios puntos (por ejemplo, 10 X 10).
2) Simular 100 veces la concentracion de cobalto en estos puntos.

3) En cada realizacion, rebloquear (promediar) los valores simulados para obtener la
concentracion promedio en la unidad de remediacion.

4) Construir el histograma de los 100 valores rebloqueados y determinar la frecuencia
con la cual se esté sobre el umbral de 12 ppm.

5) Identificar esta frecuencia con la probabilidad buscada.

Ademads de calcular el riesgo de sobrepasar cualquier umbral, el histograma construido
en la etapa 4) permite también darse una idea del valor mdximo que se puede encontrar en
la unidad de remediacién. A veces, interesa mds conocer este maximo para tomar la
decision de remediacion, por ejemplo, si el elemento analizado es muy téxico para la salud
humana.

Situaciones que ameritan recurrir a simulaciones

* Problemas de estimacion: se resuelven al promediar los escenarios (para estimar la
variable misma) o al calcular la frecuencia de ocurrencia de un evento (para estimar
la probabilidad de este evento, por ejemplo, la probabilidad de que la variable tenga
un valor mayor que un umbral dado).

e Medicion de incertidumbre: se analiza las variaciones observadas entre un escenario
y otro, pudiendo definir intervalos de probabilidad para los valores desconocidos de

la variable regionalizada.

* Andlisis de riesgo: proponer diversos escenarios (uno optimista, uno pesimista, uno
intermedio) para analizar el impacto en los resultados y guiar la toma de decision.
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2. Simulacion condicional y no condicional

2.1. Simulacion no condicional

La simulacién no condicional busca construir realizaciones de la funcién aleatoria que
representa la variable regionalizada, pero sin fomar en cuenta los valores de los datos. Por
lo tanto, aunque reproduce la variabilidad de la variable regionalizada (mismo histograma,
mismo variograma...), no interpola los datos.
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Figura 1. Seis realizaciones no condicionales
de una funcién aleatoria en una dimensién

2.2. Simulacion condicional

Para que una simulacién sea realista, se desea que restituya los valores medidos en los
sitios con datos. Se habla entonces de simulacién condicional. En el modelo probabilistico,
esta restriccion adicional se formaliza por la nocién de distribucién condicionada: se busca
construir una funcién aleatoria con la misma distribucién espacial que Z y conociendo los
valores que debe tomar en los sitios con datos.

Las distribuciones de probabilidad condicional describen la incertidumbre que se tiene
localmente sobre los valores de la variable regionalizada, tomando en cuenta los valores de
los datos circundantes. Por ejemplo, en un sitio con dato, no hay incertidumbre y se obtiene
el valor del dato en todas las realizaciones. Al contrario, lejos de los datos, la distribucién
condicional se parece a la distribucién a priori (no condicional), de modo que los datos son
“inactivos”. Entre medio, las distribuciones condicionales suelen tener menos dispersion
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que las distribuciones a priori, traduciendo que los datos aportan algiin conocimiento o

informacion sobre el valor que se busca caracterizar.
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Figura 2. Datos condicionantes y cinco realizaciones
condicionales de una funcion aleatoria en una dimension

En el transcurso de un estudio préctico, la evaluacion de un resultado se efectia via
simulaciones condicionales. A menudo, las simulaciones no condicionales constituyen una
etapa preliminar en la construccién de las simulaciones condicionales. También, cuando los
datos disponibles son muy pocos y no permiten especificar convenientemente el modelo
variografico, se utiliza simulaciones no condicionales para estudiar la influencia de los
pardmetros de este modelo (alcance, comportamiento en el origen, meseta...) en el resultado

buscado.

3. Requisitos para realizar una simulacién

A diferencia del kriging que s6lo requiere conocer la covarianza o el variograma, la
simulacién geoestadistica necesita definir completamente la funcién aleatoria que se desea
simular. Esto es, conocer la distribucion espacial de esta funcién aleatoria, es decir, todas
sus distribuciones de probabilidad multivariables (ver capitulo 3 y Figura 3):

* distribucién univariable (histograma)
e distribuciones bivariables

e distribuciones trivariables, ...
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En particular, es insuficiente conocer la media y el variograma, como lo demuestran los
ejemplos siguientes (Figuras 4 y 5).

interpretacion

—— Funcioén aleatoria

Variable regionalizada |

caracterizacion

N Distribucion espacial
Momentos resumen  j o . o
%m ® (distribucion univariable
® esperanza, varianza o o
® distribuciones bivariables
® covarianza, variograma o o
® (distribuciones multivariables

simplificacion

Hipotesis de estacionaridad
® esperanza y varianza son constantes

® covarianza y variograma solo dependen de la separacion entre datos

Figura 3. Esquema sintético del modelamiento geoestadistico.
Esperanza, varianza, covarianza y variograma sélo proporcionan
un resumen de las caracteristicas de la funcién aleatoria

Figura 4. Realizaciones de dos funciones aleatorias con la
misma distribucién univariable y el mismo variograma
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Figura 5. Realizaciones de funciones aleatorias con mismas distribuciones
univariables, bivariables (luego, mismos variogramas) y trivariables

4. Ejemplos de funciones aleatorias

Existe una gran diversidad de modelos de funcién aleatoria que pueden ser simulados
por técnicas geoestadisticas. A continuacién, mostramos algunos ejemplos, que difieren en
la naturaleza de la variable en estudio.

* Variables continuas, como las concentraciones de elementos contaminantes, leyes de
mineral, pH, conductividad eléctrica, permeabilidad de una roca, carga hidrdulica, etc.

Figura 6. Realizaciones de tres modelos de variables continuas

* Variables discretas o categoricas, que permiten codificar un conjunto de dominios que
subdividen el espacio (por ejemplo, dominios definidos por tipos de roca) o representar
variables con un nimero limitado de valores, por ejemplo, las variables de conteo cuyos
valores son enteros.
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Figura 7. Realizaciones de tres modelos de variables categdricas

* Conjuntos aleatorios, que pueden ser representados por indicadores (variables binarias
que valen 1 cuando se estd en el conjunto, O cuando se estd fuera). Pueden representar
variables que cuentan con solamente dos categorias, por ejemplo roca permeable versus
roca impermeable.

- .;‘-’,’fg;’_‘:fn

: ,zﬁm%;’ ':
Figura 8. Realizaciones de tres modelos de conjuntos aleatorios

* Redes de fracturas, que son casos particulares de conjuntos aleatorios (porciones de
plano o de recta, con dimensiones y orientacion aleatorias en el espacio)

Figura 9. Realizaciones de tres modelos de redes de fracturas

MI684 - Geoestadistica 103



* Procesos puntuales, que son otros casos particulares de conjuntos aleatorios. Permiten
modelar fenémenos naturales como: distribucién de drboles en un bosque, de piedras
preciosas en un yacimiento, o de epicentros de temblores. También sirven para construir
algunos modelos de funciones aleatorias, de conjuntos aleatorios y de redes de fractura.

Figura 10. Realizaciones de cuatro modelos de procesos puntuales

5. Aspectos del problema de simulacion

Las etapas y desafios planteados para simular una funcién aleatoria son los siguientes:
1) Definir un modelo de funcién aleatoria (distribucidn espacial).
2) Inferir los pardmetros del modelo (variograma, etc.) y validarlos.
3) Proponer algoritmos para construir realizaciones de la funcidn aleatoria definida.
4) Condicionar las realizaciones a los datos disponibles.

Estos pasos convierten la simulacién geoestadistica en un enfoque mucho mas complejo
que el kriging. En el pr6ximo capitulo, examinaremos un modelo muy sencillo denominado

modelo multi-Gaussiano, que permite simular variables continuas. La simulacién de otros
modelos de funcién aleatoria es un tema que sobrepasa los alcances de este curso.
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Capitulo 8. Simulacion de variables
continuas: modelo multi-Gaussiano

En este capitulo, nos interesaremos por un modelo de funcién aleatoria cuya definicién
requiere modelar s6lo una distribucién univariable (o sea, un histograma) y un variograma.
Este modelo se basa en las distribuciones de probabilidad multivariables Gaussianas (multi-
Gaussianas o multinormales).

1. Transformacion Gaussiana (anamorfosis)

Es poco frecuente que la variable estudiada pueda ser considerada como Gaussiana: a
menudo, la distribucion univariable (histograma de los valores medidos) es asimétrico y no
es compatible con un modelo Gaussiano. Una transformacion — llamada anamorfosis — es
necesaria para convertirla en una distribucién Gaussiana. Graficamente, la transformacién
consiste en deformar el histograma de los datos en un histograma Gaussiano estdndar, es
decir, de media O y varianza 1 (Figura 1).
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Figura 1. Construccién gréfica de la anamorfosis Gaussiana
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A continuacion, denotaremos como

»  7Z={Z(x), x € D} la funcidn aleatoria que representa a la variable original
» Y={Y(x), x e D} lafuncidn aleatoria que representa a la variable transformada

*  [(z) la funcidn de distribucién (histograma acumulado) de Z

* (G(y) la funcién de distribucién de Y (Gaussiana de media O y varianza 1).

En los histogramas acumulados, la transformacién consiste en asociar a cada valor z de
la variable original el valor Gaussiano y que tiene la misma frecuencia acumulada, es decir,

se plantea que F(z) = G(y) (Figura 2).
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Figura 2. Construccion de la anamorfosis con ayuda de las funciones
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Valores Gaussianos

de distribucion F' (variable original) y G (variable Gaussiana)

Se denomina funcion de anamorfosis Gaussiana a la funcién que relaciona los valores
Gaussianos con los valores originales (Figura 3). Conforme a lo anterior, esta funcién se
escribe como: ¢ = F7 Lo G y se puede plantear:

Valores originales

VxeD,Z(x)=0[Y (x)]

()

=3 -2.5 -2

-15 -1 =05 0 0.5 1 L5
Valores Gaussianos

Figura 3. Funcién de anamorfosis. En este ejemplo (variable Z con
una distribucién lognormal), se trata de una funcién exponencial
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1.1. Observaciones

1) La construccién de la anamorfosis no es posible cuando la funcién de distribucién F' no
es invertible. Esto es el caso cuando la variable en estudio es discreta o categdrica, o
cuando los datos presentan una proporcién importante de valores iguales. Por ejemplo,
si una variable positiva cuenta con 50% de valores nulos — que deberian corresponder al
50% de valores Gaussianos negativos — no se puede asignar de manera univoca un valor
Gaussiano a cada uno de los valores nulos.

2) Conocer la funcién de anamorfosis es equivalente a conocer la funcién de distribucién

F (la funcién de distribuciéon Gaussiana G ha sido tabulada), es decir, el histograma de
la variable original Z.

1.2. Complemento: determinacion practica

Para determinar numéricamente la funcién de anamorfosis, se empieza por ordenar los
datos en orden creciente:

7,<z,<..<z,

con probabilidades de ocurrencia py, p;... p,. En primera aproximacion, se puede identificar
estas probabilidades con los ponderadores de desagrupamiento (normalizados de modo que
su suma sea igual a 1):
Vie {1,... n}, p; = ponderador de desagrupamiento del i-ésimo dato.
Los valores de los datos estdn asociados a las frecuencias acumuladas empiricas:
F(z,)=Prob(Z<z,)=0
N i—1
Vi€{2,..n},F(z,)=Prob(Z<z,)=)_ p,
J=1

Se asocia a cada valor z; el valor Gaussiano y; de misma frecuencia acumulada, es decir
tal que (Figura 4)

F(z)=G(»,),

lo que define la funcién de anamorfosis empirica, denotada como ¢ (Figura 5). Si Y es una

variable Gaussiana estdndar, entonces O(Y) tiene exactamente la distribucién empirica de
los datos originales.
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Figura 4. Determinacion de la anamorfosis empirica

Valores originales

=3 -2 -1 0 1 2 3

Valores Gaussianos

Figura 5. Funcién de anamorfosis empirica
Varias razones justifican la necesidad de efectuar un suavizamiento de ¢:
Obtener una funcién de anamorfosis invertible, que permite asociar un valor Gaussiano
a cualquier valor de la variable Z y vice-versa (la anamorfosis empirica no es invertible,
pues es una funcién escaloneada).
Suavizar la anamorfosis empirica equivale a suavizar el histograma experimental de Z,
luego permite modelar su distribucién univariable de manera mds aceptable que por su

distribucién empirica.

El valor Gaussiano asociado con el dato minimo es infinito: y; = — oo, pues G(y;) = F(z))
= 0. Esta situacién desaparece después del suavizamiento de la funcién de anamorfosis.
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Existen varios métodos de suavizamiento de la anamorfosis empirica, en particular con
ayuda de polinomios (Figura 6).

Valores originales

Valores Gaussianos

Figura 6. Anamorfosis empirica (linea punteada) y modelada (linea continua)

2. Modelo multi-Gaussiano

2.1. Hipotesis

Se supone que el conjunto de valores Gaussianos tiene una distribucién multivariable
Gaussiana (multi-Gaussiana), es decir, la densidad de probabilidad de los valores ubicados
en los sitios {xi,... X,} es

1 1
o), )= expi——yCy' ¢,
g d,) (27 Jo O XP{ >y y}

donde y es el vector (y1,... y,), mientras que C representa la matriz de varianza-covarianza
de los datos Gaussianos. Se ve que, en este caso muy particular, la funcién de covarianza
(o, en forma equivalente, el variograma) permite obtener las distribuciones de probabilidad
multivariables, es decir, caracteriza completamente la funcion aleatoria Gaussiana. Se trata,
por lo tanto, de un modelo extremadamente sencillo, puesto que bastard con realizar el
andlisis variografico de los datos Gaussianos para determinar el modelo.

2.2. Validacion

Por construccién, el histograma de los datos transformados es Gaussiano, por lo cual su
distribucién univariable es consistente con el modelo. Sin embargo, hace falta verificar que
las distribuciones de orden superior (bivariables, trivariables...) sean también compatibles
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con la hipétesis multi-Gaussiana. Desde un punto de vista tedrico, tal verificacién es muy
exigente y dificil de confirmar con los datos experimentales disponibles. Por esta razon, en
la practica, uno se contenta con validar que la hipdtesis multi-Gaussiana se cumple a nivel
de las distribuciones bivariables (es decir, aquellas que involucran a dos valores Gaussianos
alavez).

Primer test: nubes de correlacion diferida

Consideremos un par de valores Gaussianos (Y(x),Y(x+h)) en dos sitios separados por
un vector h. La densidad de probabilidad conjunta de estos valores es:

1 v’ =2p(h)y, v, +y,”
g,y,)= expy ——
" anfi—ph)? 2(1-p(h)*)

Las curvas de isodensidad g(y;,),) = constante son elipses concéntricas:

yl2 =2pth)y, y,+ yz2 =constante .

En la préctica, esto significa que la nube de correlacion diferida calculada con los datos
Gaussianos para el vector h, debe tener una forma eliptica. Ademds, cuando la norma de h
es muy grande, la nube de correlacién diferida se vuelve circular (sefal de que ya no existe
correlacion entre Y(x) e Y(x + h) para las distancias grandes). Al contrario, cuando lhl
tiende a 0, la nube se restringe en torno a la primera bisectriz, ya que Y(x + h) esta cada vez
mads correlacionado con Y(x) (Figura 7).

Distancia |h| pequefia Distancia |h| grande

Y(x)

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Y(x+h) Y(x+h)

Figura 7. Nubes de correlacién diferida en forma de elipses
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Segundo test: comparacion entre variograma y madograma

El madograma (o variograma de orden 1) de la variable Gaussiana para un vector h se
define como:

Y, (h):%E{IY(x+h)—Y(x)I}

Dado que la distribucion multi-Gaussiana estd enteramente caracterizada por la funcién
de covarianza (o por el variograma y(h)), se puede expresar este madograma en funcién del
variograma. Se tiene la siguiente relacion:

VY(h) =Jn=1.77 (independiente de h).
Y, (h)

Basta con verificar esta relacién con los variograma y madograma experimentales de
los datos Gaussianos.

Tercer test: variogramas de indicadores

Un indicador es una funcion binaria definida por referencia a un umbral y:

Isi¥Y(x)<y
I, (x;y)= .
0 en caso contrario

Al igual que para el test anterior, existe una relacién entre el variograma de la variable
Gaussiana y el variograma ¥i,(h) de la variable indicador:

1 arcsen[1-y(h)] yz
(h)=GOY)[1-G(y)]— expl[— de
Y, W=G-G)I-——|, xpl———]

donde G(.) es la funcién de distribucién Gaussiana estandar.
El test propuesto consiste en los siguientes pasos:
1) Modelar el variograma y(h) de los datos Gaussianos.
2) Deducir el variograma 7;,(h) del indicador asociado a un determinado umbral y.
3) Codificar los datos Gaussianos en indicador (0 6 1) segtn si superan o no el umbral y.
4) Calcular el variograma experimental de los datos de indicador.

5) Comparar este variograma experimental con la expresion tedrica obtenida en el paso 2).
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6) Repetir el procedimiento (pasos 2 a 5) para varios valores del umbral y, por ejemplo,
para los cuartiles de la distribucion.

7) Concluir si los variogramas tedricos de indicador se ajustan razonablemente bien a los
variogramas experimentales.

2.3. Propiedades caracteristicas del modelo multi-Gaussiano

1) Si el umbral y tiende a infinito, el variograma 7;,(h) tiende a su meseta G(y) [1 — G(»)]
cualesquiera h, es decir, los variogramas de indicadores asociados a umbrales extremos
se vuelven pepiticos. En otras palabras, la ocurrencia de valores extremos es puramente
aleatoria, de modo que el modelo multi-Gaussiano es inapropiado cuando los valores
extremos estdn espacialmente correlacionados, en particular cuando estdn agrupados en
ciertas zonas del campo (Figura 8).

Figura 8. Realizaciones de cuatro modelos de funcion aleatoria. Sélo el
modelo en la ldmina A es compatible con la distribucién multi-Gaussiana,
pues no presenta agrupacion espacial de los valores extremos
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2) La expresion del variograma de indicador i, es invariante cuando se cambia y en —y: la
continuidad espacial de los indicadores es simétrica con respecto al umbral mediano
(0). Esto se traduce por una igualdad entre los variogramas de indicadores asociados
con cuantiles simétricos con respecto a la mediana. En términos mds intuitivos, las
caracteristicas (anisotropia, continuidad a pequena escala...) que se manifiestan para los
valores bajos también caracterizan los valores altos.

3. Simulacion condicional

Una vez que se ha comprobado la validez de la hipétesis multi-Gaussiana, el modelo
queda enteramente caracterizado por la funcién de anamorfosis y por el variograma de los
datos Gaussianos. Falta ahora definir un algoritmo para poder construir realizaciones de
este modelo y condicionarlas a los datos disponibles. Entre los algoritmos que responden a
este problema, el mas sencillo es el llamado “método secuencial Gaussiano”.

3.1. Algoritmo secuencial

Supongamos que se busca simular una funcién aleatoria multi-Gaussiana Y de media O
y variograma Y(h) en los sitios {uj,... u,,} del espacio, condicionada a los datos Gaussianos
disponibles en los sitios {xj,... X,}. El algoritmo secuencial procede de la siguiente manera.
Para cada sitiow; (i = 1,... m):

1) Realizar el kriging de Y(u;) a partir de los datos condicionantes { Y(x;),... ¥(x,)} y de los
valores preyiamente simulados {Y(uy),... Y (uj_l)}. Como resultado, se obtiene un valor
estimado Y 4<(u,-) y una desviacion estdndar G*(ll,-).

2) Simular un valor Gaussiano, cuya media es igual a ¥ (u;) y cuya desviacién estdndar es
igual a 6 (u,):

Y(u)=Y (u,)+06 (u,)N,,

donde N; es una variable aleatoria Gaussiana de media 0 y varianza 1, independiente de
Ni... Ni.1 y de los datos originales Y(x;),... Y(X,).

Asi pues, en la i-ésima etapa, se simula el valor Gaussiano en el sitio u; y se agrega el
valor simulado a los datos condicionantes para simular los sitios siguientes, de donde viene
el nombre “secuencial”. En teoria, se requiere usar un kriging simple (de media conocida =
media de la variable Gaussiana = 0).

Las ventajas del algoritmo secuencial radican en su sencillez y facilidad de ejecucion,
asi como en el hecho de que proporciona directamente simulaciones condicionales a datos.
En contrapartida, su principal desventaja es su lentitud, debido a que el sistema de kriging
se vuelve cada vez mds grande a medida que se desarrolla la simulacién. En la prictica, se
debe restringir los datos condicionantes (datos iniciales + valores previamente simulados) a
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los mds cercanos del sitio a simular, es decir, se utiliza una vecindad moévil en lugar de la
vecindad tUnica requerida en teoria. A su vez, esta restriccion introduce aproximaciones /
imprecisiones en los valores simulados, lo que requiere ciertos “trucos” para minimizar sus
efectos:

» Uso de grillas multiples (cuando los sitios a simular estdn ubicados en una grilla): se
hace la simulacién primero en una malla amplia, luego en mallas més pequenas. Por
ejemplo, se simula uno de cada 10 sitios en cada direccion de la grilla, luego uno de
cada 5 sitios y finalmente los sitios restantes. La idea es que la simulacién en mallas
amplias puede hacerse con una vecindad tnica (por ende, sin aproximacion) puesto
que estas mallas contienen pocos sitios, luego la simulacién en las mallas pequefias
se apoyard en estos valores “bien” simulados.

»  Aleatorizacion de la secuencia de simulacion: el orden segun el cual se simula los
distintos sitios es elegido al azar. Esto se debe a que el uso de una secuencia regular
(por ejemplo, simular los nodos de una grilla en 2D fila por fila) suele provocar la
aparicion de artefactos cuando se utiliza una vecindad mévil. Para cada realizacién
que se quiere construir, es recomendable definir una secuencia distinta.

A modo de ejemplo, la Figura 9 muestra los variogramas experimentales calculados en
100 realizaciones de una funcién aleatoria Gaussiana de variograma esférico (alcance 50) +
pepita, realizadas con el algoritmo secuencial en un dominio de 400 x 400 nodos. No se han
considerado datos iniciales, por lo que las realizaciones obtenidas no son condicionales. La
ldmina de la izquierda corresponde a una vecindad de kriging que contiene hasta 20 valores
previamente simulados, mientras que la ldmina de la derecha corresponde a una vecindad
con 100 valores previamente simulados. En ambos casos existe un sesgo en la reproduccion
del variograma, ya que el promedio de los variogramas experimentales no coincide con el
modelo tedrico de variograma, aunque el sesgo disminuye notablemente cuando se utiliza
la vecindad mds exigente.

Es interesante notar que siempre existe una discrepancia entre el variograma simulado
(o sea, el variograma experimental calculado sobre una realizacién de la funcién aleatoria)
y el modelo de variograma. Esta discrepancia, llamada fluctuacion estadistica o fluctuacion
ergodica, se debe a que la realizacién no posee un campo infinito. La teoria indica que la
fluctuacién esperada es pequeia cerca del origen y aumenta con la distancia (esto explica la
falta de robustez del variograma experimental para grandes distancias, ver capitulo 4).
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Figura 9. Sesgo en la reproduccién del variograma producido por el
algoritmo secuencial implementado con una vecindad moévil

3.2. Otros algoritmos

Existen numerosos algoritmos alternativos al método secuencial, por ejemplo:
= Método de descomposicion matricial
= Métodos de convolucion (medias méviles, métodos auto-regresivos)
= Método espectral discreto
= Método espectral continuo
= Método de las bandas rotantes.

Los cuatro ultimos algoritmos generan realizaciones no condicionales (es decir, que no
reproducen los valores de los datos). El condicionamiento de las realizaciones requiere una
etapa adicional basada en un kriging simple. Aunque son mateméticamente mas complejos,
estos algoritmos son mds rdpidos que el algoritmo secuencial por dos razones: 1) el sistema
de kriging s6lo involucra a los datos originales (no a los valores simulados) y 2) se puede
condicionar multiples realizaciones con un solo kriging.

La Figura 10 retoma la situacion vista en la Figura 9 (100 realizaciones de una funcién
aleatoria Gaussiana de variograma esférico + pepita en un dominio de 400 x 400 nodos),
pero utilizando el llamado algoritmo de bandas rotantes en lugar del algoritmo secuencial.
Se observa que el sesgo en la reproduccion del variograma ha desaparecido por completo:
en promedio, el variograma experimental de las realizaciones es igual al modelo tedrico de
variograma.
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Figura 10. Reproduccion del variograma con el algoritmo de bandas rotantes

3.3. Resumen: pasos a seguir para la simulacion

1Y)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Los pasos a seguir para la simulacién condicional son finalmente los siguientes:

Desagrupar los datos originales.

Transformar estos datos
desagrupamiento.

en datos Gaussianos, tomando en cuenta los ponderadores de

Realizar el andlisis variografico de los datos Gaussianos.

Validar la hipétesis multi-Gaussiana (nubes de correlacion diferida, comparacion entre

variograma y madograma, variogramas de indicadores).

Simular la funcién aleatoria Gaussiana

» Elegir un algoritmo de simulacién
»  Construir varias realizaciones

® Condicionar a los datos Gaussianos disponibles si el algoritmo escogido no lo

hace directamente.

Transformacién Gaussiana inversa, para volver a la variable original.

Procesar los resultados.

4. Aplicacion a los datos de contaminacion de suelo

Aplicaremos ahora los pasos anteriores para simular las concentraciones de cobalto en

la zona contaminada.
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4.1. Anamorfosis Gaussiana

El primer paso para aplicar el modelo multi-Gaussiano corresponde a la transformacién
(anamorfosis) Gaussiana de los datos de concentracidn de cobalto. La anamorfosis empirica
se realiza al deformar el histograma desagrupado de los datos de cobalto en un histograma
Gaussiano; sobre esta anamorfosis empirica, se ajusta una funcién polinomial para obtener
el modelo de anamorfosis. Ahora, como el polinomio diverge para los valores extremos de
la Gaussiana, este modelo ha sido corregido para dar valores entre O y 22 ppm, que seran
los valores extremos considerados para la concentracion de cobalto en toda la zona (Figura
11). Si bien el histograma de los datos transformados no es perfectamente Gaussiano, tiene
una forma muy similar a la campana de Gauss (Figura 12), por lo que se puede suponer sin
problema que los datos transformados si tienen una distribucion Gaussiana.

Anamorfosis Gaussiana

Concentracion de cobalto (ppm)

Valores Gaussianos

Figura 11. Anamorfosis empirica (linea escaloneada) y modelada (linea continua)
para las concentraciones de cobalto. Las lineas punteadas indican los extremos
considerados para las concentraciones de cobalto (0 y 22 ppm)

Datos originales Datos transformados
B . Numero de datos 359 — Numero de datos 359
p media 9.59 0.12] — media 0.00
0.12 desv. estandar 3.40 — [ desv. estandar 1.00
e — coef. de variacion 0.35 T
e — maximo 20.60 1 maximo 3.17
— tercer cuartil 12.40 tercer cuartil 0.72
7 mediana 10.07 7 - mediana 0.01
i — primer cuartil 7.31 0.08_] primer cuartil -0.68
o minimo 1.55 o — minimo -2.73
5 008 S )
S ponderadores utilizados S T ponderadores utilizados
[ 1 [ i
0.04 0.04
0.00 — —— f 0.00 — T T T f
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 -3.00 -2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00 3.00
Concentracion de cobalto (ppm) Valores Gaussianos

Figura 12. Histograma de los datos originales (izquierda)
y de los datos transformados (derecha)
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4.2. Validacién de la hipétesis multi-Gaussiana

A continuacién, verificaremos si los datos Gaussianos obtenidos son compatibles con
una distribuciéon multi-Gaussiana. Un primer método consiste en dibujar algunas nubes de
correlacion diferida y comprobar (visualmente) que tienen una forma de elipse (Figura 13).
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Figura 13. Nubes de correlacién diferida para los datos Gaussianos

Un segundo test consiste en verificar que la raiz cuadrada del variograma dividida por
el madograma es constante e igual a VT, o sea, 1.77. El test fue realizado con los siguientes
pardmetros de cdlculo: paso = 0.25 km, tolerancia en el paso = 0.125 km, tolerancia angular
= 90° (omnidireccional), nimero de pasos = 14. Los resultados (Figura 14) indican que se
cumple relativamente bien con el valor esperado, salvo quizés para el primer punto. Ahora,
este punto fue calculado con sélo 356 pares de datos y podria no ser confiable, mientras que
los puntos siguientes se basan en 2000 a 5000 pares de datos.

Raiz (variograma) / madograma

Comparacién variograma / madograma

05

=g ==0"

=8e--0--%--o - =97

=

2

Distancia (km)

25 3 35

Figura 14. Razo6n entre la raiz cuadrada del variograma y el
madograma de los datos Gaussianos, en funcién de la distancia
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4.3. Analisis variografico de los datos Gaussianos

Si bien los tests previos (nubes de correlacion diferida; comparacion entre variograma y
madograma) han sido realizados en forma omnidireccional, es decir, sin tomar en cuenta la
orientacion del vector de separacion h en el espacio, el variograma de los datos Gaussianos
puede no ser is6tropo. De hecho, un andlisis del mapa variografico (Figura 15, izquierda)
indica que este variograma presenta una anisotropia similar a aquella del variograma de los
datos originales, con direcciones principales N60°E y N30°W (ver capitulo 4). Para calcular
el variograma experimental, se elige los siguientes pardmetros:

= paso=0.35km

= tolerancia en la distancia = 0.175 km
= tolerancia angular = 20°

= ancho de banda = 1km.

En cuanto al ajuste, se propone el siguiente modelo (Figura 15, derecha):

v(h) = 0.3 pepa + 0.2 esf(0.5km,0.5km) + 0.5 esf(2km,1.5km) + 0.2 esf(eo,1.5km),

en donde los alcances corresponden a las direcciones N60°E y N30°W, respectivamente.

Mapa variografico

1.875]
Variograma modelado

] =N .
\

Distancia norte (h_y)
Variograma

-1.875
-

" n T T T
Distancia este (h_x) 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

Distancia (km)

Figura 15. Mapa variografico (izquierda) y variograma a lo largo de las direcciones de
anisotropia (N60°E y N30°W) (derecha) para los datos Gaussianos.

4.4. Simulacion condicional

Procedemos ahora a simular las concentraciones de cobalto en una grilla densa (con
una malla de 2m X 2m) que cubre la zona de estudio. Se construye 100 realizaciones con el
método de las bandas rotantes, utilizando la vecindad de kriging definida en el capitulo 6
para condicionar estas realizaciones a los 359 datos disponibles. Luego, se rebloquea cada
realizacion al soporte de las unidades de remediacién (20m X 20m), promediando las 100
concentraciones simuladas en cada unidad. La Figura 16 presenta cuatro realizaciones de
las concentraciones al soporte de las unidades de remediacidn.
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Realizacion #1 Realizacion #2
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Norte (km)

(ppm)
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Realizacion #3 Realizacion #4

0.0

Norte (km)
Norte (km)

0.30 1.30 2.30 3.30 4.30 0.30 1.30 2.30 3.30 4.30
Este (km) Este (km)

Figura 16. Cuatro realizaciones condicionales de la concentracion promedio
de cobalto en unidades de remediacién de 20m x 20m.

4.5. Procesamiento de los resultados

A partir de las realizaciones generadas, se puede buscar estimar las concentraciones de
cobalto, por ejemplo, tomando el promedio de las realizaciones (Figura 17, izquierda). Este
estimador entrega el valor esperado de la concentracidn de cobalto y se asemeja mucho al
estimador de kriging. También se puede caracterizar la incertidumbre en la concentracién
de cobalto al calcular la desviacion estdndar de las realizaciones (Figura 17, derecha). Se
observa que, contrariamente a la desviacion estdndar de kriging, esta desviacion no depende
solamente de la configuracién geométrica de los datos, sino que también de sus valores, por
lo cual constituye una medida de incertidumbre mas completa.
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Desviacion estandar de las realizaciones
(ppm) 1 R (Ppm)

5.30_]
4.30]

3.30_]

Norte (km)
Norte (km)

230

5.0

1.30_]

0.0

0.0

T T
0.30 1.30 2.30 3.30 4.30
Este (km) Este (km)

Figura 17. Promedio y desviacion estdndar de 100 realizaciones condicionales de la
concentracion promedio de cobalto en unidades de remediacién de 20m X 20m.

También se puede estimar la probabilidad de que la concentracién de cobalto supere un
determinado umbral de toxicidad (por ejemplo, 12 ppm), al determinar la frecuencia con la
cual las concentraciones simuladas superan este umbral. Obtenemos asi un mapa del riesgo
de que la concentracién de cobalto sea perjudicial a la salud humana (Figura 18, izquierda).
Este mapa es una herramienta Util para la toma de decisién. Por ejemplo, uno puede definir
tres areas (Figura 18, derecha): un drea de remediacion que contiene las unidades de mayor
riesgo (por ejemplo, aquellas cuya probabilidad de superar el umbral 12 ppm es mayor que
0.5) y requiere tratamiento; un drea segura que contiene las unidades de menor riesgo (por
ejemplo, aquellas cuya probabilidad de superar el umbral 12 ppm es menor que 0.2), tales
que se pueden dejar in situ; finalmente, un drea incierta (unidades con una probabilidad de
superar el umbral 12 ppm entre 0.2 y 0.5) para la cual el riesgo es demasiado pequefio para
ser considerado en el drea de remediacion, pero demasiado grande para ser dejado in situ
sin mayor informacién (muestreo adicional).

Probabilidad de superar 12 ppm Clasificacion de la zona de estudio

Zona de poco riesgo

Zona incierta

Norte (km)
Norte (km)

N O[]

Zona de remediacion

4 h -
0.30.
T T T T T T T T
0.30 1.30 2.30 3.30 4.30 0.30 1.30 230 3.30 4.30
Este (km) Este (km)

Figura 18. Izquierda: probabilidad de encontrar una concentracion de cobalto mayor que
12 ppm. Derecha: clasificacién de la zona de estudio en tres reas.
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La simulacién condicional también se presta al andlisis de riesgo cuando el cambio de
soporte (desde los datos hasta las unidades de remediacién) no corresponde a un promedio
aritmético de las concentraciones contenidas en estas unidades. Por ejemplo, el medio-
ambientalista puede decidir que la unidad de remediacion sea tratada si la concentracién
mdaxima de cobalto dentro de esta unidad supera el umbral de 12 ppm. Aunque presente en
un soporte pequefio, una concentracion alta de cobalto puede ser dafiina y requerir medidas
de remediacion. Este criterio lleva a una clasificacion de la zona mucho mds conservadora
que aquella definida anteriormente (Figura 19).

Norte (km)

0.30_]

Clasificacion de la zona de estudio

Este (km)

L e B e e e
0.30 1.30 230 3.30

Zona de poco riesgo

Zona incierta

Zona de remediacion

Figura 19. Clasificacion de la zona de estudio, considerando la concentracion méxima de
cobalto en cada unidad de remediacién en lugar de su concentracién promedio.

Frecuencia

Segtn el criterio de la concentracién promedio en las unidades de remediacion, sélo el
21.3 % de estas unidades tienen una concentracion de cobalto superior a 12 ppm, mientras
que este porcentaje sube a 81.3 % al considerar la concentraciéon médxima en cada unidad
(Figura 20). Estos porcentajes dan una estimacién de la proporcion de la zona de estudio
que requiere un tratamiento, segun se elige uno u otro criterio.
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Figura 20. Histogramas de concentraciones de cobalto. Izquierda: concentracion promedio
en las unidades de remediacion; derecha: concentraciéon maxima en estas unidades.
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Anexo A. Geoestadistica multivariable

Es frecuente que varias variables regionalizadas se refieran a mismo fendémeno; a modo
de ejemplos, citemos la evaluacion de los recursos minerales en yacimientos polimetdlicos,
la caracterizacion de propiedades petrofisicas (porosidad, permeabilidad...) en un acuifero o
el andlisis de las concentraciones de elementos contaminantes o de pardmetros pedolégicos
medidos sobre muestras de suelo. Se tendrd interés en realizar un estudio conjunto de todas
las variables regionalizadas, de manera de poder tomar en cuenta los vinculos entre ellas y
la informacién aportada por variables auxiliares sobre la variable de interés principal.

Desde el punto de vista tedrico, las dificultades del andlisis multivariable no estdn ni en
los conceptos, ni en los métodos matemadticos, sino que mas bien en las notaciones, mas
complejas. Para evitar una proliferaciéon de indices, es conveniente adoptar una escritura
vectorial o matricial.

Precisemos el vocabulario y las notaciones empleadas. Se llama corregionalizacion al
conjunto de variables regionalizadas, que denotaremos como zj,... zy. Estas variables estdn
definidas sobre un mismo dominio acotado de R? Ilamado campo de la corregionalizacién
y denotado D. Se habla de homotopia o isotopia, cuando todas las variables son medidas en
todos los sitios de muestreo, de heterotopia total, cuando son medidas sobre conjuntos de
sitios disjuntos, y de heterotopia parcial, cuando sélo una parte de los sitios de medicién
son comunes a todas las variables (a menudo, ocurre que el conjunto de sitios de medicién
de una variable esta incluido en el de otra). Finalmente, las funciones aleatorias asociadas a
las variables regionalizadas se denotardn con letras mayusculas, a saber Zi,... Zy.

1. Analisis variografico

Tal como en el marco univariable, se define herramientas variograficas destinadas a
analizar la continuidad espacial de las variables. Se supondrd que las funciones aleatorias
asociadas son conjuntamente estacionarias, de modo que dichas herramientas variogréficas
serdn funciones del vector de separacién entre datos, no de su posicion absoluta.

1.1. Funciones de covarianza simple y cruzada

La covarianza cruzada entre dos funciones aleatorias Z; y Z; para un vector h se define
como:

C, (h)=cov{Z,(x+h),Z,(x)}
=E{Z,(x+h) Z,(x)}=E{Z,(x+h) X E{Z ()}
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Cuando i =, se encuentra la funcién de covarianza de Z;, llamada covarianza simple o
directa. También se puede adoptar una presentacién matricial, definiendo la matriz C(h) de
funciones de covarianzas simples y cruzadas:

Ch)=[C, ()], -

Las covarianzas simples y cruzadas tienen las siguientes propiedades:

e Simetria: en general, para i #j, C;(h) # C;(h) y Cj;(h) # C;(-h), pero siempre se tiene
Cy(h) = C(-h).

¢ Signo y extremos. La funcién de covarianza simple Cj;(h) tiene su valor mdximo en el
origen h = 0, donde es igual a la varianza a priori de Z;, luego es positiva. Ahora, una
funcién de covarianza cruzada puede no ser positiva o cambiar de signo. Su valor en el
origen puede incluso ser negativo, lo que indica una correlacién negativa o antagonismo
entre las variables correspondientes. En particular, el mdximo de la covarianza cruzada
puede estar desplazado del origen. Tal desplazamiento es frecuente en los fendmenos
temporales, cuando una variable tiene un efecto no instantdneo sobre otra, produciendo
un desfase de la correlaciéon entre ambas variables. Este fendmeno se conoce bajo el
nombre de efecto de retardo.

¢ Desigualdad de Cauchy-Schwarz: V i,j € {1,...N}, C, (O)C‘U.(O)ZICU(h)IZ.

e Caracter de tipo positivo. Para todo conjunto de sitios {Xq, 0 = 1... p} y ponderadores
{X,.i=1..N,a=l1...p}, se tiene:

N

i iZ?yaCU(x xﬁ)k >0.

i=1 j=1 a=1 p=I

1.2. Variogramas simples y cruzados

El variograma cruzado entre las funciones aleatorias Z; y Z; para un vector h se define
como:

v, (h):%cov{Z].(x+h)—Z].(x), Z (x+h)-Z,(x)}

1
=5E{[Z,(X+h)—Z,(X)] [Z,(x+h)-Z,(x)]}

El variograma simple o directo corresponde al caso i = . Se puede definir la matriz de
variogramas de la siguiente manera:
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)=y, ], -
Los variogramas simples y cruzados tienen las siguientes propiedades:
Simetria: v;(h) = v;(h) y v;(h) = v,(-h).
Nulidad en el origen: y;(0) = 0.

Signo. Los variogramas simples son funciones positivas, pero los variogramas cruzados
no lo son necesariamente.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz: V i,j € {1,...N}, v,(h)y, (h)2ly, (h)P*.

Caracter de tipo positivo. Para un vector h dado, la matriz I'(h) es simétrica y de tipo
positivo, es decir que

WA, eRY Y ANy, ()20

=l j=1

Relacion con la funcion de covarianza cruzada:
v, ()=C, (‘D—%[C,, (h)+C,(=h)]
Matricialmente:
F(h)=C(0)—%[C(h)+C(—h)] :

Esta relacién muestra que el variograma cruzado toma el promedio de la funcién de
covarianza cruzada en los valores +h y —h. Descomponiendo esta funcién en su parte
par y su parte impar, se ve que el variograma cruzado no contiene mds que la parte par
de la funcién de covarianza cruzada y, por ende, “pierde” informacion:

€, 0)=1C, (h)+C, (-WH-1C, (W)=C, (~h)].

término par término impar

En consecuencia, el variograma cruzado no es una herramienta adecuada para modelar
datos cuando el término impar de la covarianza cruzada juega un papel significativo
(frecuentemente, este término es el responsable de un efecto de retardo, es decir, de un
desfase del maximo de las funciones de covarianza cruzada con respecto al origen). No
obstante, a menudo, el ndmero restringido de datos impide medir este desfase. Ademads,

MI684 - Geoestadistica 125



los modelos usuales suelen considerar solamente funciones pares, por lo que uno omite
la parte impar, lo que equivale a trabajar con los variogramas simples y cruzados.

1.3. Seudo-variograma cruzado

Otra herramienta variografica ha sido introducida bajo el nombre de seudo-variograma
cruzado, denotado T;(h):

n, (h)=%var[Z, (x+h)-Z (x)].

Aunque se trata de una generalizacion del variograma, puesto que encontramos T;;(h) =
v:i(h) cuando 7 = j, aparece una complicacién ligada a la naturaleza diferente de las variables
regionalizadas: ;qué significa la diferencia Z,(x + h) — Z(x) si las variables Z; y Z; no se
expresan en unidades idénticas?

Se tiene la siguiente relacion con la covarianza cruzada:
1
T, (h):E[Cﬁ 0)+C,(0)]-C,(h).

Ast, el seudo-variograma cruzado puede servir para identificar y modelar los efectos de
retardo, de la misma forma que la covarianza cruzada.

1.4. Inferencia estadistica

Como en el caso univariable, se puede calcular las covarianzas y variogramas simples y
cruzados experimentales para un determinado vector h. En la prictica, se suele introducir
tolerancias sobre la norma y la orientaciéon de h, con el fin de dar mds robustez a los
estimadores. En adelante, denotaremos como {xai, a = 1... n;} los sitios de medicién de la
variable z;; su nimero y posicioén pueden diferir de una variable a otra (caso de heferotopia,
total o parcial).

=  Estimador de la covarianza cruzada:

LY )= F iz, (xf) -]

C,(h)=
/ IN, ()] )

I B I .
con z].:—Zz,(x’a) y Z, =—sz(xé)

n; a=1 n; p=1

Ny(h) = {(o.B) tal que X,/ — xg = h}
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IN;i(h)l es el nimero de pares distintos del conjunto N;(h).

= Estimador del variograma cruzado:

A 1
7, (h)=mN§n[z, (xa) =2, (x)1[z, (x) =2, (x;)]

donde, esta vez, N;(h) = {(a,p) tal que xq— xg = h, siendo a la vez z; y z; medidas en xq
y Xg}. El variograma cruzado necesita tener los datos de las diferentes variables en los
mismos sitios. Por lo tanto, no se puede calcular en el caso de heterotopia total (caso en
el cual el conjunto Nj(h) es vacio para todo vector h), contrariamente a la covarianza
cruzada.

1.5. Modelo lineal de corregionalizacion

Los variogramas simples y cruzados de un conjunto de variables no pueden modelarse
independientemente, pues entre ellos existen restricciones matemadticas (en particular, la
matriz I'(h) debe ser simétrica y de tipo positivo para todo vector h). En la prictica, para
satisfacer estas restricciones, se recurre al llamado modelo lineal de corregionalizacion,
que generaliza el concepto de modelo anidado al caso multivariable.

Se supone que los variogramas simples y cruzados son combinaciones de un mismo
conjunto de modelos de base:

S

Vi, je[l,N],y,(h)=Y b; g,(h)

u=l

S
0 sea, matricialmente I'th)= ZBU g,(h)

u=l
donde I'(h)=[y,(h)], _, , eslamatriz de los variogramas simples y cruzados
g,(h) es un modelo bésico de variograma
B, =[5;]

..y Sellama matriz de corregionalizacion.

Una condicion suficiente para que el modelo asi definido sea matematicamente valido
es que cada una de las matrices de corregionalizacion {B,, u = 1... S} sea simétrica de tipo
positivo. Esto es muy fécil de controlar: todos los valores propios de B, deben ser positivos

o nulos.

En el caso de dos variables (Z; y £>), la condicién de positividad se cumple si
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Vue[1,81,1651</b" b,

Esta desigualdad implica que un modelo bdsico que aparece en el variograma cruzado
con una meseta no nula, presenta forzosamente una meseta no nula en los dos variogramas
simples. En la préctica, el usuario tiene que definir los nimero y tipos de modelos anidados
que desea utilizar para el ajuste de los variogramas experimentales. Luego, tiene que buscar
los pardmetros (alcances, matrices de corregionalizacién) que conducen a un buen ajuste,
verificando que se cumple la desigualdad anterior para cada modelo anidado.

En el caso de tres 0 mds variables, el chequeo es més dificil, puesto que la desigualdad
anterior ya no es suficiente para asegurar que las matrices de corregionalizacién sean de
tipo positivo, sino que se debe calcular sus valores propios para comprobar si son positivos
o no. Para ayudar a determinar estas matrices de corregionalizacidn, existen algoritmos de
ajuste semi-automdticos que buscan minimizar el error cuadritico entre los variogramas
experimentales y modelados, bajo las restricciones de positividad de los valores propios.
Para ello, el usuario debe proponer los modelos bésicos, en particular sus nimero (), tipos
y alcances.

1.6. Otros modelos

Existen otros procedimientos para modelar los variogramas simples y cruzados de una
corregionalizacion:

» Correlacién intrinseca. Se trata de un modelo particular de corregionalizacién, donde
todos los variogramas simples y cruzados son proporcionales entre si.

® Modelos basados en una hipétesis de Markov. Se postula que, conociendo el valor de la
variable Z; en un sitio x, los valores de las otras variables en el mismo sitio no dependen
mds de los valores de Z; en sitios distintos a x. Esto trae como consecuencia que los
variogramas cruzados {Y;(h), j = 1... N} son proporcionales al variograma simple 7;,(h).

®= Modelo bilineal de corregionalizacién. Permite obtener covarianzas cruzadas que no
son funciones pares. Resulta muy interesante para el estudio de fendmenos temporales
en los cuales las variables evolucionan de manera asincrénica (efecto de retardo).

* Modelos basados en ecuaciones lineales o diferenciales entre las variables (por ejemplo,
en hidrogeologia, la transmisividad y la carga hidrdulica).

2. La estimacion local: el co-kriging

El objetivo del co-kriging es estimar el valor de una variable en un sitio o un bloque, a
partir no s6lo de las mediciones de ésta, sino también de otras variables correlacionadas con
ella. Se trata de una extension de la técnica de kriging al caso multivariable: la estimacién
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serd una combinacién lineal ponderada de los datos, sin sesgo y con una varianza del error
minima.

2.1. Co-kriging simple (medias conocidas)

Supongamos que se quiera estimar la variable Z; en el sitio Xy y denotemos como m; el
valor esperado (conocido) de la variable Z; (i = 1... N). El estimador se plantea como una
combinacioén lineal de los datos disponibles en la vecindad de xy, o sea:

N n;
Zl*(xo):a+22xaz,(x;),

i=l o=l

donde el coeficiente a y los ponderadores {ka’, i=1...N,o=1..n;} son las incognitas del
problema.

Se exige que el error de estimacién tenga una esperanza nula:

N nj )
E[Z (x)-Z,(x)]=a +Y Y X, E[Z,(x,)]-E[Z,(x,)]
i=1 a=1

ny n;

=a+[Z7Ja—1] m, +i[m,2xa]
o=l i=2

o=l

lo que conduce a la siguiente condicion:

n;

1 N
a=[1-) X, 1m =Y [m Y X,1.
i=2

a=1 o=1

Finalmente, se busca que la varianza del error de estimacién sea minima. Esta varianza
se expresa en funcién de las covarianzas simples y cruzadas:

N N nj j N nj
var[Z, (x) - Z,(x)1=Y Y Y Y X 4 C (x, —x)-2) Y X, C (x,—x,)+C,,(0) .
i=l j=1 o=l p=l i=l o=l

La minimizacién conduce al siguiente sistema de ecuaciones lineales:

N T
Y Y MG, (x,—x))=C,(x,-x,) Vi=l..N.Va=1..n,

J=1 B=l1

cuya resolucion entrega los ponderadores de co-kriging. Este sistema de ecuaciones puede
escribirse en forma matricial y resolverse con pivote de Gauss o con inversion matricial.
Cabe sefialar que el miembro de la izquierda no depende de la variable que se estd
estimando (Z;). Por consiguiente, basta con invertir una sola matriz para obtener la
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estimacion de fodas las variables en el sitio Xy. Sin embargo, se debe observar el importante
tamafo de la matriz a invertir (en comparacién con el caso univariable). Por ejemplo, este
tamafio se multiplica por dos cuando se mide dos variables en los mismos sitios. Asi, los
tiempos de célculo aumentan rdpidamente al aumentar el nimero de variables.

La varianza del error de estimacion (varianza de co-kriging simple) vale:

n;

N .
G?TKS—ZI (x)=C,,(0)— ZZN& C, (X —X).

i=1 a=l1

2.2. Co-kriging ordinario (medias desconocidas)

El co-kriging ordinario supone que los valores esperados m;,... my son desconocidos.
La aplicacion de las etapas clasicas (linealidad, insesgo, optimalidad) conducen al siguiente
sistema de ecuaciones:

N
Y )Y MG (i, —xp)+u,=C (x,—x,) Vi=l..N,Vo=1..n,

y varianza del error

N 1
(53‘1«)—2l (x0)=C;,(0)— sza Ci(Xg—Xo)—Hy,

=l o=1
en donde Uy,... Ly son incégnitas adicionales (multiplicadores de Lagrange).

Se puede escribir las ecuaciones anteriores en términos de variogramas en lugar de
covarianzas: basta con reemplazar las covarianzas simples y cruzadas por el opuesto de los
variogramas correspondientes. Como en el caso del co-kriging simple, el miembro de la
izquierda no depende de la variable de interés. Por esto, basta con invertir una sola matriz
para obtener la estimacién de todas las variables en el sitio Xo.

Se propone a veces una variante del cokriging ordinario (Illamada “cokriging ordinario
estandarizado”), donde cambia la condicién sobre la suma de los ponderadores
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en lugar de las condiciones tradicionales

ny

Y X, =1

o=l

YH,=0 Vi=2.N

o=l

Los promotores de esta variante afirman que la nueva condicién da més influencia a las
variables secundarias, puesto que en el sistema tradicional los ponderadores asignados a
cada variable secundaria suman cero. Sin embargo, esta nueva condicién corresponde a una
restriccion de insesgo sélo si las variables poseen la misma media desconocida. Es el caso
de mismo atributo medido sobre soportes distintos o con aparatos distintos; de lo contrario,
se tiene que re-escalar cada variable en torno a una misma media.

2.3. Co-kriging co-localizado

Cuando se dispone de una variable auxiliar m4s muestreada que la variable de interés,
incluso exhaustivamente conocidag, las mediciones situadas cerca del sitio a estimar tienden
a hacer de pantalla a las mediciones alejadas. Ademads, la abundancia de datos de la variable
auxiliar puede provocar inestabilidades numéricas al resolver el sistema de co-kriging.

Una simplificacion consiste en utilizar para la estimacion, sélo el dato de cada variable
auxiliar mas cercano al sitio a estimar, ademas de todos los datos asociados a la variable de
interés. Si se supone que las variables auxiliares son conocidas en forma exhaustiva, esto
equivale a considerar solamente su valor en el sitio a estimar (de donde viene el adjetivo
co-localizado). En esta situacidn, ni siquiera se requiere conocer las covarianzas simples de
las variables auxiliares, sino que solamente su valor en el origen, lo que reduce el esfuerzo
de inferencia y modelamiento.

Entre los distintos tipos de co-kriging presentados anteriormente, se puede considerar el
co-kriging simple o ordinario estandarizado (es decir, con una sola restriccién de insesgo).
El co-kriging ordinario cldsico impone que la suma de los ponderadores asignados a las
variables auxiliares sea nula, lo que conduce a un ponderador nulo para el tnico dato de
cada variable auxiliar; por ende, s6lo se tomaria en cuenta los datos de la variable de interés
y se ignoraria las variables auxiliares.

Aunque simplifica el sistema de ecuaciones, el co-kriging co-localizado presenta varias
desventajas:

Esta situacion es andloga a aquella vista en el caso de kriging con una deriva externa. La variable conocida
en forma exhaustiva puede provenir de imdgenes satelitales, fotografias aéreas, modelos digitales de elevacién
o levantamientos geofisicos basados en datos sismicos, segtin la aplicacién considerada.
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e Es necesario conocer las variables auxiliares en todos los sitios donde se busca estimar
la variable de interés o a proximidad inmediata de estos.

¢ No se toma en cuenta toda la informacién disponible: se olvida casi todos los valores de
las variables auxiliares, lo que puede traducirse por una subestimacién de la precision
de la estimacion (varianza de co-kriging demasiado alta).

® No es posible realizar un co-kriging ordinario cldsico. Una solucién para este problema
consiste en utilizar como datos auxiliares aquellos ubicados en los mismos sitios que los
datos de la variable de interés, ademas de los datos auxiliares co-localizados con el sitio
a estimar.

2.4. Otras variantes

* Co-kriging con tendencias: esta variante sirve cuando los valores esperados mj,... my
ya no son constantes, sino que variables en el espacio (derivas). Podemos distinguir el
co-kriging universal (derivas polinomiales), trigonométrico (derivas periddicas) y con
derivas externas (derivas proporcionales a variables conocidas exhaustivamente).

=  Co-kriging mixto: se conoce la media de algunas variables, mientras que se desconoce
la media de las otras.

* Co-kriging de bloque: esta variante permite estimar directamente el valor promedio de
las variables sobre un soporte mayor que el soporte de los datos.

= Co-kriging factorial: consiste en descomponer las funciones aleatorias (representadas
por un modelo lineal de corregionalizacién) en un conjunto de facfores mutuamente no
correlacionados, jerarquizados en funcién de la cantidad de informacién que contienen,
y estimar estos factores a partir de los datos disponibles.

* Co-kriging de indicadores: aplicacion del co-kriging a variables binarias (indicadores)

en vista a estimar una distribucioén de probabilidad.

2.5. Propiedades del co-kriging

El co-kriging comparte las mismas propiedades que el kriging, en particular:

= Interpolacion exacta: en un sitio con dato, el valor estimado vuelve a dar el valor del
dato, mientras que la varianza del error es nula.

* Suavizamiento: las estimaciones presentan menos variabilidad que los valores reales
desconocidos. En consecuencia, el co-kriging tiende a sobrestimar las zonas de valores
bajos y subestimar las zonas de valores altos, aunque en promedio los errores tienden a
compensarse debido a la restriccion de insesgo.
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Como en el caso del kriging, los ponderadores y la varianza del error s6lo dependen de
la configuracién geométrica formada por los sitios con datos y el sitio a estimar, asi como
de los variogramas (simples y cruzados) de las distintas variables, pero no dependen de los
valores de los datos.

En lo que concierne a la regularidad del sistema de cokriging, es decir, la existencia y
unicidad de la solucién, es necesario que no existan datos duplicados y que las variables
sean linealmente independientes en los sitios con datos, es decir, que no estén ligadas por
una relacidn lineal. Por ejemplo, si las N variables representan proporciones y suman 100%,
no se puede utilizarlas todas en el co-kriging: habrd que remover una variable (por ejemplo,
Zy) y deducir su estimacion como 100% menos la suma de las estimaciones de Z,... Zy.;. El
resultado es independiente de la eleccion de la variable que se deja de lado.

2.6. La alternativa entre kriging y co-kriging

En teoria, dos razones justifican que siempre es preferible estimar por co-kriging varias
variables en lugar de hacer un kriging por separado de cada una de ellas:

e Se aprovecha, para estimar una variable, la informacién aportada por las demdas. En
especial, el co-kriging da siempre una varianza de estimacién menor o igual que el
kriging.

¢ Se mejora la coherencia de los resultados de estimacidn, puesto que se toma en cuenta
las relaciones lineales entre las variables. Por ejemplo, cuando las variables representan
proporciones, la suma de sus estimaciones es igual a 100%, situacién que no se cumple
necesariamente al realizar el kriging de cada variable por separado.

Ahora, existen dos situaciones donde el co-kriging coincide con el kriging por separado
de cada variable:

1) Las variables son independientes entre si (sus variogramas cruzados son nulos).

2) Los variogramas simples y cruzados son proporcionales entre si (modelo conocido
como correlacion intrinseca) y el muestreo es homotdpico, o sea, todas las variables
han sido medidas en todos los sitios de muestreo. En este caso, las variables poseen
la misma continuidad espacial y se vuelven redundantes entre si.

El co-kriging mejora notablemente los resultados del kriging en caso de heterotopia,
cuando las variables poseen una buena correlacion espacial. Este método es particularmente
ventajoso cuando una variable adicional es mds accesible que la variable de interés. Esta
ventaja se difumina si la correlacion entre las variables es pequeiia, caso en el cual se corre
el riesgo de aumentar los tiempos de cdlculo sin mejorar la precision.
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3. Simulacion multivariable

Se puede extender los métodos de simulacién condicional al &mbito multivariable (se
habla entonces de co-simulacion). En este capitulo, nos interesaremos por el modelo multi-
Gaussiano, que sirve para simular variables de distribuciones continuas.

Se supone que cada variable ha sido transformada a una Gaussiana (anamorfosis) y que
se ha verificado el cardcter bi-Gaussiano para cada variable y cada par de variables, via el
andlisis de nubes de correlacion diferida, variogramas de indicadores o comparacion entre
variograma y madograma. A continuacion, presentaremos distintas opciones para la co-
simulacion.

3.1. Simulacién secuencial conjunta

Se define una secuencia aleatoria sobre todos los sitios a simular. Luego, en cada sitio
de esta secuencia:

® Buscar los datos cercanos, tanto de la variable primaria como de la(s) variable(s)
secundaria(s).

= Hacer un co-kriging simple de las distintas variables en el sitio a simular, a partir de los
datos encontrados en la vecindad.

® Simular las variables como un vector Gaussiano, cuyos primeros momentos son el co-
kriging simple y la matriz de varianza-covarianza de los errores de cokriging simple (la
covarianza de los errores cometidos para dos variables distintas se expresa de una forma
andloga a la varianza del error cometido para una sola variable).

* Incorporar los valores simulados a la base de datos, los cuales servirdn de informacién
condicionante para todos los sitios a simular a continuacion.

3.2. Simulacion secuencial jerarquica

En esta variante, se define una jerarquia entre las variables a simular (empezando con la
variable mds relevante o con aquella que tiene la mejor continuidad espacial) y, para cada
variable, una secuencia aleatoria sobre los sitios a simular. En la primera corrida, se simula
la variable primaria. Luego, en cada una de las corridas siguientes, se simula una variable
secundaria segtin la jerarquia definida.

En cada caso, la distribucion condicional del valor a simular es una Gaussiana de media

igual al estimador de co-kriging simple y varianza igual a la varianza de co-kriging simple.
Se puede utilizar:
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* un co-kriging completo, que considera los datos Gaussianos de todas las variables y los
valores previamente simulados en la corrida en cuestion y en las corridas anteriores;

* un co-kriging co-localizado, que considera sélo los datos Gaussianos de la variable que
se estd simulando, los valores ya simulados de esta variable y los valores co-localizados
de las variables simuladas en las corridas anteriores. Esta opcidn simplificada permite
disminuir la cantidad de cdlculos, los cuales aumentan considerablemente a medida que
se desarrolla la simulacion secuencial.

3.3. Otros algoritmos

A pesar de su sencillez, el algoritmo secuencial requiere aproximaciones, debido a que
el tamano del sistema de co-kriging aumenta a medida que se desarrolla la simulacién (en
la préactica, esto se traduce por la definicién de una vecindad mévil donde buscar los valores
condicionantes: datos originales + valores previamente simulados).

Para evitar estas aproximaciones, se puede recurrir a otros algoritmos de co-simulacion:
*  Meétodo de descomposicién matricial
* Meétodos de convolucién
* Meétodo espectral discreto
* Me¢étodo espectral continuo
= Método de bandas rotantes.

En cada uno de estos algoritmos, es preciso utilizar un co-kriging para condicionar las
realizaciones a los datos disponibles. Aqui el enfoque multivariable (co-kriging, en lugar de
kriging) es indispensable para poder reproducir las correlaciones entre las variables, incluso
en caso de homotopia. Ahora, estos métodos son mas rapidos que el algoritmo secuencial
porque el sistema de co-kriging s6lo involucra a los datos originales y se puede condicionar

varias realizaciones con un solo co-kriging (los ponderadores de co-kriging son los mismos
para todas las realizaciones, luego pueden ser calculados de una vez por todas).

3.4. Aplicacion a los datos de contaminacion de suelo

A continuacién, reanudamos con los datos de contaminacién de suelo y aplicaremos los
conceptos expuestos para co-simular las concentraciones de cobalto y niquel en la zona de
estudio.

Primero, se transforma los datos de concentraciones de cobalto y niquel a datos con una
distribucién Gaussiana estdndar (etapa de anamorfosis Gaussiana). Luego, se calcula los
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variogramas experimentales simples y cruzados de las variables Gaussianas, a lo largo de
las direcciones principales de anisotropia, a saber, las direcciones N60°E y N30°W. Para el
ajuste, se propone el siguiente modelo, compuesto de un efecto pepita y tres estructuras
esféricas anidadas (Figura 1):

_(h h)) (03 0.2 02 0.1
I'(h)= Yool Ve (W) pepa+ esf(0.5km,0.5km)
Yeurs () Yy() 102 03 0.1 0.2

+[ 0.5 045 0.2 0.08

0.08 0.15

esf(2km,1.5km)+
0.45 0.55

]esf(oo, 1.5km),

en donde los alcances corresponden a las direcciones N60°E y N30°W, respectivamente. Se
puede verificar que todas las matrices de mesetas (matrices de corregionalizacién) son de
tipo positivo (por ejemplo, por tratarse de matrices 2 X 2, verificando que sus determinantes
y trazas son positivos).

Variograma simple (cobalto) Variograma cruzado (cobalto - niquel) Variograma simple (niquel)
L ]
. i -1 L]
1.20 ] 0.80_} 1.20 N30°W
/4 N6O°E
o 2] 4 o .-
o o
H go.eo g i y /
® 2
o 0.80_] 5 éo.eo_ /o 2
8 £ ] g :
g & 0.40_] 8
s - § s ]
0.40_] 0.40_]
0.20_]
000....,....,....].. 0'00_ T T T 0-00....|..|.|....|..
0.00 1.00 2.00 3.00 0.00 1.00 2.00 3.00 0.00 1.00 2.00 3.00
Distancia (km) Distancia (km) Distancia (km)

Figura 1. Variogramas simples y cruzados de los datos Gaussianos de cobalto y niquel.
Lineas punteadas: variogramas experimentales. Lineas continuas: modelos ajustados.

Provistos del modelo variografico bivariable, procedemos a simular las concentraciones
de cobalto y niquel en una grilla densa (de malla 2m X 2m) que cubre la zona de estudio. La
simulacién se realiza mediante el algoritmo de bandas rotantes. Para el condicionamiento,
se utiliza una vecindad de co-kriging que contiene hasta 48 datos (6 datos de cada variable
en cada cuadrante del espacio). Se construye 100 realizaciones, las cuales son rebloqueadas
al soporte de las unidades de remediacion, promediando las concentraciones simuladas en
cada unidad de 20m X 20m. La Figura 2 presenta dos de estas realizaciones.
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Figura 2. Dos realizaciones de las concentraciones promedio de
cobalto (arriba) y niquel (abajo) en las unidades de remediacidn.

Supongamos que las normas ambientales indican que las concentraciones de cobalto y
niquel no deben sobrepasar limites de 12 ppm y 30 ppm, respectivamente. Para cada unidad
de remediacion, utilizando los 100 escenarios simulados, se puede calcular la probabilidad
de encontrar concentraciones mayores que estos valores limites (Figura 3, izquierda):

Prob{toxicidad} =1-Prob{Co<12ppm, Ni<30ppm}

andlisis
bivariable

=]1-Prob{Co<12ppm}xProb{Ni<30ppm|Co<12ppm}

A modo de comparacion, la parte derecha de la Figura 3 muestra las probabilidades que
se obtendrian al suponer equivocadamente que las concentraciones de cobalto y niquel son
independientes y al tratarlas en forma separada:

Prob{toxicidad} =1—-Prob{Co<12ppm }xProb{Ni<30ppm}.

andlisis
univariable
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Analisis bivariable Analisis univariable
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Figura 3. Mapas de las probabilidades de encontrar concentraciones toxicas de cobalto o de
niquel. Izquierda: andlisis bivariable, que considera las correlaciones entre ambas variables.
Derecha: andlisis univariable, que ignora estas correlaciones.

Las probabilidades calculadas al tratar las concentraciones de cobalto y niquel en forma
separada tiende a sobre-estimar las probabilidades obtenidas al considerar las correlaciones

entre ambas variables (Figura 4). Este sesgo se explica por la correlacion positiva entre las
variables, lo que implica, en general:

Prob{Ni<30ppm!|Co<12ppm}=Prob{Ni<30ppm}.

En otras palabras, las unidades donde la concentracién de niquel es menor que 30 ppm
tienden a ser las mismas que las unidades donde la concentracién de cobalto es menor que

12 ppm.

O
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Prob{toxicidad} analisis bivariable
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0 0.2 04 0.6 0.8 1
Prob{toxicidad}
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Figura 4. Comparacion de las probabilidades obtenidas en la Figura 3.
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