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1. Ecuacion de Bernoulli para flujo
estacionario

Se deriva a partir de las ecuaciones de
movimiento para fluidos inviscidos.

Ademas, asume que el observador sigue
la trayectoria de una masa de control.

d (1 2) 1d d
SV =- p-g N
ds\ 2 p ds ds
s es la distancia recorrida a lo largo de una

linea de flujo, p es la presion del fluido, h es la
elevacion en el campo gravitacional.



Ecuacion de Bernoulli para flujo
estacionario

Al integrar la ecuacion anterior a lo largo
de una linea de flujo entre los puntos 1y
2, se obtiene la ecuacion de Bernoulli:

;(vg—v) Jpzj)dp+g(h _h)=0

Relaciona la velocidad, presion y
elevacion de dos puntos a lo largo de una

linea de flujo en situaciones que la
viscosidad juega un rol menor




Ejercicio. Ecuacion de Torricelll

Utilizando la ecuacion de Bernoulli, calcule
la velocidad de salida del fluido desde un
tangue abierto (destapado). La altura
desde la superficie del liquido hasta el
orificio de descarga es h.

Qué suposiciones deberia hacer?
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2. Distribucion de Velocidad en Flujo
Turbulento

Flujo laminar: ordenado
Flujo turbulento: cadtico

Podrian utilizarse las ecuaciones de
movimiento (N-S) para describir el
movimiento violentamente fluctuante de
un fluido en regimen turbulento?



2.1 Comparacion entre flujo Laminar
y Turbulento

Flujo dentro de tubos circulares:

Sabemos que para flujo estacionario dentro de
un tubo circular de radio R, la distribucion de
velocidad esta dada por:

2
vz =1- (r) y <VZ> = 1 Re <2100
Z,max R v 2

Z,max
Para el flujo turbulento, la velocidad fluctua con
el tiempo en forma caotica. Se puede medir la
velocidad promedio:

17 .
Vi o _(rj y Ve 4 10% < Re < 105

V
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2.1 Comparacion entre flujo Laminar
y Turbulento

La caida de presion puede relacionarse al
flujo masico, w:

Laminar: P0 — PL — ( 8};\')'4 jw Re <2100
7T,

2 7/4 lu]/4L
Turbulento: PO — PL ~ 0_0198() (19/4)"’7/4 104 < Re < 10°
T PR
La dependencia mas pronunciada de la caida de
presion con respecto al flujo masico en el caso de
réegimen turbulento, indica el hecho de que se
requiere mas energia para mantener la variaciones
violentas de movimiento en el fluido



2.1 Comparacion entre flujo Laminar
y Turbulento

Flujo sobre una placa plana:

La fuerza de arrastre producida sobre la placa
(cuando el flujo es en ambos lados de ella) esta
dada por:

Laminar: F = 1.328{ ol W2 0 < Re, < 5x105
Re, = pLY,

y7;

Re, es el numero de Reynolds para una placa de
largo L, el ancho de la placa es W y la velocidad del
fluido, lejos de la placa es v, .



2.1 Comparacion entre flujo Laminar
y Turbulento

Flujo sobre una placa plana:

La fuerza de arrastre producida sobre la placa
(cuando el flujo es en ambos lados de ella) esta

dada por:

Turbulento: F~0.745 p" "W >V 5x10° < Re, < 107

Nuevamente, la mayor dependencia de la fuerza en
relacion a la velocidad con que se aproxima el fluido
indica la mayor energia que se necesita para
mantener el movimiento irregular en réegimen

turbulento



2.2 Ecuaciones de cambio para flujo
turbulento iIncompresible

En un flujo en régimen turbulento, se puede considerar
gue la velocidad real se compone de la suma de un
valor medio y una fluctuacion:

V, = V, + V., = Descomposicion de Reynolds

El valor medio se obtiene de la variacion temporal de v,,
v,(t), tomando el promedio temporal sobre un numero de

fluctuaciones.

1
—"t
) 0

t

. 1
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2.2 Ecuaciones de cambio para flujo
turbulento iIncompresible

El periodo t, debe ser suficientemente largo como para
dar una funciéon promedio suavizada: velocidad suavizada

en el tiempo

En el caso del flujo turbulento dentro de un tubo, por
ejemplo, se podria esperar que la cantldad sea
mdependlente del tiempo, pero dependlente de la
posicion.

Flujo turbulento estacionario
También existe la posibilidad del caso en que se
presenten variaciones temporales en el gradiente de
presion y velocidad promedio:

t, debe ser pequeno en comparacion con el periodo de tiempo de
variacion de las cantidades promedio, pero suficientemente largo
con respecto al periodo de las fluctuaciones



2.2 Ecuaciones de cambio para flujo
turbulento iIncompresible

Segun la definicion anterior, se cumplen las siguientes
relaciones:

VZ:O \72:\72 VzV’Z=O
0 0 0 0
7VZ = —V; iVZ = —V;
X OX ot ot
Ademéas: v
viZ £ 0 = = intensidad de turbulencia
Z Ve,




2.2 Ecuaciones de cambio para flujo
turbulento iIncompresible

Remplazando los términos v y p en la ecuacion de
continuidad y movimiento por sus correspondientes
descomposiciones de Reynolds, se obtiene para fluidos
Incompresibles con py x constantes:

Continuidad: a(Vx +V)’()+a(vy +V’y)+a(vz +V’Z) 0

OX oy 0z

Componente-x de ecuaciones de movimiento:
;P(Vx+v'x)= —;(FH p )—(;p(vx +V'X)(vx +V’X)+§/,o(vy +V'y)(vx +V’X)+.,,

+§Zp(vz +V, Jvs +V;()j+,uV2(VX+V;()+ng



2.2 Ecuaciones de cambio para flujo
turbulento iIncompresible

Tomando el promedio suavizado en el tiempo y
utilizando las relaciones dadas anteriormente:

Continuidad: avx 4+ 8Vy _|_avz =0
OX oy 0z

Componente-x de ecuaciones de movimiento:

(2 pvv 9 pvv 2 o |+ vy + oy
8X'OXX aypyx aypzx H X X



2.2 Ecuaciones de cambio para flujo
turbulento iIncompresible

De las ecuaciones anteriores se observa que:

La ecuacion de continuidad es la misma que en caso laminar,
solo que en términos de V.

La ecuacidon de movimiento tiene vy P donde antes estaba v y p.

Adicionalmente, la ecuacion de movimiento presenta un término
adicional, que describe el transporte de momentum asociado
con las fluctuaciones turbulentas.

Se puede introducir el tensor de flujo de momentum
turbulento: "

—(t - —(t) . —(t RN
T §<x) = pV,V, Txy = PV,V, T E(Z) = pV,V,  etc.

Estas cantidades se conocen como estreses de Reynolds



2.2 Ecuaciones de cambio para flujo
turbulento iIncompresible

De forma similar, se puede definir el tensor de flujo de

momentum viscoso “suavizado” "/ simplemente

reemplazando por los componentes “suavizados” de la
velocidad.

v s oV, v
= v T§<y) =—pul 0+ Vi etc.
8x




2.2 Ecuaciones de cambio para flujo
turbulento iIncompresible

Finalmente, se pueden escribir las ecuaciones
anteriores en notacion vectorial:

(V-v)=0
(V-V’)zO

jt pv=—7-pw]-vp-[v- (" +2O)]+ o

estreses de Reynolds



2.3 Modelo de Cierre

El problema con las ecuaciones anteriores, es la
presencia del term|n9 adicional correspondiente a los
estreses de Reynolds, T, ya que no estan relacionados de
forma simple a gradlentes de velocidad. Por lo tanto
Incorporan nuevas incognitas a las ecuaciones de
movimiento.

ES necesario imponer nuevas ecuaciones para lograr
“cerrar’ el sistema. Esto se logra, incorporando
relaciones empiricas o basandose en informacion
experimental.

En el campo de modelacion numérica, uno de los
modelos empiricos utilizados corresponden al llamado
modelo k-¢ de disipacion turbulenta.



2.3.1 Modelo de cierre, viscosidad
turbulenta de Boussinesg

Un modelo empirico para definir el componente
turbulento del estrés, es el de viscosidad turbulenta.

De forma analoga a la ley de Newton de viscosidad, se

puede escribir: -
Tg/tx) _ —,U(t) OV x
oy
Donde 4O es la viscosidad turbulenta.
Esta cantidad no es una propiedad del fluido
Depende fuertemente de la posicion y
Puede tomar valores negativos




2.3.1 Modelo de cierre, viscosidad
turbulenta de Boussinesg

Dependiendo de las condiciones de flujo, (Y puede
calcularse segun:
Turbulencia en una superficie:

3
0=, IV 0< M <5
ol (14.51/) 14.5v

donde v. se conoce como la velocidad de friccion
y ves la viscosidad cinematica
esta relacion solo es valida muy cerca de la superficie

Turbulencia libre:

,Ll(t) = ,OKOb(Vz,max —Vz,min)

Donde x; es un coeficiente experimentalmente determinado, b
es el ancho de la zona de mezcla
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