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4 L strico de las Rai L N
ugar Geométrico de las Raices. 6 2 -2
8 —24 2 —2-2
La ubicacion de los polos en sistemas lineales confiene la informacion
relevante de éste. En efecto, a partir de ésta se puede concluir de su Se observa que,
estabilidad y caracteristicas dindmicas y estdticas. En este capitulo se
revisa el concepto de Lugar Geométrico de las Raices como el grafico de - para k= 0 se tiene que las raices en L.C. son las raices en L.D.,
la ubicacién de los polos de un sistema lineal. En particular, se revisan - a medida que k aumenta, las raices del polinomio en L.C. se
técnicas para bosquejar esta ubicacion a partir de la F. de T. en L.D. como mueven por ramas, por lo que hay un nimero de ramas que es
funcién de un parédmetro del sistema. Normalmente, este pardmetro igual al nimero de raices, el cual a su vez es igual al orden del . .
corresponde a la ganancia del controlador. polinomio caracteristico.
Si ahora por ejemplo la F. de T. en L.D. es, o JS— |
k(s+2)
P I(s)= , conr(s)=1,
4.1 Introduccion. () 1) () i |
Sea la planta en L.C. como se muestra en la Fig.4.1(a). La F. de T. en L.D. es, hay un polo en -1 y ademas hay un cero en —2. La F. de T. en L.C. ‘ ‘
k seria, -3 -2 -1 0 1
I(s)=—— =1. )
® sera)” " 48 y(s) kg k(s +2) k(s+2) Fig. 42 LGR. de 1+£8F2 —
(s+4) = = = (5+1)
= = 5 > s+
y por lo tanto las raices en L.A. son 51, =0y —4.LaF.de T. en L.C. es, Ya(s) Ntkgr k(s+2)+(s+D) slhe+T)+2k+1
y(s) _ kg i k 2 k por lo que el polinomio caracteristico es 1+I(s) = HkM = s+l+k(s+2) =
va(s) l+grk s(s+4) +k s> +4s+k’ (s+1)
k+1)+2k+1=0, por lo tanto, h I _ AL est i6 I
y por lo tanto las raices en L.C. son s,, = (-4 ++16-4k)/2=-2++4 -k, las cuales dependen de £. s(k+1)+2k+1=0, por lo tanto, hay un polo en s, =~ k+1 © csta expresion se concluye que,
Algunos valores se muestran en la tabla siguiente y la grafica que se denominaré el lugar geométrico de
las raices (L.G.R.) en la Fig.4.1(b). - para k=0 se tiene que el polo en L.C. es el polo en L.D..
- el polo viaja al cero a medida que k£ aumenta.
k S1 52 Por ejemplo, se estudia el caso de la F. de T. en L.D. dada por,
0 -4 0
2 —2+442 —2-42 T T T T '-.4\( T T T
L ~.. o 4L f i
T J : :
+ . 3 f 3
0 freseem—i( S T  —
1 J: o e o E o\ i ky i
s(s+4) " -5+ /,.-' ! 4 sk ! 4
AL A } Ve :
1 1 1 1 o | 1 1 1
-8 =6 4 -2 0 2 -8 ~6 ~4 =2 0 2
= o (@ (b)
@ ®) Fig. 4.3 L.G.R. de 1 +kgr(s)=1+k (s+4+3))(s +4'7 37) — =0 (a) k positivo, (b) k negativo.
Fig.4.1 Sistema en L.C. y su L.G.R. en funcién de ; (a) diagrama, (b) L.G.R.. S(s+2)(s+6)(s+5+6/)(s+5-6)
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Fig. 4.4 Sistema de suspension de un automovil, Ejemplo 4.1; (a) diagrama fisico, (b) control realimentado, (¢) ubicacion
de valores propios en L.C. para k, >0, (d) idem (c) pero para k. < 0, (e) simulacién en L.C. para k. = 5000.

(s+4+3))(s+4-3))
S(s+2)(s+6)(s+5+6/)(s+5-6/)

I(s)=k

la cual genera una F. de T. en L.C. dada por,

y 57 +85+25

ya 8 +18s* +1535° + (608 +k)s” + (732 +8k)s + 25k

Es claro que no es posible determinar la ubicacion de los polos de esta funcion por inspeccion. El
resultado exacto se encuentra en la Fig. 4.3.
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x=Ax+bk (y,-y)+ep, y=cx, lo que es simplificado a x =(A -k bc)x+bk_y, +ep, y=cx. Es decir, la ubicacion de
los polos esta dada por la ubicacion de los valores propios de la matriz A- k.be. Los resultados se ilustran en la Fig. 4.4, de
éstos se puede concluir que el sistema siempre oscila en L.C., para valores altos de k. se hace inestable en L.C. La Fig.
4.4(e) muestra la simulacion para un cambio en la referencia y luego en la perturbacion (camino). Claramente, el sistema
oscila inaceptablemente. &

Ejemplo 4.1. Estudiar la ubicacion de los polos en L.C. del sistema de suspension de un automovil en funcién de la
ganancia del controlador k.. R.: Se asume conocido el modelo en variables de estado que es X = Ax+bu+ep, y =cx . Al

utilizar la realimentacién se tiene que u = y; — y, por lo tanto, el sistema queda definido por

El método del L.G.R. es una técnica grafica para determinar los polos de la F. de T. en L.C. A(s) a partir
de la F. de T. en L.D. I(s) conforme varia uno de los parametros del sistema. Este método proporciona
un grafico que permite estudiar,

- estabilidad — polosenel S.PI/SP.D..

- dinamica —  ubicacion de polos en el diagrama (complejos: oscilaciones).

- estado estacionario —  error en estado estacionario en el diagrama (polos en el origen).
- sensibilidad —  variacion del L.G.R. en funcién de algun parametro.

- disefio —  ubicacion de los polos.

Desafio: bosquejar el L.G.R. de la F. de T. en L.C. a partir de la F. de T. en L.D. en forma rapida. Para
esto existe el Método del L.G.R. que propone varias reglas para la construccion de éste.

4.2 El Método del L.G.R.

Es un conjunto de reglas que permiten encontrar la ubicacion de los polos en L.C. del sistema general
dado por la Fig. 4.5 sin resolver la ecuacion caracteristica. Los polos en L.C. estan dados por las raices
de la ecuacidn,

1+1(s)=1+kgr(s)=0

Todo punto s en el plano complejo que cumpla con la ecuacion anterior, es un polo del sistema en L.C..
La expresion anterior puede ser escrita como,
w1

1 1
gr(s)ffzfze 722

j(m+2nm) :le/'n(HZn).

Por lo tanto, se debe cumplir que,
1
ler(s)|= PR arg(gr(s)) =n(2n+1),
las cuales se conocen como la condicion de magnitud y angulo, respectivamente. En general, un punto
en el plano complejo debe cumplir con la condicion de angulo para que corresponda a un polo del

sistema en L.C.. La ecuacion de magnitud puede ser posteriormente utilizada para determinar la
ganancia k necesaria para tener el punto en L.C. como polo.

y
—

(s)

r(s) [«

Fig. 4.5 Sistema generalizado en L.C. para analisis con el L.G.R..
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Ejemplo 4.2. Supongamos que kgr(s) :ﬁ. Determine si —6 y —1 pertenecen al L.G.R. en L.C.. R.: Sea s; =—1 un
S(s+
punto del lugar geométrico, entonces, arg(gr(sl))=arg{ﬁ}=180°, por lo tanto s5; € al L.G.R.; ademas,
—1(-1+

lgr(s1)| =1/k =[1/(~1)(-1+4)|=1/3, por lo que k=3. Por otro lado, sea s;=—-6 un punto del L.GR., como

=0°, entonces, s; ¢ al L.G.R.. Esto corrobora el diagrama de la Fig.4.1.%

arg(gr(s1)) = ﬁfg{m}

Las reglas para construir el L.G.R. son las siguientes.

Regla N°1: Numero de ramas.

El nimero total de ramas es igual al nimero de polos de la F. de T. en L.D. I(s). Dem.: En
L.C. hay igual numero de polos que en /(s).

Regla N°2: Puntos de inicio (k — 0).

Las ramas del L.G.R. comienzan en los polos de la F. de T. en L.D. I(s). Dem.:

1+ kgr(s) = 1+ kX2 oI5t p,)+ MI(s+2) =0, con k = 0 se tiene que
(s + p;)
II(s+ p,;)=0. Por lo tanto, los valores de s que satisfacen esta ecuacion son los polos del

sistema.
Regla N°3: Puntos finales (k — ).

Si /(s) tiene M, polos y 1. ceros, entonces 1. ramas terminan en los m. ceros y las 1, — 1
(s +zi)

M(s+p,)

(s+p;)+klI(s+z)=0, o también %l’[(s+p/)+l'[(s+z,):0 con koo

ramas restantes terminan en el infinito. Dem.: 1+kgr(s)=1+k

I(s+z,) =0. Por lo tanto, los valores de s que satisfacen esta ecuacion son los ceros del
sistema.

Regla N°4: Comportamiento a lo largo del eje real (s = ).

Un punto en el eje real es un punto del L.G.R. si la suma del numero de polos y ceros que
se encuentran a la derecha del punto es impar. Dem.: Utilizando el criterio de los angulos.
El aporte neto de angulo por un nimero par de ceros y/o polos es cero. Por lo tanto, el
numero debe ser impar.

Regla N°5: Determinacion de la ganancia.
La ganancia en un punto arbitrario s; que pertenece al L.G.R. se calcula como
1

k= ‘T . Dem.: |gr(s)| = 1/k, por definicion de punto que pertenece al L.G.R.
gr(s

s=s1
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Yd

s+4

=2
(b)
Fig. 4.6 Ejemplo 4.3; (a) diagrama, (b) L.G.R.

Ejemplo 4.3. Sea el sistema de la Fig. 4.6(a), determine su L.G.R.. R.: La ecuacion caracteristica es
2(s+2)

1+kgr=1+ kﬁ =0, por lo que se tienen dos ramas como se muestra en la Fig. 4.6(b). Para determinar k en s = -1 se
s(s+
. 1 1 1 1 2 .
tiene que k =— = = =——=—. En general, para determinar k se procede usando el
lerll, | 2(-1+2) 20-1+2| | 21
(=D(=1+4)| |[-1||-1+4] 13

criterio de las distancias relativas que se simplifica a la ecuacién,

1 H distancia a los polos de rg

k' H distancia a los ceros de rg

donde /&’ es la ganancia de gr(s). En el caso anterior K’ =2y k= 1/2(3-1/1). &

4.3 Reglas Adicionales para la Construccion del L.G.R.

Regla N°6: Simetria del L.G.R.

El diagrama del L.G.R. es siempre simétrico respecto del eje real. Dem.: Los polos
complejos siempre aparecen como complejos conjugados. Notar que estos pueden
originarse no solo cuando /(s) tiene polos complejos.

Regla N°7: Puntos de salida (llegada) sobre el eje real.

Un punto de salida (llegada) del (al) eje real sucede en un maximo (minimo) relativo de la

ganancia. Estos se pueden se pueden encontrar resolviendo dk =0. Dem.: En
cualquier punto del L.G.R. se tiene que 1+kgr(s)=0, lo que se puede asumir como
n(s)
d(s)
d(c)+kn(c)=0. Para un pequefio incremento de k se tiene d(c)+(k +Ak)n(c)=0,
n(o)
d(o) + kn(o)
de estar en el punto de partida (llegada) entonces hay polos multiples y por lo tanto
d(c)+kn(c)=0 se puede escribir como (G - 6,)"y’(c), con 7 la multiplicidad del polo y

1+k

=0 o como d(s)+kn(s)=0. En el eje real se cumple que s =, por lo que

d(o)+kn(o) + Akn(c) =0, o también, 1+ Ak =0. Si se asume k de manera
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G, ¢l punto exacto en el eje real del punto de partida (llegada). Por lo tanto, se puede
n—1

BTG M TPA I B D R il

(6—-0,)"y'(0) Ac” Ac Ac™ Ac v(o)

por lo que si Ac — 0, entonces Ak/Ac — 0.

escribir, 1+ Ak

Ejemplo 4.4. Determine el punto de partida/llegada de gr(s):¥4 . ﬁ:i - L :i(—s(s+4))4 Al
s(s+4) ds ds | gr(s) ds
tomar L3 = Ll = i(—cz —40) =—-206-4 =0, entonces, ¢ = —2. Esto corrobora el diagrama de la Fig.4.1.%
do ds|_, do

Regla N°8: Angulo de salida (llegada) del (al) eje real.

Las lineas que entran (salen) del (al) L.G.R. estan separadas por un angulo dado por
180°/a en el punto de entrada (salida), donde o es el numero de ramas que se cruzan.
Dem.: El nimero de ramas que se cruzan es siempre multiplo de dos y ademas se tiene,

1+ AkL =0. Cerca del polo multiple en L.C. que es s, se puede escribir,
d(s)+kn(s)
Ak Ve
(s—5,)"
Ak Y(so +Ac+ jAw) _ 1
(Ao + jAw)" >

(A + jA®)" = —Aky(s, + Ac + jA®)

Ao+ jAw =X/—1 3/ Aky(s, + Ac + jA®)

de donde, arg(Ac + jAw) = arg®/—1 +arg4/Aky(s, + Ao+ jAw) . El tomar Ac+ jAw — 0
implica que Ak — 0, asi Aliml) arg(Ac + jAw) = arg/-1 + Ah’m(] arg 4/ Aky (s, + Ac + jAw)

Ao—>0 Ao—>0
= argi/—1, puesto que el argumento de la raiz es siempre positivo. Asi, para n=2,
A11'm0a1rg(Ac5-¢— JAw) = arg(j), arg(—j) =90°, —90° y para n=4,
Ao— 0
arg(V2 /2 + jN2/2) =45°
arg(—/2 /2 + jA[2/2)=135°
arg(—/2 /2 - jN2/2) =225°
arg(v2 /2 - jN2/2)=315°

h'mo arg(Ac + jAw) =
Ac—

Ao—0
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y S ;.__0 x— -
1/3(s +3)| .
s h -k L L o
(a) (b)

Fig. 4.7 Ejemplo 4.3; (a) diagrama, (b) L.G.R.

- 2 =- ~—
_3 (U+2+G)(G+3)2 oc+)| _ _3 Léc;ré =0, o1 = 3443 =-1268 con un valor de k& de
4 (c+3) 4] (c+3) 0, =—3-3~-4732
L (1L.268-0)2-1.268) _ 407 R8:90°, —90°. %
4/3 3-1.268

Ejemplo 4.5. Dibuje el L.G.R. de kgr(s):kg (S+32). R.: R.1 : dos ramas, R2 : k— 0, p;: 0, po: =2, z;: -3, R3 :
s(s+
koo, pr-3, m-m=2-1=1, Ré ver Fig. 47, R7 : {1 l_o 4} 3(+2 -
do | GH(o) do 4(s+3) o

Regla N°9: Comportamiento asintético para valores de k grandes.

El L.G.R. tiende a los ceros en infinito a través de asintotas centradas en 64 y con angulos
¢4. Cuando el nimero finito de ceros n. es menor que el numero de polos 1, entonces
Ny — M- ramas del L.G.R. terminan en ceros en el infinito. Las ramas del L.G.R. viajan en
asintotas cuando k — oo. Las asintotas estan centradas en un punto en el eje real dado por,

Zlocalizaci()n polos — Zlocalizaci(’)n ceros

Ny — M-
El angulo respecto del eje rea esta dado por,

Gy

2g+1
n, M-

ﬁ(s+z,)

Dem.(a): 1 +/(s)=0 = -~

b, = 180°,  g=0,1,2,...(m,~7.-D)

= ——. Separando el denominador,

1

(s+p;)

-1

l’“:[(ﬁz,) ,
T[T+

J=1
para s — o (k — ) se tiene que,

arg(s)=arg" N~k =arg™ X 1" ¥k =arg™ ¥-1
180°+¢360° —
= o ° ,q=0,1,..,mp—m-— 1
. 180°+¢360 _ 2g+1 i
Ny, =M Ny = M-
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Ny 1z
Dem.(b): 1+/(s)=0 = H(s +p;) +kH (s+z)=0, lo que puede ser escrito como

Jj=1 i=1

SV b ay, sV ek dy H (™ 4 by 8™ 4+ By) =0 y reducido a,

ST @y, = by )sV T 4 k=0 N

Se asume que gr(s) es de la forma % y se aproxima
(S _ (YA)'“' n:
(s—c )" ™ =s""™ +(n, M. )s—0,)" " (=)o, +---+k usando Taylor alrededor
de o4 = 0. Entonces,
L+kgr=0=s""+(=D)(M, -N.)s" "o, +--+k -

n,
Igualando # y & se tiene que a,,., —b,  =—(M, —M.)o,, y dado que a,,, = Zp,- y

Jj=1
Nz
by = Zz; , entonces,
i=1
e ZIOCahzacwn polos— Zlocahzacwn ceros

Ny, —M: Ny —M:

Regla N°10: Cruces en el eje imaginario.

Las ramas del L.G.R. cruzan el eje imaginario cuando la ganancia (k= k.) y la frecuencia
(® = ®.) cumplen con,

Re(d(jo,)) +Re(k.n(jo,.)=0
Sm(d(jo.)) + Im(kn(jo)) =0

Dem.: 1+1(s)=0. En el cruce k=ks; s=0.+jo.=jo.. Ademas, I(s)=kn(s)/d(s),
entonces,

1k U9 0 ooy + kan(jo.).
d(jo.)

Esta ecuacion es una ecuacion compleja, por lo tanto, su parte real e imaginaria deben ser

idénticamente iguales a cero. Nota: alternativamente, k. se puede encontrar utilizando el

criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz.
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1
-4 )

Fig. 4.8 L.G.R. del Ejemplo 4.6.

60° ¢=0

o, ={0-1-2)-()}/3=—1, ¢4=1{180° g=1, RI10 : Reljo.(jo,+)(jo, +2)}+Rel6k. }=0=302 + 6k, ,
3000 g=2

Im{jo. (jo, +D)(jo, +2)}+Imk, }=0=-0} + 20, , de donde, o, =42,y ke =1. &

Ejemplo 4.6. Dibuje el L.GR. de kgr(s)=k——— . R: R7 : —=—o
s(s+1)(s+2) do do 6

5

6 . dk_d {_(c+1)(c+2)c}:0

di{c3+362 +20‘}:0, 367 +60+2=0, 01 =-1+v3/2=-0422, 62 =-1-+v3/2=-1.577, R8 : 90°% —90°, R.9:
c

Regla N°11: Suma de los polos en lazo cerrado.

Si en la funcién de transferencia de lazo directo se cumple que 1, — 1. > 2, entonces la
suma de los polos de la F. de T. de L.C. permanece constante (independiente de k) y es
igual a la suma de los polos de la F. de T. de L.D. Dem.: El polinomio caracteristico de
I(s) es:

p Np.
TIG+p)=s" +ay,s"" +-+a, s"" +-+ay,endonde, @, =D p,.
Jj=1 j=1

El polinomio caracteristico de la F. de T. en L.C. es,

Ny M Tp.
[T+ +k[[Gs+z0=]]¢s+P),
j=1 i=1 k=1

por lo tanto,

SV b an sV ety ST e g+ R(S™ A By e+ by)
,
=s" +d, sV 4+ dy
np
en donde dy, -1 :Zpk Sime=Enp-ry p-r<mp-1 = n<n,-1 = n.<n,-2
k=1
se tiene,

1

S g 8" e (g, RS et ag + by =5 +dy sV 4+ dy,

np

Np.
entonces, a, i =dy . = D B=)p;.
= I=

Regla N°12: Angulos de salida (llegada) de (a) un par de polos (ceros) conjugados.
El angulo de partida de un polo complejo esta dado por,
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~4 -2 0 2 4

Fig. 4.9 L.G.R. del Ejemplo 4.7.

Zéngulos desde los ceros — Zémgulos desde los rest. polos—180°=9,,,

ecuacion que corresponde al criterio de angulo, y el angulo de llegada por,

Zéngulos desde los polos— Zéngulos desde los rest. ceros +180°= 6.,

Dem.: 1 +(s) = 0.

H(s+z,)

arg gr(s) =180°=arg :;'7 .
H (s+p))
j=1

Sea p. el polo complejo en donde se desea saber el 6.
n: npt
180°=arg H(S+Z]) —arg (x+p(»)1_[(s+p,') .
i=1 j=1
En el entorno de p, s = —p_ +Ac + jAm, se cumple,

M
180°= arg{H (=p. +Ac+ jAo+z; )} —arg(Ac + jA®)

i=1

npl ’
- arg{l_[(—pC +Ac + jAo + p,)}
j=1

Entonces el dngulo de partida 0, = arg(Ac + jA®) cuando Ac y Aw — 0 es,

0, :arg{ﬁ(—pc +zf>}—arg{ﬁ(—pc +p,,->}7180°

i=1 J=1

= Zéngulos desde los ceros — Zéngulos desde los rest. polos —180°.

51
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(s—=242/)(s-2-2)) 7sz—4s+8

Ejemplo 4.7. Dibuje el L.G.R. de = -
jemp e e e kgr(s) (5+2+2))(s+2-2)) s’ +4s+8

-Ru: 0, =180°+135°-90°-180° =45, y

001 =315°40°-270°+180°=225° . &

4.4 Analisis de Sistemas y Ejemplos de Sintonizacion.

Para el analisis de sistemas mediante el L.G.R. se debe generalizar su utilizacion en donde el parametro
pueda ser distinto de & e incluir k negativos.

A . EIL.G.R. con Parametros distintos a k.

Hasta ahora se han estudiado sistemas como el ilustrado en la Fig. 4.5, donde la ecuacion caracteristica
es de la forma,

1+kgr(s)=0.

El estudio se fundamenta en encontrar la ubicacion de las raices (polos) de la F. de T. en L.C. sin tener
que solucionar la ecuacion 1 + /(s) = 1 + kgr(s) = 0. El problema que persiste es como estudiar el caso
en que k esta definido (k = 5, por ejemplo) y en gr(s) hay un parametro que puede variar de 0 a infinito
o0 en alglin rango. Es decir, se debe estudiar el caso 1 + kgr(a, s) = 0, donde o puede tomar un rango de
valores. Este analisis se puede efectuar ordenando la ecuacion caracteristica de manera de obtener
1+ aw(s, k)=0, donde w(s,k) es una nueva funcion (con k dado) de s. Naturalmente, en
1 + aw(s, k) = 0 se pueden aplicar las reglas de construccion del L.G.R. anteriores.

2
(s+a)(s+2)(s+3)

ecuacion caracteristica es (s +(2+0)s+2a)(s+3)+2=0, por lo que debe reordenarse para obtener la estructura

Ejemplo 4.8. Dibuje el L.G.R. de 1+kgr=1+ =0 si o varia desde 0 a . R.: En este caso la

generalizada.  Asf, s +Q2+a)s? +2as +352 +32+w)s+3200+2=0, s +(5+a)s’ +(5a+6)s+6a+2=0,

2 o2 c
a(sz+5s+6)+s3+552+6s+2:0, 1+u$:0, por lo que, w(s)%,

7 +557 +65+2 ST 4557 +65+2
l+a (s+2)s+3) =0. En esta ultima ecuacion se pueden aplicar las reglas anteriores. R.7 : dk = da =0,

(s+2+2)(s+2-2)(s+1) do  do
dk_[+2+D)E+2-V2)s+]) “o 0o (352 +10s+6)(s> + 55+ 6) — (25 + 5)(s> + 557 + 65 +2)
do (s+2)(s+3) ’ (52 +55+6)> ’
T T
e
Vds) . )

_ (s+o)(s+2)(s+3)

(a) (b)
Fig. 4.10 Ejemplo 4.8; (a) diagrama, (b) L.G.R.
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Fig. 4.11 L.G.R. del Ejemplo 4.9.

st 41057 +3757 +565 +26 L si= -0.812 53 =-3.352+/1.284

(s? +55+6)* 5, =-2.484 5, =-3.352—j1.284°
estable, para pequeiios valores de o, la respuesta es principalmente de segundo orden y un maximo sobrepaso del 5% se
podria esperar. &

0 EL L.G.R. indica que el sistema es siempre
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_1
s(s+4)

A A

(b)
Fig. 4.12 L.G.R. del Ejemplo 4.10 con k negativo; (a) diagrama, (b) L.G.R..

\GH\ :L
-k .
arg(gr(s)) =2mn =0°,360°,...

Otro ejemplo interesante es cuando un parametro puede variar en torno a un valor promedio o nominal.
Este analisis es interesante para conocer la estabilidad del sistema respecto de este parametro.

Ejemplo 4.9. Sea gr(s) = 20743 , donde B=p,+AB con B, =8 . Estudie el sistema para variaciones de Ap. R.:
s(s+2)(s+P)
La ecuacion caracteristica es, 1+ M =0, S(s+2)(s+8)+s(s+2)AB+20.7(s+3)=0,
s(s+2)(s+8+AB)

leap— 6% g 1+AB Als72) -0, R7 anp -

53 +10s% +36.7s +62.1 (s +5.274)(s +2.363 % j2.488) do

3 2 4 3 2

A . A 467 —16. —124.26-124.2
d )o +100" +3676+621| _ , dAB_o” +40” ~16.70 o =0, o1=-125., ©>=5072,
do o(c+2) do 62 (c+2)?
. . _1 2.363

03 =-3.908:+ /2056, G4 =-3.908 - j2.056, R12 : 0,0 =0, +0,5-0,1 =0, —180°, 0p0 =190+t Tonr +

{90‘4 ! 2363 - zo}f{ 2488

—90°-180° = -78.7°. Este analisis es para AB > 0, el L.G.R. se muestra en
2.488 5.274-2.363

la Fig. 4.11. &

Ejemplo 4.10. Determine si los puntos -2, -8 y 4 pertenecen al L.G.R. de gr(s) = # R.: La verificacion se realiza
s

(s+4)

utilizando el criterio del angulo. Para s, = -2, arg(gr(s) [s——2) = arg{ﬁ} = arg{%} =180°, .. s, ¢ L.G.R.. Para
(=2 + _

1
32 m}

5, = -8, arg(gr(s) |s——g) = arg ; =arg L =0°, .. 5, € LG.R.. Para s; =4, arg(gr(s) |s=4) = arg
—8(-8+4)
= arg{i} =0°, .. 53 ¢ L.G.R.. Ganancia para s3 : ‘gr(s)‘dr:4 o

1 = ky=-32. %
—ks |4(4+4)

Las preguntas que se derivan del ejemplo anterior son ;, qué sucede si AR <0 ?, ; qué sucede en general
si k € (o0, 0] en la ecuacion caracteristica dada por la forma general 1 + kgr(s) =0 ?.

B. EIL.G.R. para k Negativos.
La ecuacion caracteristica es 1 + kgr(s) = 0, por lo que gr(s)= —% = Lk , como k se asume negativo,

lej2n= 1 o2

.. 1 X
entonces, —k es positivo, y por lo tanto, gr(s)=—= , por lo tanto, el modulo y

-k -k -k
fase pueden ser escritos como,

Las 12 reglas revisadas anteriormente deben modificarse para ser utilizadas en la obtencion del L.G.R.
con k negativo en forma rapida. Dado que solo el criterio del angulo se modifica, se redefinen las reglas
que se sustentan en éste, éstas son,

Regla N°4: Comportamiento a lo largo del eje real.

Hay L.G.R. en los puntos del eje real tal que la suma del numero de polos y ceros a la
derecha de éstos sea par.

Regla N°9: Comportamiento asintético para valores de k grandes.

Los angulos en este caso estan dados por
360°
b= g=0 1, mmm- L
Ny = M-
El origen es el mismo.
Regla N°12: Angulos de salida (llegada) de (a) un par de polos (ceros) conjugados.
El angulo de partida de un polo complejo esta dado por
Z angulos desde los ceros — z angulos desde los restantes polos =6, .
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Fig. 4.13 L.G.R. del Ejemplo 4.11.

El angulo de llegada a un cero complejo conjugado esta dado por:
Zéngulos desde los polos — Z angulos desde los restantes ceros = 0. .

Ejemplo 4.11. Sea gr(s) :m, donde B=pB,+AB con B, =8. Estudie el sistema para variaciones de AP
s(s+2)(s+PB)

negativas. R.: Del Ejemplo 4.9 se tiene que se puede escribir la ecuacion caracteristica como

+AB s(s+2) =0 si AB<O.R.I2: 0,0=0,+0., -0, ~0,,, 0,,=1013°. El LGR. se

'(s +5.274)(s +2.363+ j2.488)
muestra en la Fig. 4.13. &

C. Variacién de Parametros Multiples (Sintonizacion).

Otra consideracion es el L.G.R. para sistemas en donde dos parametros pueden variar. En este caso se
mantiene un parametro constante mientras se grafica el L.G.R. en funcion del otro parametro. Para
obtener los graficos no existe una técnica especial, sélo se debe dejar la ecuacion caracteristica de la
forma 1 + kigr(s, k2) = 0, de esta manera se grafica el L.G.R. para varios valores de k,. Por ejemplo si
se tiene la ecuacion caracteristica s> +sk +a =0, se puede escribir como,

l+k—5—=0,

s +a

por lo que para cada valor de a se dibuja el L.G.R.

Ejemplo 4.12. Sea el controlador P.I. como ilustrado en la Fig. 4.14, dibuje el L.G.R. en funcién de k£ y T. R.: La ecuacion
caracteristica es 1+T¢:0, con T=0 se tiene el origen de las ramas en funcion de k que implica
s(s+1)(s +2)+ 6k

s(s+1)(s+2)+k=0, lo que se puede expresar como l+k$:0, cuyo L.G.R es el origen de las ramas en
s(s+1)(s+2)
funcion de 7. Al aplicar las reglas sobre 1+T$=0, se tiene que, R.9: o4 :—M:
s(s+1)(s+2)+6k 3-1

2
3

-1.5,

R.10: Zlocalizacién delospolos =3, R.12: 6, =90°-90°-tg —180°=205°. EI L.G.R. se ilustra en la Fig. 4.14. &
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2 pIst1 6 O s pra SR

s (s+1)(s+4)

(a) (b)
Fig. 4.14 L.G.R. del Ejemplo 4.12; (a) diagrama, (b) L.G.R..

D. Sistemas Complejos.

Una ultima consideracion es el caso de sistemas y/o controladores que quedan mejor representados por
sus ecuaciones de estado (es el caso de controladores de orden > 2). Lo recomendable es obtener un
sistema de ecuaciones de estado que represente a todo el sistema en su conjunto.

Este es el caso ilustrado en la Fig. 4.15 en donde se tiene que el modelo de la planta es,

X=Ax+Bu+Ep, y=Cx+Du+Fp,
y el del controlador (excluyendo la ganancia) se puede escribir como,
E=AL+Be, u=C&+De'.
Reemplazando la definicion de la entrada u, se tiene que,
x=Ax+B(CE+De")+Ep, E= A&+Be', y=Cx+D(CE+De")+Fp,
x=Ax+BCE+BDe'+Ep, §=AE+Be', y=Cx+DCE+DDe'+Fp.

Al definir un nuevo vector de variables de estado y’ =[x" &'], las ecuaciones anteriores se pueden

escribir como,
g BC BD oy [ E [C DC,]y+DD.e'+F
= + + ,y= + +Fp.
v 0 A v B, e 0 Py WV e+ kp

Por lo tanto, la M. de T. en L.D. (excluyendo la ganancia k) esta dada por,

e ST
L(s)=[C DC,{sI- +DD_,
0 A B

03 c

P

Yd e e’ u l y
—>%>—> {Ae Be, Co, D} H {A, B, C, D} |——>

Fig. 4.15 Sistema en L.C. representado en sus variables de estado.
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que debera ser utilizada para obtener el L.G.R. del sistema en L.C. ilustrado en la Fig. 4.15. Por otro
lado, utilizando la definicién e’ = k.(ya —y), y asumiendo por simplicidad que D = F = 0, se tiene que,

. [A BC, BD, ‘ E _ic o
V=l A, v+ g (Ya-y)+ 0 p, y=[ v,

lo que se simplifica a,
gl A BC| | BD k[C 0]ry+ BD. kyq+ £ =[C 0]
V= 0 1‘c Bc ¢ v Bc Ya 0 P, ¥y= v .

Asi, otra alternativa, para estudiar la estabilidad del sistema en L.C., es estudiar la ubicacion de los

valores propios de la matriz,
A BC BD
R AT
0 A B

c c

que es funcién de k..

Ejemplo 4.13. Estudiar el L.G.R. del sistema de suspension de un automovil pero considerando un controlador tipo P.I.
como ilustrado en la Fig. 4.16(a). R.: En este caso se opta por utilizar una representacion en variables de estado del

. - 1 Ts+1 s+1/T,

controlador. Para esto, se rescribe la F. de T. de éste como k, {HT—}:JQ {’T}:k, {7’} , por lo que su
s s s
representacion en variables de estado (excluyendo la ganancia) es &=e', u = 1/TE+e', por lo tanto, Ac =0, b. = 1, ¢, =
1/T; y d. = 1. El L.G.R. resultante se muestra en la Fig. 4.16, de éstos se puede concluir que el sistema siempre oscila en
L.C,, pero para valores pequefios de k. se puede obtener una respuesta aproximada de primer orden. La Fig. 4.16(e) muestra
la simulacién para un cambio en la referencia y luego en la perturbacién (camino). Claramente, el sistema se comporta
aproximadamente como un sistema de primer orden (con una oscilacion superpuesta). El comportamiento ante
perturbaciones es todavia inaceptable.
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l Ayr
Aya 1 Au — Ay
) kedl+ — suspension >
/ Ts automovil
(b)
T T T T
0 0
50~ I b 50 I B
I I
[CE—— P —-
| I 0
p— S - B 0 L —
I |
I
=50 [~ | — -50 - ! 4
| |
1 i 1 i
=10 -5 0 =10 -5 0
(¢) (d)
04 T T T T T T T
o L L L L L L
0 4 6 8 10 12 14 16
()

Fig. 4.16 Sistema de suspension de un automovil con PI, Ejemplo 4.13; (a) diagrama fisico, (b) control realimentado, (c)
ubicacion de valores propios en L.C. para k. >0, (d) idem (c) pero k. < 0, (e) simulacion en L.C. para k. = 400.




