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Capitulo 2

Modelos Dinamicos y Respuesta

Dinamica

El objetivo principal en un sistema de control es poder utilizar los principios de la retro—alimentacion
(feedback) para dirigir y determinar la salida del sistema (como un motor eléctrico o la direccién de
vuelo de una avién) en presencia de perturbaciones externas o variaciones internas de los pardmetros
del sistema.

Para llevar a cabo un buen diseno del sistema de control, Ud. debe ser capaz de modelar el sistema

dindmico y luego evaluar su respuesta, antes de decidir introducir un lazo de control.

2.1. Sistemas Dinamicos

Esta seccion constituye un repaso sobre los conceptos, principios y leyes, utilizados corrientemente

en el estudio de los sistemas dinamicos.

2.1.1. Mecanicos

Para analizar sistemas mecéanicos, podemos aplicar las leyes de Newton del movimiento en forma

translacional o rotacional:

> F; = ma (2.1)

Y M; = Ia (2.2)
i

Donde a,m, I, son aceleracién, masa, momento de inercia y aceleraciéon angular respectivamente.

Otra forma, més rapida (pero menos intuitiva) es aplicar la formulacién Lagrangiana. El Lagrangiano
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se define como: L(G,q,q,t) =T —V, donde T,V son la energia cinética y potencial del sistema y
q es una coordenada generalizada. Una vez que Ud. ha escrito el Lagrangiano, puede obtener las

ecuaciones que gobiernan el sistema escribiendo:

d* (0L d (0L oL

i (ar) i (5) + 5=
Estas son las ecuaciones de Euler-Lagrange tan ttiles en mecénica cldsica !
Un ejemplo simpatico es el sistema mecénico de la Figura 2.1 a). Un bloque moviéndose horizontal-
mente, sometido a una fuerza de tracciéon u y una fuerza de roce f, = b& proporcional a la velocidad

del mévil de masa M.

}_z ’—i&-x) —

u 7
«— > M 4b(i";‘) k(}:i m
bx | M u b§-%)
(a) (b)

Figura 2.1: Sistemas translacionales

La ecuacién resultante es:

u—bt=MZ

O lo que es lo mismo:

T+ —2=—u

M M
Otro ejemplo es el de la Figura 2.1 b), donde dos masas estén conectadas entre ellas a través de
un resorte y un amortiguador. No se considera roce. La fuerza (ley de Hooke) debida la resorte es
proporcional al desplazamiento relativo entre ambas masas. La fuerza ejercida por amortiguador es

proporcional a la velocidad relativa entre ambas. Asi obtenemos que:

u+bly—2)+Ky—x) = Mz

'H.Goldstein, Classical Mechanics, 2"¢ Ed. Wiley and Sons

R. H. Hernandez - 2007-2 U. de Chile



2.1. SISTEMAS DINAMICOS 19

—K(y—x)-by—2) = mj
O lo que es lo mismo:
. b .. K 1
it =)+ -y =
b K
L, 0 LY - 0
g+ (g =)+ (y—2)

Otra aplicacién de las leyes de Newton se encuentra en los modelos de satélites y su control como
se ve en la Figura 2.2 a).

Para analizar estos sistemas de tres ejes, se realiza un analisis por cada eje a la vez. En la figura 2.2
b) se tiene un sistema mono—eje, donde el movimiento es efectuado en forma perpendicular al eje

del sistema.

antena
o

Mc+Md

resorte rotacional de
constante k y amortiguador
de constante b

(@) (b)

Ref. Inercial

(©)

Figura 2.2: Sistemas rotacionales

Para la figura 2.2 a), el dngulo descrito por la orientacién del satélite, debe medirse con respecto a un
sistema inercial, sin aceleraciones angulares. La fuerza de control proviene de los jets de reaccion que
producen un torque (F.d) alrededor del centro de masa. Regularmente hay perturbaciones externas
al satélite provenientes del viento solar que ejerce fuerzas sobre los paneles solares del satélite. Aqui la

ecuacion del movimiento es:

F.d+ Mp = 16

R. H. Hernandez - 2007-2 U. de Chile



20 CAPITULO 2. MODELOS DINAMICOS Y RESPUESTA DINAMICA

En dicho sistema, se mide el angulo 6 de las senales enviadas por la antena y se usa estas mismas
senales para activar los jets de control. Para el sistema simplificado de la figura 2.2 b), las ecuaciones

resultantes son:

11(9“1 + b(@l — 02) + K<91 — (92) = M.+ Mp
1205+ b(fs — 61) + K(0s —61) = 0

Un sistema combinado, translacional y rotacional es el péndulo en movimiento de la figura 2.2 c).
Para el carro, la ley de Newton nos dice,
Mi+bt=u—N

Para el péndulo, la ley de Newton nos dice que en direccién &

N = mi + mlf cos — mlf?sin 0

Em la direccién g, nos dice que:

Psinf + N cosf —mgsinf = mlf + mi cos 0
Para el péndulo, si aplicamos la ley de Newton en su versiéon rotacional con respecto al centro de
masa (y no al pivote que es més dificil) tenemos:
Plsinf — Nlcosf = I

Las fuerzas de reaccién se determinan facilmente combinando las dos tltimas ecuaciones. Se obtiene
una ecuacién muy similar a la de un péndulo simple pero con una fuerza de forzamiento que depende

de la aceleracion del carro.
(I +mi?)0 + mglsin@ = —mli cos 6
Sin embargo atin se necesita una ecuacién describiendo la dinamica del carro sin la fuerza de reaccién
N. Para ello se elimina N de las ecuaciones para la translacion del carro y el péndulo.
(M 4 m)Z + bi: + milf cos § — mlf*sin = u

Que pasa si consideramos movimientos pequenos alrededor del eje vertical 7. Las funciones trigo-
nométricas se escriben : cosf ~ 1,sinf ~ 6,6% ~ 0, con lo cual las dos ecuaciones anteriores se

simplifican bastante:

R. H. Hernandez - 2007-2 U. de Chile



2.1. SISTEMAS DINAMICOS 21

(I +mi®)0+mgl) = —mli (2.3)
(M +m)i+bi+mlf = u (2.4)

2.1.2. Eléctricos

Los circuitos eléctricos consisten (como todos sabemos) en interconexiones entre fuentes de voltages y
corrientes, entre elementos pasivos como resistencias, condensadores e inductancias. Entre elementos
activos como el Amplificador Operacional (AmOp). Estos componentes forman generalmente parte
de sistemas de control con retro—alimentacion. El amplificador operacional en si, comporta elementos
complejos de feedback. Algunos de los métodos de control més famosos fueron desarrollados por los
ingenieros dedicados a la concepcion y diseno de AmOps. En este repaso sélo veremos las variables
que describen las relaciones entre los distintos componentes de los circuitos eléctricos.

Los simbolos tipicamente usados en circuitos eléctricos lineales se aprecian en la Figura 2.3 a). En
el dmbito de la electrdnica, es facil incrementar el niimero de elementos eléctricos de un circuito
agregando diodos y transistores, asi como intrincadas interconexiones entre entre ciertos de esos
elementos. En procesamiento de senales y teoria de sistemas de control, el objetivo mas tipicamente
buscado es la amplificacién, y la idealizacién de esta funcién se logra a través del AmOp (Figura 2.3
b).

El simbolo del AmOp en la figura 2.3 b), es nada menos que la integracién de un gran ntumero
de transistores. Tipicamente los AmOp pueden amplificar con ganancias (DC o a frecuencia nula)
desde Ag = 10° a 107. Tedéricamente uno considera Ag = oo para efectos de los calculos con estos
elementos activos.

Para el analisis de circuitos electrénicos Ud se debe acordar de las Leyes de Kirchhoff.

Ley de corrientes La suma algebraica de todas las corrientes en un nodo es cero

Ley de voltages La suma algebraica de todos los voltages tomados en una malla cerrada (loop)

€S cero.

Considere el circuito de la figura 2.3c). Usamos la ley de voltages de Kirchhoff para establecer la

trivialidad:
V1 = v;
Usando la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo 2, tenemos la ecuacion sgte:

Vo — V1 Vo — VU3 dv
Ci—= =0 2.5
" R Ya (2:5)

R. H. Hernandez - 2007-2 U. de Chile



22 CAPITULO 2. MODELOS DINAMICOS Y RESPUESTA DINAMICA

(a) R% L% c% vé} 1®

v=Ri v=L % i=C %’ V=V, =i
Vo
V Vsat
(b) AT
vo VSZI[
€=v.-v.

I
R

A~

R, v
+. ._/\(\/\ =L
v v, _i/_mep L——o+
B "
(© (d)

Figura 2.3: Simbolos de elementos en circuitos eléctricos

Y en el nodo 3, la ley de corrientes de Kirchhoff nos dice:

V3 — U2 + 02 d(Ug — 1}1)

=0
Ry dt

(2.6)

Estas tres ecuaciones diferenciales describen completamente (en la aproximacién lineal) el circuito.

Como ejercicio, podemos re—escribir estas ecuaciones, como un conjunto de ecuaciones diferenciales

de primer orden si seleccionamos el voltage en los condensadores como incégnitas: ve,, ve,. Aqui,

vo, = V2,Vc, = V1 — VU3 y V1 = v;. Entonces, v = v;, v2 = vg, ¥ U3 = V; — Uc,. En términos de v,

y Vo, la ecuacién 2.5 queda:

Ve, — Vi | Yoy — (vi —vey) e dvc,
Ry Ry dt

Con lo cual, si arreglamos un poco esta ecuacion:

e 1L Ly, Ly, (L Ly,
dt C1 \ Ry Ry 1 C1 \ Ry e C1 \R; Ry !

En términos de ve, ¥ ve,, la ecuacion 2.6 se convierte en:

=0

v; — Vo, — VO d
# +02%(U1’ — Vo, —Ui) =0

R. H. Hernandez - 2007-2
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2.1. SISTEMAS DINAMICOS 23

Y en forma normal,

dvc, _ Vo Vo n Vi
dt CoRy (C3Re  (CaRy

Considere el circuito tipico para AmOps de la figura 2.3 d). El andlisis de los nodos del circuito nos

dice que la ley de corrientes en el nodo 1 es:

V; — U1 V1 — Vg d

C—(v1 — =0
motTR TCqw)
Sabemos que la ley lineal para el AmOp es: vg = —Agvi. Si hacemos Ay — oo, entonces v1 =0y la
ecuacién se reduce a:
_vi W odwo

Finalmente si hacemos Ry — oo (Circuito abierto), entonces:

dvo (Y
—C— = —
dt Ry
O lo que es lo mismo,
L[ (t')dt' R
vo=—— [ v =00
" "RcC/) ™ 2

Nada més y nada menos que un integrador.

2.1.3. Electromecanicos

Antes que nada vamos a presentarle el conjunto de ecuaciones que describen las leyes de la elec-
trodindamica cldsica. Son cuatro ecuaciones lineales describiendo la evoluciéon del campo eléctrico E
(Volts/m o N/C) y el campo magnético B (Tesla) asociado a la presencia y dindmica de cargas

eléctricas en el espacio libre.

V-E = —p (2.7)
0B

VxE = 5 (2.8)

V-B = 0 (2.9)

VxB = uOJ—FeO,uoaa}f (2.10)

(2.11)

Donde la permitividad del espacio libre vale ¢, = 8,85 - 10712 [C?/Nm?] y la permeabilidad del
espacio libre vale 1, = 1,25 - 1076 [Wb/Am]. La densidad de carga es p en [C/m?]. La variable J es

R. H. Hernandez - 2007-2 U. de Chile



24 CAPITULO 2. MODELOS DINAMICOS Y RESPUESTA DINAMICA

un vector densidad de corriente, que experimentalmente se encuentra que es proporcional al campo
eléctrico: J = oE, con o la conductividad eléctrica del material.

La cuarta ecuacién de Maxwell resume a la primera relacién fundamental entre corriente y magne-
tismo: Ley de Ampere. La relacién entre el campo magnético originado por la circulacién de una

corriente en una espira conductora eléctrica. Si aplicamos el teorema de Stokes, tenemos que:

féB.dlz/E(vXB)-ds

Con lo cual, la cuarta ecuacién de Maxwell en presencia de sélo un campo magnético variable

(E = cte) queda
%B-dl:uo/.]-ds
C by

Como la corriente I es exactamente la integral del lado derecho, entonces:

7(B-d1:u01
C

Aqui [ es la corriente total a través del contorno C. Con lo cual, esta ley nos permite, si la geometria
es suficientemente simple, calcular el campo magnético en distintas configuraciones, a condicién de
elegir sabiamente el contorno cerrado C.

En el caso de una bobina circular de razén N/L vueltas/largo (corriente I), con el contorno C' como

se advierte en la figura 2.4, y despreciando el campo magnético al exterior de ella, se tiene que:

B, = NO(N/L)I

Figura 2.4: (a) Bobina en corte, de razén N/L espiras/largo. La corriente entra por abajo (rojo) y sale por

arriba (azul)

De manera similar, en un conductor toroidal, con una bobina enrollada N veces en él, pasando una
corriente i, se puede estimar el campo magnético promedio, B = |B| al interior del nicleo toroidal

considerando un contorno C' similar al anterior.

_ K ;
B = 27TRNZ

R. H. Hernandez - 2007-2 U. de Chile



2.1. SISTEMAS DINAMICOS 25

Donde B, R, N,i, 1 = jirpto son el campo magnético (Wh/m?) el radio del toro (m), el nimero de
espiras involucrado, la corriente (A) y la permeabilidad magnética del material del anillo toroidal
(Wb/A m). En el aire y = 47 x 1077 (Wb/A m). Para un material ferromagnético (fierro) p puede
ser miles de veces mas grande que en aire.

El segundo efecto electromagnético interesante estda gobernado por la ley de Faraday, descrita por

la segunda ecuacion de Maxwell. Si Ud. usa el teorema de Stokes, encontrard que:

fE-dl:—a/Bwls
c ot Js
T T

Donde ® es el Flujo del campo magnético. Una variacién de ® creard una circulaciéon del campo
eléctrico en un conductor, creard una fem & (fuerza electromotriz o potencial). Es decir, si tiene una
espira C' enfrentada a un campo B donde el flujo ® varfa con respecto al tiempo (ya sea porque B
varia, o porque el drea ¥ efectiva varfa), obtendra una diferencia de potencial en los extremos de la
espira, que podra medir simplemente con un voltimetro sensible.

Visto de otro modo, tenemos otro efecto electromagnético interesante: una carga ¢ moviéndose con

velocidad v en un campo magnético B sufre una fuerza (Fuerza de Lorentz) dada por (si E = 0):

F=qgvxB

Si la carga se desplaza a una velocidad v en un conductor recto de largo [, donde la intensidad de

campo magnético es B (Tesla), la fuerza correspondiente en Newtons es:

F = Bli

Ahora estamos en condiciones de considerar la dindmica de un simple parlante, como en la figura
2.5 a).

El iman permanente establece un campo magnético radial (cte.) en el gap cilindrico entre los polos
del iman. Cuando una corriente fluye en la bobina, la fuerza de Lorentz creada causa que la bobina
se mueva hacia la derecha o la izquierda y el cono a su vez se desplace, con lo cual transmite
fluctuaciones de presién que seran audibles o no dependiendo de la frecuencia con que varie la
corriente en la bobina.

Escribamos un modelo de este sistema. Aproximamos los efectos del aire como si el cono tuviese
masa M y una amortiguacién viscosa de coeficiente d. Supongamos que el iman entrega 0,5 T y
la bobina tiene 20 vueltas con 2 cm de didmetro, con lo cual [ = 20 - 27/100 = 1,26 m. Entonces
la fuerza es F' = 0,637 N. La ecuacion mecéanica para la masa de aire desplazada por el cono es

simplemente:

Mz + dz = 0,63¢

R. H. Hernandez - 2007-2 U. de Chile



26 CAPITULO 2. MODELOS DINAMICOS Y RESPUESTA DINAMICA

AN\

cono

(@) (b)

Figura 2.5: (a) Geometria de un parlante y circuito equivalente (b)

Sin embargo debemos considerar otro efecto. Sabemos que si una carga se mueve dentro de un
conductor sumergido en un campo magnético, se establece un voltage en los extremos del conductor

de signo opuesto (Ley de Lenz):

e(t) = —Blv

Asi, en el parlante esta ley queda: epoping = —0,631.
Si consideramos el circuito de la figura 2.5 b) ambos efectos tienen importancia, con lo cual el sistema

es descrito por dos ecuaciones diferenciales acopladas. Para la parte mecédnica:

M3z +dz = 0,63¢

Y para la parte eléctrica

o
Lé+m2%—wm

Una aplicaciéon immediata de la teoria de control seria por ejemplo, considerar que la sefial de entrada
v, esta compuesta por un tono determinado, v, (t) = A(t)e?™" . Pero sin embargo la amplitud A(t)
contiene ruido: A(t) = Ap + €(t). Si queremos que el tono acistico de salida mantenga un valor
prefijado en intensidad |A(t)| = cte debemos agregar al sistema un lazo de feedback de manera de

compensar instantdneamente las fluctuaciones de amplitud de la senal de entrada.

Problema: Vibraciones forzadas

Considere una masa m acoplada con un resorte de constante £ y un amortiguador de constante c.

Primero identificamos las fuerza del sistema, y luego escribimos la ley de Newton:

R. H. Hernandez - 2007-2 U. de Chile



2.2. LINEALIZACION 27

mi + kx + (& = F, cos(wt)

Esta es la ecuacién de un oscilador forzado con amortiguamiento.

Ud. deberia ser capaz de transformar esta ecuacién T'L o T'F' y explicar cémo se comporta la posicién
de la masa m (z(t)) en funcién de la frecuencia de forzamiento w. Si analiza la respuesta del sistema,
verd que ésta es méaxima para una cierta frecuencia, llamada frecuencia de resonancia. Discuta el

rol del amortiguamiento ¢ en esta frecuencia y analice la curva de resonancia.

2.1.4. Fluidos

Muchos sistemas de control estan orientados a la regulacién de temperatura de un sistema fluido.
Los modelos dindmicos de control en sistemas compensados en temperatura involucran generalmente
flujos y almacenaje de energia térmica. La ley de Fourier (conduccién lineal), dice que el flujo de
calor en una substancia es proporcional a la diferencia de temperatura (77 > Tb) a través de la

substancia o material,
1

R
Donde las variaciones de flujo de calor van a determinar la evolucién temporal de la temperatura

q (11 —13)

del sistema. De manera mas general, la ecuaciéon de conservacién de la energia:

pCyp (%f +v- VT) = kV?T

nos indica que tanto en sistemas solidos como fluidos, es la temperatura la variable sensible que
generalmente deberemos medir y luego controlar.
Para sistemas puramente fluidos (Newtonianos), son las ecuaciones de Navier Stokes las que regirdn

la dindmica del sistema, a través de variaciones de la velocidad y presién en cada punto del sistema.

p(aa‘t’—i-v-Vv) = —Vp+ uV3v

2.2. Linealizacién

Una vez que las ecuaciones del sistema han sido escritas, nos damos cuenta que en general el sistema
tiene un comportamiento no lineal. Una manera simple de estudiar dichos sistemas es linealizarlos.
Para poder linealizar las ecuaciones debemos justificar primero. Como en teoria de sistemas de con-
trol uno quiere operar ALREDEDOR de un punto de funcionamiento cerca de la referencia impuesta,
el proceso de linealizacién es aceptado, siempre y cuando nuestro sistema no se aleje demasiado de
dicho punto, pues las ecuaciones lineales perderian su validez.

Consideremos un ejemplo: La levitacién magnética de una bolita de metdlica en la figura 2.6 a).

R. H. Hernandez - 2007-2 U. de Chile



28 CAPITULO 2. MODELOS DINAMICOS Y RESPUESTA DINAMICA

N
F(N)a
— ¥=700 mA
! i~600 mA
120 i=500 mA
80 _—
w0 pendiente: k_

X X
0 1 »
ﬁ 1 2 3 4 5 X (mm)

Figura 2.6: Sistema de Levitacién, Diagrama, Curvas
La ecuacién del movimiento de la bola es:

miz = f(x,1) —mg

La fuerza f(z,i) estd descrita por las curvas experimentales de la figura 2.6 b). Con una corriente
de io = 600 mA y desplazamiento x1, la fuerza magnética f sélo va a cancelar la fuerza gravitatoria
mg = 82 x 1073 N. (m = 8,4 grs). Entonces vamos a contruir un modelo linealizado alrededor del
punto (z1,42).

Escribimos la fuerza como una EXPANSION EN SERIE DE TAYLOR :

flxy + 0z, io + 0i) = f(x1,12) + Kpdz + K;0i + . ..

En la curva experimental, las ganancias lineales o pendientes respectivas son: K, = 14 N/m. Pero
para obtener K; se necesita un cambio de fuerza con respecto a un cambio de corriente en x = 1. Se
encuentra que para i = i; = 700 mA en z = x1, la fuerza es fi ~ 122x 1073 N; y en i = i3 = 500mA,
la fuerza es f3 ~ 42 x 1072 N. Entonces:

K~ 2R gy 100N

11 — 12

Asi obtenemos una aproximacién LINEAL de la fuerza en funcién del desplazamiento y la corriente.

fx,i) ~ f(x1,i2) + 140z + 0,461

La ecuacién del movimiento adquiere una representacién lineal, porque como x = x1 +dx = & = 0%,

con lo cual,

mii = f(x,1) —mg
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2.2.1. Formulas generales

Los pasos que acabamos de describir se pueden escribir en notacién compacta usando una notacion

matricial. En esta notacién el modelo del sistema se escribe:

x = f(x,u)

Donde x = [z1, T, ..., 2] es el vector de estado y f = [f1, fa, ..., fn]T es el vector de funciones que
establece las ecuaciones. La solucién al equilibrio es xg, ug, de manera que se cumpla %o = f(xg, ug).
Se define la matriz F como la matriz de elementos [df;/02;]zy.u,, donde x¢ y ug son los valores al
equilibrio. La matriz G tiene elementos [d f;/0u;]z,.4,- Con esas derivadas parciales, la ecuacion del

modelo puede escribirse para desviaciones con respecto a la posicién de equilibrio xq, ug,

).(0 +0x = F(Xo, 110) + F(t)(SX + G(t)éu + 0(2)

As{ las ecuaciones linealizadas son:

0x = Fox + Gdou

Si hacemos un escalamiento temporal, 7 = wyt esta ecuacién queda:

1
0x = — (Fox + Gdu)
wo

Si hacemos un escalamiento espacial (amplitudes) el término dx es reemplazado por y = D !6x,
donde D, es una matriz diagonal de factores de escalamiento en amplitud. Para u hacemos un

escalamiento v = D, 1du. Con estas substituciones nuestras ecuaciones quedan:

1 1
D,y = —FD,y+ —GD,v (2.12)
wo wo
1 1
y = —D.'FD,y+ —D_'GD,v (2.13)
wo wo

2.2.2. Expansion en Serie de Taylor

La expansion en serie de Taylor para una funcién de una variable en torno a un punto xg:

f(@) = fzo) + gi‘xo(x —x9) + 21 922 xo(x —x0)? + ... (2.14)

Donde las derivadas parciales deben evaluarse en el punto xg.
En el caso de una funcién de dos variables f(z,y) la expansién de Taylor entorno al punto de

operacion xg, Yo es:
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flzoy) = flzo,y0) + [gi(x—xo)—i-gzj;(y_yo)
2 9 )
! 21!lgxé(x_mo)z+2ﬁigy(x_xo)(y_y0)+gy]zc(y—yo)Q +...

(2.15)

Donde las derivadas parciales deben evaluarse en el punto (xg,yp) segun corresponda.
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2.3. Respuesta Dinamica

Hemos visto que los modelos de sistemas se encuentran bajo la forma de sistemas de ecuaciones
diferenciales. Si el sistema esta cerca del equilibrio, esas ecuaciones se pueden linealizar. Luego ne-
cesitamos la solucién de esas ecuaciones, para lo cual hacemos uso de las transformadas de Laplace
(Fourier). También podriamos resolver esas ecuaciones numéricamente, sin embargo para poder en-
tender el comportamiento detallado del sistema, debemos recurrir a técnicas de andlisis particulares.
Entre esas técnicas hay dos de ellas que analizaremos en detalle en el préximo capitulo. Una corres-
ponde al estudio del movimiento y ubicacién de polos y ceros en el plano complejo, y la otra estudia
la respuesta en frecuencia del sistema. En ambos casos es necesario conocer la funcion de transferen-
cia del sistema y por eso veremos una técnica para deducir la funcién de transferencia de un sistema

que presenta muchos componentes.

2.3.1. Regla de Mason

S.J. Mason (1953, 1956) definié dos conceptos ttiles para calcular la funcién de transferencia de un

sistema multicomponente.

1. GANANCIA DIRECTA, GD: El producto de las ganancias de los componentes que forman el

camino directo entre la entrada y la salida del sistema.

2. GANANCIA RETROACCION, G'R: El producto de las ganancias que forman un contorno cerrado,

es decir partiendo desde una variable, y volviendo a ella misma.

Esta regla fue deducida al analizar la ganancia de un circuito con un sélo loop o lazo de retro-
alimentacién, como vimos en el capitulo anterior.
La regla es la siguiente: La ganacia o funcion de transferencia de un sistema retro-alimentado,
esta dada por la suma de las ganancias directas dividida por 1 £ la suma de las ganacias de
retroaccion.

S >GD

E_ 1+£5GR
Apliquemos esta regla al ejemplo de la figura 2.7.

Camino Directo Ganancia Directa
1-2—-3—-4—-5—>9 H,H>H;
1-2—-3—-6—-9 HHg
Camino Loop Ganancia Loop
2—-53—-8—-2— HiHs
2—-53—-4—-7—2 HH>H,
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| H, ®

+ S
e ,

[ ) H,

A

Figura 2.7: Sistema multicomponente. Regla de Mason

La solucién de este sistema es, segin la regla:

S HiHyHs + HiHg

E 1—HHs;— H HyHy

Esta regla es sin embargo un caso particular de la regla general, ya que a veces no todos los elementos

estan conectados entre si.
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2.3.2. Respuesta Transiente

El primer paso al analizar un sistema de control es derivar un modelo matematico de éste para luego
analizar su comportamiento frente a diferentes sefiales de entrada. En la practica, éstas senales no
son conocidas a priori, y en general son aleatorias, con lo cual la entrada instantanea no se conoce con
exactitud. Por ese motivo se han seleccionado seniales de entrada de ensayo clasicas (bien conocidas)
para poder excitar el sistema y analizar su salida y asi inferir su comportamiento frente a seniales
reales que se asemejan a las sefiales de ensayo.

Senales de ensayo tipicas son:

1. impulso  z(t) = §(t)

[\V)

. rampa xz(t) =t

3. escalon  xz(t) = O(t)
4. aceleracién — x(t) = t2
5. sinusoides  z(t) = et

La respuesta de un sistema estard dividida en dos partes: i) parte transiente con d/dt # 0 y ii) parte

estacionaria con d/dt — 0.

Respuesta en Sistemas de Primer Orden

La dindmica de un sistema de primer orden se puede representar con la ecuacién,

Y g y(r) = 2(t)
y estd definido por un sélo parametro, 7, la constante de tiempo del sistema y por la senal forzante
z(t). Esta ecuacién puede representar variados sistemas; Un filtro eléctrico RC, la descarga de un
estanque de agua, el enfriamiento de una taza de café, hasta la descarga electrénica de un flash de
una camara.
Este tipo de sistema es LTI, y con ayuda de la transformada de Laplace, podemos obtener la funcion
de transferencia, es decir, la razén entre la salida y la entrada,
Y(s 1
X((s)) Gls) = Ts+1

G(s) =

De igual manera, sabemos que la salida del sistema puede escribirse a través de la funcién respuesta

impulsional h(t),
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Aqui h(t) es la respuesta del sistema a una entrada impulsiva x(t) = §(t). Esto queda reflejado en la
figura 2.8. En la préctica, es dificil crear fisicamente una delta de Dirac, ya que siempre obtendremos
una especie de impulso de duracién finita (Tipicamente una funcién cuadrada). Pero si disminuimos
la duracién del impulso unitario impuesto a la entrada del sistema, nos aproximamos a una delta
de Dirac, y si la constante de tiempo del sistema es mucho mas grande que la duracién de nuestro

impulso, podremos aproximarnos fisicamente (para efectos précticos ) a la delta.

(a) (b)

x(t) A y(®) x(t) y(H)
1 1
=T
t t t
x(t) 4 y(t) h(t)
I 1 1
T
t t t

(c)

Figura 2.8: a) Curvas de respuesta de un sistema LTI de primer orden a un impulso de duracién decreciente.

b) Respuesta a una rampa. ¢) Respuesta a un Dirac

En un sistema de primer orden la funcién de transferencia posee potencias unitarias de la variable

1

compleja s — s en su denominador. En nuestro caso, la funcién de transferencia G(s) = 1/(7s+1)

del un sistema nos permite ecribir
1
Y(s) = —=X(s
() (1s+1) ()
Conocida la sefial de entrada, z(t) = X (s), podemos encontrar la respuesta y(t) usando la TL™!.
Consideremos que la entrada al sistema es una funcién escalén ©(t) (funcién de Heaviside), cuya

TL es 1/s como puede Ud. verificar ficilmente. Asi, nuestra ecuacién nos queda:

1 1 1 T

YO = s =5 A

Si tomamos la TL™!, obtenemos la respuesta exponencial tipica de un sistema de primer orden:

y(t)=1—e"" (t>0)
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La salida del sistema se va aproximando a 1 a medida que el tiempo — oo, porque la funcién escalén
es unitaria.

La respuesta es diferente si Ud. considera como entrada una rampa unitaria: z(t) = t = X (s) = 1/s?
(como Ud. puede verificar facilmente). En este caso tenemos que expandir en fracciones parciales,

si queremos obtener luego la TL™!:

1 1
Y = —— 2.1
(5) (ts+1)s2 (2.16)
1 T 72
Yy - - _ '
(5) 2 s Ts+1

Asf podemos obtener la TL™:

yt) =t —7+7e M (£ >0)

Considere la funcién de error e(t) = x(t) — y(¢), es decir la diferencia entre la entrada y la salida.

Esto es,

e(t) =7(1—e7)

Cuando el tiempo — oo la exponencial — 0 y la sefial de error e(t) — 7. El error que comete el
sistema en seguir a la rampa unitaria tiende a la constante de tiempo del sistema 7. Quiere decir
que mientras mas chica sea 7 menor es el error del sistema, o mejor sigue el sistema la entrada. Este
comportamiento se aprecia en la figura 2.8 b).

Finalmente analicemos la respuesta a una delta de Dirac, z(t) = §(¢) cuya TL es simplemente 1.
Claramente lo que vamos a encontrar como respuesta es la respuesta impulsional h(t) (pero en el

espacio de Laplace es G(s)).

1
Y(s) =G(s) =
() () (ts+1)
Con lo cual, tomando la TL™! tenemos:
1 —t/T
y(t) = h(t) = —e (t=0)
T

La respuesta estd reflejada en la figura 2.8 ¢), una exponencial decreciente (como debe ser).
Si Ud. pone atencién a nuestra discusion, se dard cuenta que hay un proceso derivativo sisteméatico

en la apariencia de la respuesta y(t) frente a la funcién de entrada:
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dy(t)escalon
t delta — 21
() iU — (27)
dy(t)rampa
t escalon _
y(t) —

2.3.3. Respuesta en Sistemas de Segundo Orden

Rol de Polos y Ceros en Sistemas de Orden Superior

En los sistemas de primer orden, el rol del tnico
polo de la funcién de transferencia es gobernar la
forma de la respuesta del sistema a una entrada

x(t) determinada (Dirac, escalén, rampa, etc.).

En el caso de una entrada tipo delta de Dirac,
el polo aparece en la solucién exponencial como

el inverso de un tiempo caracteristico del sistema | Figura 2.9: Notacién de polos (x) y ceros (o) en el

(1/7) que es universal (y muy simple). plano complejo

Sin embargo, los sistemas dindmicos de orden superior son més entretenidos, ya que el rol de polos
(y ceros) enriquece (y complica) el comportamiento transiente de estos sistemas. Como es obvio, una
vez que la funcién de transferencia ha sido obtenida, estamos en posicién de analizar la respuesta
de estos sistemas. Hemos dicho que cuando el sistema estd descrito por ecuaciones diferenciales
ordinarias simultaneas, la funcién de transferencia se puede expresar como el cuociente entre dos
polinomiales Nu(s)/De(s). Por ejemplo,un sistema de segundo orden gobernado por la ecuacién

diferencial sgte, es llevado al espacio de Laplace:
J+3y+2y=2u+u

25 +1
Y= 25270
El numerador de la funcién de transferencia es: Nu(s) = 2s + 1 = 2(s + 1/2) y el denominador
es: De(s) = s2+3s+2 = (s+ 1)(s + 2). Si asumimos que Nu y De no tienen factores comunes
(casi siempre es el caso), los valores de s tales que De(s) = 0 serdn lugares donde H(s) es infinita
(diverje), éstos son los polos de H(s). Aqui son s = —1 y s = —2. Por otro lado, los ceros de H(s)

son los valores de s que anulan Nu. Aqui hay un sélo cero s = —1/2. Estos polos y ceros describen
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completamente a H (s) salvo una constante multiplicativa, con lo cual uno puede dar una descripcién
cualitativa de H(s) ploteando los lugares de polos y ceros en el plano complejo s (Figura 2.9).

Como la respuesta impulsional del sistema es la transformada inversa de H(s), podemos interpretar
a la respuesta impulsional como la respuesta natural del sistema, y podemos usar los polos y ceros
para calcular la respuesta temporal e identificar la historia temporal del sistema sé6lo con los circuitos
descritos por los polos y ceros. Por ejemplo, los polos identifican las clases de senales contenidas en

la respuesta impulsional, como puede verse a través una expansion en fracciones parciales de H(s).2.

H(s) 2s+1 2s+1
S = =
$2+3s+2  (s+1)(s+2)
-1 3
H —
() s+1 + s+ 2
Los polos de esta H(s) son s = —1 y s = —2. Con ayuda de la tabla de pares transformados de

Laplace, podemos calcular h(t),

h(t) = —et+3e 2 t>0
h(t) = 0 t<0

Vemos que la forma de las componentes de h(t) estan determinadas por los polos s = —1,s = —2.
Esto es vélido incluso en casos mas complicados, y se afirma que la forma de h(t) estd dada por la
ubicacién de los polos de la funcién de transferencia.

Esos polos se aprecian en la figura 2.10, junto con ubicaciones de polos complejos también. Ahora,
el rol del numerador luego del proceso de expansion en fracciones parciales, es determinar el tamano
de los coeficientes que multiplican cada componente.

Como e~ 2! decae mas rapido de e~?, podemos decir que el polo s = —2 es mds rapido que el polo
s = —1, sin embargo no olvidar que es la senal la que decae mas o menos rapido.

Un poco mas complicado es la aparicién de polos complejo conjugado, como por ejemplo podemos

ver en la funcién de transferencia sgte:

2s+1
H(s) = ———
(s) s2+2s5+5
Los polos de esta funcion son s = —1 4+ 52, vy la expansién en fracciones parciales puede ser llevada

a cabo con el mismo razonamiento:

(1+44)/54 (1 —j4)/(=j4)

H —
() s+1+j2 s+1—42

2Se sugiere que revise los detalles de la expansién en fracciones parciales al final de este capitulo o en un libro de

céalculo
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4 Im(s)

o L

estable inestable

A
7

Figura 2.10: Respuesta temporal asociada a la posicién del polo en el plano—s

K} N K
s+1+352 s+1-—352
A e 79 A et

= = o+ = .
2(s+1+j42) 2(s+1-—352)

Donde K7 es el complejo conjugado de Kj.
Nuevamente con la ayuda de la tabla de pares transformados de Laplace, la funcién respuesta

impulsional es:

h(t) = %e*jee*te*%t + %ejee*teﬂt t>0
h(t) = 0 t<0
h(t) — ge—t(e—j(%—w) + ej(2t+9) t>0
h(t) = Ae~tcos(2t +0) t>0
h(t) = 0 t<0

Los coeficientes A y 0 estdn dados por la ecuacién de H(s). Los polos actuales son complejos, con
parte real (—1) e imaginaria (+2, —2). En general los polos complejos van a tener una parte real o
y una parte imaginaria jw dando origen a un transiente de la forma ae=%! cos(wt + 6).

En general a cada polo (de primer orden) real de valor s = —a, le corresponderd una respuesta

at v cada par de polos complejos de valor s = 40 + jw le corresponderd una

natural de tipo e~
respuesta natural de la forma et cos(wt). Si o > 0 el polo estd ubicado en el primer cuadrante del

plano—s con lo cual la exponencial va a crecer y el sistema es INESTABLE. Si ¢ = 0 la estabilidad
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del sistema debe ser analizada en detalle. Si o < 0 el sistema es ESTABLE (Figura 2.10).

2.3.4. Sistemas de Segundo Orden

Veamos ahora la respuesta de una funciéon de R, 2 Y
. . . — (2 —|G(s )|

transferencia con dos polos complejos. En la li- -

teratura de control, esta funcién es de segundo T

orden.

Un sistema de segundo orden posee potencias Figura 2.11: Sistema de segundo orden con retro-

" . ., alimentacién unitaria. R(s) es la sefal de referencia,
cuadraticas en el denominador de la funcién de ) ]
Y (s) es la salida. K, J, F' son coeficientes constantes

. 2 :
transferencia (s*) dando origen a dos polos (en del sistema

general complejos).

El sistema de la figura 2.11 es un sistema retroalimentado unitario tipico que representa un servo-

mecanismo. Su funcién funcién de tranferencia en lazo abierto ya es cuadratica en s,

K

G =T

Si calculamos la funcién de transferencia en lazo cerrado, es decir, considerando la accién del

simbolo ¥T, e identificamos los 2 polos, obtenemos

_Y(s) G K
His) = R(s) 14+G Js2+Fs+K (2.18)
H(s) — K/J

st ey(5) -5

s+ -J(5) -5

Los polos de lazo cerrado son complejos si 2 —4JK < 0y son reales si 2 —4JK > 0. Para obtener

una forma genérica de tales sistemas hacemos el cambio de variable:

K F
. 7 =Cwn=0

Con ello la funcién de transferencia de loop cerrado se convierte en:

2
Wr

$2 + 2Cwp s + w2

H(s) =

El pardametro ¢ es la razon de amortiguamiento y wy, es la frecuencia natural no amortiguada. Los

polos de esta funcién de transferencia estan ubicados en un radio w, en el plano—s formando un
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Resp. Impulsional

(b)

Figura 2.12: (a) Par de polos complejos en el plano—s. (b) Posicién de los polos para cada valor del amor-
tiguamiento (. (c) Respuesta al escalén unitario del sistema de segundo orden, para distintos valores del

amortiguamiento ¢

dngulo § = sin~! ¢. Como se ve en la figura 2.12 (a), graficamente se tiene que: sinf = o/w, y el
resultado anterior se obtiene al reemplazar o = (w,,.
Nos interesa resolver la respuesta de este tipo de sistemas frente a una entrada escalén unitaria. Si

re-escribimos la funcién de transferencia H(s), haciendo aparecer los polos:

w
(8 + Cwn + jwd)(s + Cwn - jwd)

Los polos de H(s) son s = —(o + jwg), donde 0 = Cwy, y wg = wpy/1 — 2.
Si el amortiguamiento es nulo, ¢ = 0, la frecuencia natural amortiguada coincide con la frecuencia

2
H(s) = n

natural no amortiguada wg = wy,.

Esto se puede entender en el caso simple de un sistema oscilador idela (sin roce) forzado armoni-
camente. La amplitud del sistema diverje cuando la frecuencia de la senial de forzamiento se acerca
a la frecuencia natural del sistema. En la préactica, la frecuencia de resonancia va a depender del
parametro de amortiguamiento del sistema, y con ello la respuesta en la resonancia serd maxima

(no va a diverjer).
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La respuesta del sistema es Y (s) = H(s)X(s), y al considerar una entrada escalén unitario X (s) =

1/s, podemos calcular la respuesta temporal y(t) a través de la TL™.

w2

Y = & + 2Cw:s +w2)s (2.19)

(s
1 s+ 2¢wy,
s
1
s

52+ 2wns + w2
5+ Cwp _ Cwn
(s+Cwn)? + w3 (s+ Cwp)? + w3

Calculando la TL~! obtenemos:

yt) = 1-— e—Cwnt (cos(wdt) + \/167@ sin(wdt)> (2.20)
y(t) = 1-— \;;Cj% sin <wdt +tan~! 1C_CQ> (t>0)

La sefial de error entre la entrada y la salida es e(t) = z(t) — y(t), y en este caso obtenemos

e(t) = e~ Cwnt (cos wat + sin wdt> (t>0)

S
V1= (2
Este error muestra una oscilacién amortiguada. Cuando ¢ — oo no habré error e(t) — 0.

Note que si ¢ = 0 la respuesta es oscilatoria no amortiguada, indicando que el sistema oscila indefi-
nidamente.

En sintesis, es la posicién de los polos en el plano complejo la que determina totalmente la respuesta
del sistema. Si la senal de forzamiento es un escalén unitario, se espera que la respuesta del sistema

se aproxime rapidamente a la forma de dicha senal de forzamiento.

2.3.5. Especificacion en el Dominio Temporal

Si bien las respuestas transientes de la figura 2.12 c) son bastante informativas, es dificil recordarlas,
por lo tanto vamos a definir 3 parametros que caracterizan la respuesta temporal del sistema a una

entrada tipo escalén unitario (Figura 2.13 a).

Rise Time, t,

Existen dos definiciones de este tiempo. i) Es el tiempo que demora la salida del sistema en alcanzar
el 90 % del valor prefijado, valor de la respuesta en régimen estacionario. ii) Es el tiempo que tarda

el sistema en alcanzar por primera vez y(t) = 1. Personalmente, creo que es mas cémodo obtener
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una estimacién de ¢, usando el criterio matematico de la definicién ii). Este tiempo se puede obtener

con la ecuacién 2.21. Imponemos y(t,) =1

y(t,)=1=1- g~ Swntr (cos wqty +

\/:LC_;CQ sin (.Udtr>

Como la exponencial es distinta de cero, obtenemos que:

cos wytr +

o lo que es lo mismo:

sinwgt, = 0

¢
i
V1-—¢2 _wd

tanwgt, = — —
dlr C o
Asi, t, esta dado por:
w ™ —
tr:tan_l( d>: p
Wy —a Wy

Donde el dngulo = 7/2 — 0 (ver figura 2.12).

(b)
@) 1 ; ‘
16 T
{ | 09+ i
141 P ‘ 4 ~
=] 0.8 -
M -
S 1 p : v
=~ +19 o 07F |
e L VS 1
5 I\ -/ ———— S — — a)o.s— -
K20 f I}
> &5 q
S o08fF q s
S =
- Qo4 R
3 L 4 o
UQ_,_ 0.6 =
) Dost B
o 041 A g
t Qozf |
S
02 ] 01t 1
0.1t
0 L L L L L L L L L 0 L L L L L L L
0 2 4 6 8 .10 12 14 16 18 20 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5. 06. 0.7 0.8 0.9
Tiempo t Parametro de Amortiguamiento

Figura 2.13: (a) Definiciones de Rising Time t,,

con el amortiguamiento

Overshoot, M,

Settling time ¢, y Overshoot M,,. (b) Evolucién del Overshoot

Es el valor maximo que alcanza la salida del sistema en el transiente. Este valor es facil obtenerlo.

La funcion de transferencia en Laplace es:
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2

H(s) = n
() $2 4+ 2w s + w2

Ya hemos calculado la transformada inversa para encontrar y(t) como respuesta al escalén:

y(t) =1—e 7" (cos(wdt) +Z sin(wdt))

Wd
Donde wg = wpy/1 -2y 0 = Cwy.
Intentamos encontrar el méximo de y(t) con dy/dt = 0. Calculamos la derivada de esta ecuacién y

la anulamos

d 2
dii = ¢ 7t (Zd sin(wgt) + wy sin(w,ﬁ)) =0

Esto ocurre para sin(wgt) = 0, o lo que es lo mismo: wqt,, = 7. Substituimos este valor en la expresién

de y(t), con lo cual

y(t,) = 1+ M, =1 — 7T/wa (cosw+asin7r>
wq

y(ty) = L4e o/

Esto nos entrega una férmula 1til:

M, = e m/VI=C 0<¢<1 (2.21)
M, = 1—% 0<¢<06 (2.22)

La evolucién tipica de M, versus el pardmetro de amortiguamiento ¢ se puede apreciar en la figura
2.13.

Settling Time, ¢

Es tiempo que tarda la salida transiente del sistema en alcanzar un régimen cercano al estado
estacionario. Se usa normalmente la banda de error del 1% del valor estacionario prefijado. Segtin la
expresion de y(t), el decaimiento del error con respecto a 1 esté dado por la exponencial e 7%, Usando

el criterio del 1%, el tiempo de decaimiento (settling time) ¢s queda definido como (o = (wy,):

e~ Cwnts = 0,01

Por lo tanto, numéricamente:

4,6

"~ Cun
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Donde ¢ = (w,, es la parte real del polo.

Las ecuaciones que nos entregan t,., M, y ts, caracterizan un sistema que no tiene ceros pero que
tiene dos polos complejos de frecuencia natural no amortiguada w,, razén de amortiguamiento ¢ y
parte real o.

COMO DISENAMOS UNA RESPUESTA DADA ?: En sintesis, dado un sistema de segundo orden, debemos
decidir donde deben ubicarse los polos de este tipo de sistema para cumplir con las especificaciones
o requerimientos que nosotros imponemos. En resumen, queremos que el tiempo de subida (rising
time) sea menor que un cierto valor < ¢,., que el overshoot sea menor que un cierto valor < M’ p Y

que el settling time sea también menor que otro cierto valor < ;.

1

wp > 1’85 (2.23)

¢ > 06(1—M)) 0<¢<0,6 (2.24)
1

o = 46 (2.25)

S

Estas ecuaciones se pueden graficar en el plano-s como se aprecia en la figura 2.14 y serdn usadas
para satisfacer los requerimientos de la respuesta dindmica de los sistemas de control que veremos

més adelante.

Im(s) 4 Im(s)
Re(s) Re(s)
v
(a) (b)
4 Im(s) 4 Im(s)
— >
Re(s) Re(s)
v v
(c) (d)

Figura 2.14: Regiones delineadas en el plano—s para cumplir requerimientos transientes del sistema. (a)
Rising time (b) Overshoot, (c) Settling time, d) Simultaneidad de todos los casos
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Problema

Considere un sistema como el de la figura 2.11, sometido a una entrada tipo escalén unitario, donde
¢ =0,6 y wy, =5 rad/s. Calcule el tiempo de subida t,, el tiempo de peak t,, el overshoot maximo

M, y el tiempo de establecimiento ts (para criterios de 2% y 5%) 2.

2.3.6. Efecto de Ceros y Polos Adicionales

Lo que hemos visto es correcto para sistemas simples de segundo orden. Para sistemas més compli-

cados podemos dar algunas recetas.

1. Rising Time ¢, lento: Aumentar la frecuencia natural w,.
2. Overshoot M, muy alto: Aumentar el amortiguamiento ¢

3. transiente muy largo: Mover los polos hacia la izquierda « o

En la etapa transiente, la influencia de los ceros de H(s) es de modificar los coeficientes de ampli-
tud de los términos exponenciales, cuya forma es decidida por los polos. Considere dos funciones
Hi(s), Hz(s) de denominador idéntico y numerador diferente, pero ambas normalizadas para tener

la misma ganancia dc (s = 0):

2

(s+1)(s+2)

_ 2 2 2.26)
 s+1 s+2 (2.
2(s+1,1)

1L,I(s+1)(s+2)

_ 2( 0,1 N 0,9>
LI \s+1 s+2
0,18 1,64

= 2.2
s+1+s+2 (2.27)

HQ(S) =

Observe la dramaética reduccién de amplitud entre ambas funciones, por haber introducido un cero
s = —1,1 en Hy(s).
Efecto de un cero Adicional

Para considerar el efecto de un cero en la respuesta transiente, tomemos la funcién de transferencia

de segundo orden con un cero parametrizado (o) y dos polos complejos.

3Solucién: t, = 0,55 s, t, = 0,785s, M, = 9,5%, t:(2%) =15, ts(5%) = 1,33 s
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s/la+1
H(s)= 55—+

54 4+25+5
Esto es lo mismo que escribir

1 1 ]
H(s) = + —
() s24+25+5 as?+2s+5
Y si nos acordamos de la transformada de Laplace, vemos que el segundo término se parece a una

derivada de df/dt = sF(s), con lo cual, el rol del cero es amplificar los primeros valores de la
respuesta transiente, aumentando asi el Overshoot. Tendra poca influencia en el Settling time ¢.
Si el cero estd en el lado derecho del plano—s, el factor amplificador « sera negativo a < 0, y la

derivada jugard en sentido opuesto, disminuyendo el Overshoot.

Efecto de un Polo Adicional

Si agrega un polo adicional a su sistema de segundo orden obtendrd un sistema de tercer orden. Que
ocurre con la respuesta al escalén para este tipo de sistemas 7.
Suponga que la funcién de transferencia de lazo cerrado al agregar un polo en s = —p, es:

Y(s) _ wap

R(s) (82 + 2¢wps + w2)(s +p)

Calculamos la respuesta al escalén unitario y obtenemos:

—ot

€ o .
y(t) =1- A+l {Acoswdt-i- wd(A—i—e)smwdt} -

e Pt

>
Arr 420

Donde A = e(?(e — 2) y € = p/o (0 = (w,). Note que el término:

A+1=Ce-1*+1-¢H>0

Con lo cual el coeficiente del término e es siempre positivo. Entonces el efecto de un polo real
s = —p en la respuesta al escalén es de reducir el overshoot M, y de incrementar el settling time .
Es valor del pardmetro ¢ = p/o va a crear una familia de respuestas. Si Ud. tiene olfato, vera que
es interesante graficar la respuesta para 1 < € < oo. Se dard cuenta que otro efecto del polo es de

reducir el tiempo de subida ¢, a condicién que el valor de € sea grande (~ 4).
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2.3.7. Expansién en Fracciones Parciales

Para quién no recuerde la expansion en fracciones parciales, recuerde lo siguiente. En caso que la

funcién de transferencia H(s) posea polos diferentes debe descomponer H(s) de la sgte. forma:

Nuls) a1 an
De(s)  s+p s+ pn

Donde los coeficientes aj, los debe calcular como:

a = {ng((j)) (s + Pk)}

s=—pk

En caso que H(s) posea dos polos complejo conjugados (p1,p2) y n polos distintos:

_ Nu(s)  ais+a as an

H(s)

— = + + ...+
De(s) (s+p1)(s+p2) s+ps3 S+ pn

Los coeficientes oy, se encuentran multiplicando la ecuacién anterior en ambos lados por (s+p1)(s+

p2) v evaluando en s = —p;. Esto nos entrega:

(oas +a2)| = H(s)(s +p1)(s +p2)],

§=—p1 =P

Esta ecuacién es compleja, con lo cual obtiene 2 ecs (Parte Real e Imaginaria) para encontrar los

parametros o, ao.

En el caso que H(s) contenga un polo, p;, de multiplicidad r,

_ Nu(s) by br—1 by

~ De(s)  (s+p1)" " (s +p1)—! et (s +p1)

Los coeficientes se calculan de la siguiente forma:

H(s)

br = H(s)(s+p1)" ‘s:—pl

bt = - {HE) s +p))
e = i e

s=—Pp1

r—1
by = (r _1 1)! {;ir—l {H(s)(s +P1)r}}

5=—P1

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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