DINAMICA DE MECANISMOS DE UN GRADO DE LIBERTAD

La energia cinética de cuerpo rigido puede separarse en dos términos, uno que
depende de la velocidad del centro de masa y el otro que depende de la velocidad angular
del cuerpo. Para un mecanismo con varios cuerpos, la energia cinética total sera la suma de
las energias individuales. Asi, la energia cinética se puede escribir como:

EC= Y (05m {1} (7} + 0500, [1Jo} )

i=1
Donde {V/; }representa la velocidad del centro de masa del cuerpo i, y {o, }representa la

velocidad angular del cuerpo i, ambas medidas en coordenadas de un sistema inercial.
Si se definen los siguientes vectores columnas como:

{VG } = Col(Vg,» VGly Ve Vere VGZy VgrzsesVin:)

{a)} = Col(a)lx,a)ly,a)lz,a)h, ..... , @, )
entonces, definiendo apropiadamente una matriz masa [M ] y una matriz de inercia [I G ] ,la
energia cinética total del sistema puede expresarse como:

EC=0.5{,} [M}V,}+0.5{w} 1, {o}
Para un sistema de un solo grado de libertad, los vectores {VG} y {a)} pueden escribirse en
términos de la velocidad generalizada, ¢, y de un vector de coeficientes de velocidades:

et=dlKs} lo}=4lK,}
Con estas definiciones, la energia cinética total puede escribirse en términos de ¢ :

EC=0.5¢"({Kq} [MIK,j+1K,} 1 K, D)

Por analogia con la expresion para la energia cinética de una particula, la expresion anterior
se puede poner como:

EC=0.53(9)¢"
donde o) =ik} [MEK K1 TG KK, )

se denomina inercia generalizada, la que es una funcion de q.

MECANISMOS PLANOS

En el caso de mecanismos planos:

EC= o.siMngi + o.szn:JGiw,?

i=1 i=1



donde se puede poner que
VGZI = VG?zx + V(?iy = (KCzr'ix + K(z?iy )qz
o} =K j)iqz

l

por lo que
EC=0.5 g (ZM (K2, +Kél.y)+ZIGl.K2
i=1 i=1
que se puede poner como

EC=0.5 3(q)¢’

donde S(q):ZM[(Ké[X +KC2?[y)+zIG[K2

i=1 i=1

FUERZAS GENERALIZADAS

Todas las fuerzas y torques que trabajan sobre el sistema influyen en su respuesta
dindmica. Ahora, se determinara una fuerza generalizada que, cuando actue a través de un
cambio virtual de coordenada 6q, realice un trabajo virtual Qdq igual a la suma del trabajo
virtual de las fuerzas y torques reales moviéndose a través de sus desplazamientos virtuales
asociados.

Sean F; las fuerzas externas aplicadas en ubicaciones definidas por los vectores
posicion r;. Andlogamente, sean C; los torques externos actuando en angulos ;. El trabajo
virtual sera:

W=3F-6,+>.C,-50,

dado que todas las posiciones son funciones de la coordenada generalizada, g, los
desplazamientos virtuales pueden ser escritos como:

por lo que:

ZF —+ZC

donde Q es la fuerza generahzada

_ dr, .49,
_ (Z}Ti dq+;cj y

y la potencia de entrada sera igual a:

. aw
Potencia = — = Qg
% Oq



ECUACION DE EKSERGIAN

Es sabido que el trabajo realizado sobre un sistema mecanico es igual al cambio de
energia cinética del sistema. Esto se puede escribir como:

Potencia (entrada) = d(EnergiaCinética)
dt
come EC=053(q)q’
Entonces 0.5 ‘;_‘Sq-q-z + 3G = 0d
q

Por lo que:

~

3q+0.5d—“q2 =0
dq

que es la Ecuacion de Eksergian para el movimiento de un sistema de un solo grado de
libertad.

~

. d . .
Si se define ¢(gq) =0.5 d—‘s , la ecuacion anterior se puede poner como:
q

Ii+s(9)q* =0
donde ¢(q) se conoce como el coeficiente centrifugo.

ENERGIA POTENCIAL. REPRESENTACION DE FUERZAS CONSERVATIVAS

Supongamos que la fuerza F; que actaa en el punto 1; esté constituida por dos partes:
una parte conservativa y la otra no-conservativa. La fuerza conservativa puede escribirse
como el negativo del gradiente de la funcidn potencial asociada:

F:- — FCC +F:-nc — _VI/I +F:-nc
Asi, la fuerza generalizada Q resultante también se puede expresar en dos partes:

(- ) AV e A
Q:Z,-“F".d_q_zi“( v )dq_ Z‘dq +Z,-“E dq

dVv e
=——+
0 i 0

donde V representa la energia potencial total del sistema, en tanto que Q™ es la fuerza
generalizada no-conservativa. Asi, la ecuacion de Eksergian adquiere la siguiente forma:



. Lodv
I(QG+s(q)g’ +—=0
dq

Esta ecuacion diferencial que describe el movimiento de un mecanismo de un grado
de libertad es generalmente de una gran complejidad, siendo en la mayoria de los casos no
lineal con coeficientes variables. Este tipo de ecuaciones normalmente son resueltas
numéricamente. El método de Runge-Kutta es una técnica de solucion numérica que
generalmente da buenos resultados en problemas de mecanismos.

Algoritmo de Runge-Kutta para Ecuaciones Diferenciales de 2° Orden

Sea la ecuacion diferencial: q=1(tq,9)

El algoritmo de Runge-Kutta provee un método para determinar nuevos puntos de la curva
solucién, cada uno basado en un punto anterior y en cuatro evaluaciones de la funcion de
segunda derivada f(¢,q,q) . Para un incremento de tiempo h, los nuevos valores son:

qn+l = qn +h[Qn +%(ml +m2 +m3)]
Guo =4, + Vo (m, +2my +2my +m,)

t =t, +h

n+1

donde:
m =hf(,.4,.4,)
m, =hf(t, +0.5h,q, +0.5hq, +0.125m,h,q, +0.5m,)
my =hf'(¢, +0.5h,q, +0.5hg, +0.125m,h,q, +0.5m,)
m, =hf(t, +h,q, +hg, +05mh,q, +m,)

EJEMPLO: Al mecanismo de cuatro barras de la figura se aplica un torque impulsivo
T(t)=250 N-m durante 1 s. Este mecanismo tiene acoplado un amortiguador de coeficiente
B=55 N-s/m, tal como se muestra. Si el mecanismo esta en reposo para la posicion g=0.2
radianes, y si se desprecia el efecto de la gravedad, determine cual es la velocidad angular
maxima que alcanza el cuerpo 1.

Datos: ¢;=0.5 m, ¢,=0.9 m, ¢3=0.7 m, ¢,=1.0 m
Li=1.5 kg'm?, Io=5 kgm?, I35=3.5 kg'm*
M2=40 kg
Xp=1.3m, Y,=0.12 m
Ug=0.5111 m, V5,=0.1333 m
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La ecuacion de bucle del mecanismo permite plantear:

¢C,+¢,Cp+¢,Cpy —¢, =0

oS, +¢,8, +¢;8,=0

de donde:
b= 21g" —A+A*+B*-C*?
| g C_B
_—(clS +c,8,)
-1 q #1
=sen
8 _ .
con:
A=2¢c,S, B=2¢c,(c,C,—c¢,) C=cf+c§—c32+cf—2qc4Cq
K¢1 =4 Sq_ﬂ
&) S¢2—¢1
K =c_l S¢1_‘1
42
Cy S¢2—¢1
B (CICq +K;102C¢1 +K;2C3C¢2 )C¢2 +(clSq +K;102S¢1 +K;203S¢2 )S¢2
“ czS¢2—¢1
B (chq +K;102C¢1 +K;203C¢2)C¢1 +(clSq +K;102S¢1 +K¢fzc3S¢2)S¢1
42 =
C3S¢1-¢2

La posicion de G; esta dada por:

X = chq +UG2C¢1 _VGZS¢1
Yo = ClSq -i-Ust¢l + VG2C¢1

Por lo que: Va2 = (Keaxd + Kazy)) ¢



Donde: Kaax = -¢i S,~ UKy S — VaKg1 €y
Kaay = ¢1C, + UaxKg1 €y — VoK S,
y por lo tanto:
Loy, ==¢,C, =Ugy LS, —U g, K3 Cpt =V, Ly Cpy + V5, K 1S,
LG2y = _clSq + UGZL¢1C¢1 _UGZK;1S¢1 - VG2L¢1S¢1 - VGquflCm

La energia cinética del sistema es:
EC=0.5M, V2 +0.51,,4° + 0.5My V2, +0.51 ,4> +0.5M3 V2 +0.51 ]
EC=0.5 ¢7 [ M, (K, + K5\ ) ¥ Lot My (KGy, + K3y )+, Ky +
M (K, + Koy, H Ky ]
que se puede poner como:
EC=0.5 " [1g +1sK2 + My (K2, +K2,)+15,K2 ]

Por lo que:
3(q)= 1, +103K;2 +M, (K(2?2x +K(2?2y)+]G2K;1

d3
c(q)= O'Sd_q =103 KoLy + 1)Ky Ly + M, (K Loy, + Koy Lia,)

El trabajo virtual del torque aplicado y de la fuerza del amortiguador permite definir la
fuerza generalizada del sistema:

SW =T(t)dq — BDSD
donde D es la longitud del amortiguador. Esta longitud esta dada por:

D*? =(X,-¢C —cZC(’“)2 +(clSq +c2S¢l —Y,,)2

q

de donde:

d—D—K B (X, —chq —C2C¢1)(C1Sq +02S¢1K¢1)+(015q +czS¢1 —Yb)(CICq +CZC¢1K¢1)
b=

dgq JX, =¢,C, =6,C,) +(c,S, +¢,8,, ~Y,)’

Sisepone: D=K,§ y oD=K,d

Entonces: oW = [T(l) — B4K ]5‘1



Porloque: Q= T(t)-BgK;

Asi, la ecuacion a resolver es:

N U PO
0= loo) - c(9)d?]
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