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Capitulo 2

Estatica de Fluidos

—

La estatica de fluidos considera que el fluido estd en reposo (V' = 0) o en un movimiento tal que
no existe movimiento relativo entre particulas adyacentes. En ambos casos no existiran esfuerzos
de corte y las fuerzas existentes serdn causadas solo por la presién. La presién p ejercida sobre
una superficie es la fuerza total F perpendicular a la superficie por unidad de superficie, es decir

_

aF A
) n dA
F.
P=a

>

donde F -7 es la componente normal a la superficie de
la fuerza F'y A el drea de la superficie.
Fuerza sobre un elemento de area.

La unidad de la presién en el SI se denomina Pascal y resulta de
N
p] = [F/A] = —5 = Pa

otras unidades de presion y su conversién al SI son

atm = 1.01325 - 10° Pa (atmésferas)

bar = 10° Pa
Ib

psi = —J; = 6.8948 - 10% Pa
m
Ibf

psf = e = 4.7880 - 10 Pa

mmHG = 1.3332 - 10> Pa (mm de columna de mercurio)

mm.c.a. = 9.8067 Pa (mm de columna de agua)




2.1 Presién en un punto 14

Los instrumentos que miden presién no lo hacen, por lo general, directamente si no que entregan
la diferencia de presién del fluido (presién absoluta) y la presién del medio o atmosférica. Esta
diferencia se denomina presion diferencial, relativa o manométrica =

Pabs = Pman + Patm

A pesar de que la presién atmosférica no es constante de un lugar a otro, ésto no tiene mayor
influencia para muchos propdsitos en ingenieria. Existen casos, sobre todo cuando se trabaja
con gases, donde es necesario considerar la presion absoluta. La figura 2.1 muestra graficamente
la relacién que existe entre la presion absoluta y relativa para niveles superiores e inferiores a la
presion atmosférica.

P=p

atm

pabs> I:)atm

prel (presion de vacio)

<
pabs patm

p=0

Figura 2.1: Relacion entre la presién absoluta y la presién relativa.

2.1 Presién en un punto

Como se mencionod anteriormente la presién se utiliza para indicar la fuerza normal a una super-
ficie por unidad de superficie. Para analizar como varia la presiéon en un punto con la orientacién
de la superficie analizaremos el esquema de la figura 2.2.

1
pg dx 8y 6z |
2 N

sz Sy ox

Figura 2.2: Elemento de fluido.

Las componentes de la ecuacién de movimiento (F' = mda) en las direcciones y y z son

dxdydz

ZéF =py0xdz — psdxdssinfd = p 5

Qy
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2.2 Campo de presiones 15

25F :pz5$5y—p85x650089—p@g:p@az.

De la geometria del problema se tiene que

0y = ds cosfy
0z =4ds sinf.

Reemplazando se obtiene

dy
Py — Ps = pay?

0z
Pz —Ds = p(az +g)? .

Dado que lo que interesa obtener es la presién en un punto se aplica el limite cuando 0y, dx, 0z —
0 resultando

py:p87
Pz = Ps -

Este resultado es independiente del dngulo 0 el cual fue ademas, elegido en forma arbitraria. Lo
anterior indica que la presién en cualquier punto de un fluido en reposo o en movimiento tal que
no existan esfuerzos de corte, es independiente de la direccion

=

Pz =Py =Pz=D

Si el fluido esta en un movimiento tal que existen esfuerzos de corte, los esfuerzos normales no
seran, por lo general, iguales en todas las direcciones. En estos casos se define la presion como
el promedio de los esfuerzos normales mutuamente perpendiculares en un punto, es decir

_ pe Dyt
p="5

2.2 Campo de presiones

Sabiendo como varia la presién en un punto de un fluido con la direccién se requiere saber cémo
varia ésta entre un punto del fluido y otro, para lo cual se analiza la figura 2.3 en donde se ha
realizado un desarrollo de Taylor de primer orden para la presién a partir del centro de la figura
y en todas las direcciones. La fuerza resultante en la direccién y es

0F, = (p— Z?) 0xdz — (p—i-gg]j?) 0xdz

0F, = ——0xdydz.
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2.2 Campo de presiones 16

(p+22%) oxsy
(5595562 /¥ 7] (oo
# 55(1-
X;z oy A 16x8ydz

| (p-82%) x5y

Figura 2.3: Variacién de la presién en torno a un elemento de fluido.

Para las demas direcciones se obtiene en forma andloga

5F, = — P 505y
ox
y
Ip
0F, = —— 6z dydz—vdxdydz.

0z
El vector elemental de fuerza §F resulta por lo tanto

SF = — (8pA+ 8pA+8pk:) 5x6y5zf’y§:p5yézl%
0 3y 0

9, por unidad de volumen,

e (o )
Szoyos T (a g, T ask) k-

El grupo de términos entre paréntesis representa el gradiente de la presion, el cual se abrevia
utilizando el operador V (nabla)

V() = a()” 8Oj ‘g()/%

por lo que la ecuacién anterior queda

5F
oz oy oz

—Vp — vk‘
Para un elemento de fluido en movimiento sin esfuerzos de corte se tendra que
—Vp —~k = pd,

donde @ es la aceleracion del elemento de fluido. Si el fluido esta en reposo o en movimiento
uniforme entonces @ = 0 por lo que

—Vp—wl%:().
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2.2 Campo de presiones 17

Las componentes escalares de ésta ecuacion son

op
ox

9p
dy

o _
0z v

Estas ecuaciones nos dicen que la presién no depende de las coordenadas = e y. Por lo tanto, si
nos movemos sobre un plano horizontal paralelo al plano x —y la presiéon no cambia siempre que
haya continuidad en el fluido como se muestra en la figura 2.4. Vemos también de esta figura
que la distribucién de presiones es también independiente de la forma o tamano del recipiente
que contenga el liquido. La ecuacién segtin k puede escribirse, por lo tanto, como una ecuacién
diferencial ordinaria

dp

L ey (2.1)
- p=cte.
- p=cte.
- p=cte.

Figura 2.4: Variacion de la presién hidroestéatica con la presién y forma del recipiente.

Fluido incompresible

Para un fluido homogéneo e incompresible v puede considerarse constante. Integrando la
ecuacion 2.1 entre los puntos 1 y 2 de la figura 2.5(a) se obtiene

p2 —p1 = V(22 — 21)

p1—p2="(22—21)=7h
p1=p2+Yh.

De la ecuacién anterior se desprende que la presion puede ser expresada como una altura de
columna de liquido

_ p1— P2
Y

h

C. Gherardelli U. de Chile
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Z A Z A
pO pO
4“—
Y h
Z <
b E—
Z o
1 P, PP PN
—
(a) Variacién de la presién entre dos nive- (b) Distribucién de la presién atmosférica
les de profundidad distintos. y la hidroestética con la profundidad.

Figura 2.5: Presién hidroéstatica para un liquido en reposo.

h representa la altura de una columna de liquido de peso especifico v que produce un diferencial
de presion p; — ps.

Cuando se tiene una superficie libre es conveniente utilizarla como plano de referencia. La
presion que actia sobre este plano de referencia se denomina presion de referencia pg.

p=po+h

donde h se mide desde la superficie libre hacia abajo como indica la figura 2.5(b). p representa
en este caso la presion total o absoluta, la presion relativa resulta p.o) = p — po = v h. Vemos
que la presion pg se distribuye en forma continua mientras que la presién relativa aumenta con
la profundidad. La presién total puede por lo tanto ser analizada como la superposicién de una
distribucién uniforme de presiones de magnitud pg y una distribucion de presiones que aumenta
en forma lineal con la profundidad.

Fluido compresible

Integrando la ecuacién 2.1 para gases y considerando un gas ideal en reposo, es decir que se
cumple la ecuacién de estado para los gases ideales, se tiene

dp _ _9p
dz RT

Separando variables e integrando

P
dp g [de
p R T
P1 Z1

z2
p2_ g [dz
D1 RJ) T

21
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2.3 Fuerzas hidroestaticas sobre superficies sumergidas 19

Se ve que se debe explicitar como varia la temperatura del gas con la elevacién. Si se supone,
por ejemplo, que para el rango z1, 2o T = Ty = cte. (condicién isotérmica) se tendra

g(z2 — Zl)] '

D2 = p1€TP [— RT,

La variacion de la temperatura en la atmésfera terrestre con la altura varia en los distintos
estratos de ésta como indica la tabla 2.1. Para la tropésfera y hasta una altura de 11 km
(valor que depende de la ubicacién geografica y de la estacién del ano) se puede suponer que el
gradiente de temperatura es constante y dado por

ar
— = —0.0065K
dz /m

T=Ty+ 0z

donde # = —0.0065 K/m. Reemplazando y resolviendo la integral a partir del nivel z = 0 donde
D =Datm Y I = Tatm se obtiene

Bz )g/Rﬁ
Tatm

P = Patm <1 -

Como una forma de standarizar los resultados de cédlculos y experimentos, donde intervienen
parametros atmosféricos, se define una atmdsfera standart, es decir una atmosfera para la cual
se fija la temperatura, presién, densidad y otras propiedades del aire al nivel del mar (z =
0). Existen principalmente dos definiciones que se denominan Atmoésfera Normal y Atmésfera
Standart. Los valores de T, p, p para z = 0 para la Atmdsfera Standart son

Patm = 101325 Pa
Totm = 15°C

Patm = 1.225kg/m?

Altura (z) | Nombre | Temperatura
0all km | Tropésfera Decreciente con la altura de +15°C a —56.5°C.
11 a 20 km | Estratésfera | Constante a —56.5°C'.
20 a 50 km Creciente con la altura de —56.5°C' a 0°C' (Inversién)
50 a 60 km Constante en torno a 0°C
60 a 80 km Decreciente con la altura de 0°C' a —80°C
80 a 400 km Creciente con la altura, sobre 1000° a 200 km de altura

Tabla 2.1: Variacién de la temperatura en distintos estratos de la atmosfera.

2.3 Fuerzas hidroestaticas sobre superficies sumergidas

Para fluidos en reposo sabemos que la fuerza resultante es perpendicular a la superficie, ya que
no existen esfuerzos de corte, y que la presion aumenta en forma lineal con la profundidad.
Se analizara en esta seccién las fuerzas que se ejercen sobre superficies planas y curvas que se
encuentran sumergidas en un fluido. Se veran ademads los conceptos de empuje y estabilidad en
la flotacion.
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2.3 Fuerzas hidroestaticas sobre superficies sumergidas 20

2.3.1 Superficies Planas

Para una superficie plana cualquiera, como la que se muestra en la figura 2.6, que se encuentra
sumergida en un fluido e inclinada en un angulo 6 con respecto a la horizontal, se requiere
determinar la fuerza resultante, que actia sobre la superficie, y su punto de aplicacién.

Figura 2.6: Fuerza sobre una placa plana.

A una profundidad arbitraria h, la fuerza que actiia sobre un elemento diferencial de area dA es
dF =~vhdA

la cual es perpendicular a la superficie. Integrando sobre toda la superficie se puede determinar
la magnitud de la fuerza total o resultante Fr

FR:/’yhdA:/fyysinedA.
A A

Para valores constantes de v y @ se obtiene

FR:fysinG/ydA.
A

La integral es el momento de primer orden del drea A con respecto al eje x y puede ser escrito
como

/ydA:ycAa
A

donde y. es la coordenada ¥y del centroide, o centro de masa o de gravedad, medida desde el eje
x que pasa por O. Fpg resulta por lo tanto

Fr=~vAy.sin0=~h. A=p.A.
—— =~

he Pe
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2.3 Fuerzas hidroestaticas sobre superficies sumergidas 21

Cabe hacer notar que la magnitud de la fuerza es independiente del angulo 6 y depende sélo del
peso del fluido y la profundidad del centroide del area bajo la superficie libre.

La coordenada y de la fuerza resultante, ygr, se puede determinar realizando la suma de momentos
alrededor del eje x

FRyR:/de:/’}/SiDQdeA.
A A

Reemplazando el resultado anterior para Fr y reordenando se obtiene

Jy*dA
A

Yp = ——
Ye A

La integral del numerador es el momento de inercia de segundo orden! I, con respecto al eje
formado por la intersecciéon del plano que contiene la superficie con el de la superficie libre x

=

I,
ye A’

YR =
Utilizando el teorema de ejes paralelos I, puede expresarse como
_ 2
I$ - +xc + A yc I

donde I, es el mometo de segundo orden del drea c/r a un eje que pasa por el centroide y
paralelo al eje x. Reemplazando se obtiene

Como I./y.A > 0, se ve que la fuerza resultante no pasa por el centroide sino que se encuentra
desplazada hacia abajo.

Andlogamente para la coordenada x se obtiene

FRxR:/xdF,
A
de donde
JxydA
€T :A = Ixy
R ycA ycA'

I, es el producto de inercia c/r al eje = e y. Utilizando el teorema de ejes paralelos se obtiene

I:Eyc
TR = A + Ze.

'El momento de inercia de un &rea con respecto a un eje particular se define como la suma de los productos
obtenidos al multiplicar cada elemento infinitesimal de ella por el cuadrado de su distancia al eje, es decir, es una
funcién de la ubicacién del drea con respecto a un eje.
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2.3 Fuerzas hidroestaticas sobre superficies sumergidas 22

2.3.2 Superficies curvas

En superficies curvas la fuerza elemental o por unidad de area varia su direccion ya que la presion
sigue siendo perpendicular a la superficie en todo punto de ésta. Si bien es posible realizar
una integracién a través de la superficie de las fuerzas diferenciales de presién esto puede ser
muy complejo y tedioso. Es preferible separar las fuerzas en las correspondientes componentes
perpendiculares. Suponiendo una superficie curva sumergida como la de la figura 2.7, donde el
plano = — y es paralelo al plano de la superficie libre y el eje z es perpendicular a éste plano y
apunta hacia abajo, tendremos que las fuerza sobre un elemento diferencial de drea segun el eje
T es

dF, = pdAcosf.

dA cosf es la proyeccion del area dA sobre un plano formado por los ejes y — z perpendicular
al eje x, es decir dA cos = dA,.

wL

4 4
°deg/1\ 7#
Axél

z

v

Figura 2.7: Fuerza sobre un placa curva.

dFy; =pdA, = pgzdA,.
Integrando sobre toda la superficie se tiene
Fx:/de:pg/szx.

El término [ zdA, es igual al momento de primer orden de la proyeccién de drea A sobre el
plano y — z y puede ser ecrito por

/ZdA;r = ZC,IAI ’

donde z., es la coordenada z del centroide de A,. Se obtiene por lo tanto

Fz:pgzc,:ﬁAac-
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2.3 Fuerzas hidroestaticas sobre superficies sumergidas 23

Para Fy se obtiene analogamente
Fy=pgzcyAy.

Para el eje z se obtiene
F,=pgV

donde V es el volumen de liquido que se encuentra sobre la superficie. Vemos que F), es igual
al peso del liquido que se encuentra sobre la superficie. En el desarrollo anterior se omiti6 la
presiéon que existe sobre la superficie libre ya que ésta actiia a ambos lados de la placa por lo
que su efecto neto es nulo.

2.3.3 Empuje y Flotacién
Empuje estatico

Si un cuerpo esta parcial o totalmente sumergido en un fluido la resultante de fuerzas causadas
por la presién que actian sobre el cuerpo se denomina fuerza de empuje o de flotacién (F).
Analizando la figura 2.8 vemos que como la proyeccién del area sobre cualquier par de planos
paralelos y opuestos es la misma, es decir A,; = Ay, las fuerzas segin el eje x se anulan
mutuamente. Lo anterior indica que la fuerza de empuje serd siempre vertical. Analizando el
prisma. de seccién transversal 6 A se tiene

0FE = (p2 —p1)0A =~y hdA =~45V.
1%

Suponiendo que 7 es constante se puede integrar la ecuacién anterior obteniéndose

E=~V.

p.SA

y

) h
[PBA

a
<

Ap1

Figura 2.8: Fuerza de empuje.

Se ve que la fuerza de empuje es igual al peso del fluido desplazado por el cuerpo. Realizando
un balance de momentos se determina que el punto de aplicacién de la fuerza es el centro de
masa o centriode del volumen del fluido desplazado

1
14
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2.3 Fuerzas hidroestaticas sobre superficies sumergidas 24

El punto de aplicacién de la fuerza de empuje se denomina también centro de presiones (C'P).
Debido a la existencia del empuje un cuerpo parece perder peso al sumergirse en un fluido. Esta
pérdida aparente de peso AW es igual al empuje

AW =FE =~V

El peso aparente W, del cuerpo sumergido es por lo tanto
Woe=W-AW=W-E=W —~V.

De la ecuacion anterior es posible determinar el volumen de liquido desplazado V'

W -W,
—

v

Este volumen es, para cuerpos totalmente sumergidos, igual al volumen del cuerpo, de donde es
posible determinar la densidad media p. de el o los materiales de que esta compuesto el cuerpo

Pc:mp-

2.3.4 Flotacién

Si la fuerza de empuje que experimenta un cuerpo en un fluido es igual a su peso, éste flotara si
parte de su volumen estd sobre la superficie y se encontrard suspendido si estd completamente
sumergido. La condicién de equilibrio es por lo tanto para ambos casos

E=W.
Si estas fuerzas son diferentes existen dos posibilidades

a) E < W el cuerpo se hunde y

b) E > W el cuerpo sale a flote.

Estabilidad en la flotacién

Si un cuerpo se encuentra en equilibrio, ya sea flotando o suspendido, la fuerza de empuje y el
peso estan aplicadas sobre una misma linea vertical. Debido a que los puntos de aplicacion de la
fuerza de empuje y el centro de gravedad no coinciden necesariamente, este equilibrio puede ser
estable o inestable. Un cuerpo estara en equilibrio estable si al desplazarlo en forma angular éste
recupera su posicién original e inestable si éste se mueve a una posicién distinta de la original.

Para cuerpos totalmente sumergidos, como los que se muestran en la figura 2.9, si el centro de
gravedad esta por debajo del centro de aplicacion de la fuerza de empuje, ambas fuerzas crean un
momento que tiende a restaurar la posicién original del cuerpo, si éste se desplaza angularmente,
es decir el equilibrio es estable si el centro de gravedad del cuerpo estda por debajo del punto
de aplicacion de la fuerza de empuje. Si el centro de gravedad esta por encima del punto de
aplicacién de la fuerza de empuje se crea un momento que tiende a volcar el cuerpo por lo que
el equilibrio es inestable.

En cuerpos que estan parcialmente sumergidos o flotando la estabilidad en la flotacién puede
darse incluso si el centro de gravedad estd por encima del punto de aplicacién de la fuerza de
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2.4 Fluido en Movimiento 25

E

Momento
restaurador

N

W Sieme e

Figura 2.9: Estabilidad en la flotacién para cuerpos totalmente sumergidos.

Momento
restaurador

Figura 2.10: Estabilidad en la flotacion de un cuerpo flotante.

empuje. Esto se debe a que el punto de aplicacién de la fuerza de empuje estd asociado al
centro de gravedad del liquido desplazado y éste se desplaza al cambiar el volumen desplazado.
Analizando la figura 2.10 vemos que el punto de aplicacién del empuje cambia desde punto B
a B’ pero el punto de aplicacién del peso se mantiene en C. Si el punto M, que se denomina
Metacentro y que es el punto de intersecciéon de una linea vertical que pasa por B’ y la linea
vertical original, se encuentra sobre C', se crea un momento restaurador y el cuerpo se encontara
por lo tanto en un equilibrio estable. La distancia MC se denomina altura metacéntrica. Por
lo tanto si

1. M esta sobre C existe equilibrio estable.
2. M esta bajo C' existe equilibrio inestable.

3. M esta en C existe equilibrio neutro.

La distancia M C se obtiene de

v Ly
MC =122 1.
w

2.4 Fluido en Movimiento

La ecuacion de movimiento de un fluido que se encuentra en un movimiento tal que no existen
esfuerzos de corte es

—Vp—’yl%:pc_i.
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2.4 Fluido en Movimiento 26

Esta ecuacién se cumplen cuando el fluido estd en movimiento, lineal o rotatorio, tal como
si fuera un cuerpo rigido. Las componentes de esta ecuacion, para un sistema cartesiano y
suponiendo k vertical hacia arriba, son

o _ .
Gx_p v
o _
ay_p Y

Jp
_5_7+pa2-

La superficie libre generada es una superficie de equilibrio, por lo que la fuerza total ejercida
sobre las particulas de fluido es normal a la superficie en todo punto de ésta. Lo anterior indica,
y dada la curvatura terrestre, que la superficie que se genera sobre un liquido que sélo esta
sometido a la aceleracién de gravedad tiene la forma de un casquete esférico. Este fendémeno
es, sin embargo, despreciable a escalas pequenas, donde se puede considerar que la superficie es
plana, y sélo es posible de apreciar en supericies muy grandes como los océanos.

Considerando el recipiente de la figura 2.11, el cual estd sometido a una aceleracién constante
@ = ayj+a.k con ay = acosa 'y a, = asina. El diferencial de presién en un pto cualquiera y, 2

es
Ip Ip
dp=—d —dz.
P= g% T 5%
Reemplazando

dp=—paydy — p(g+a.)dz.

~<¢A \1

L]

Figura 2.11: Liquido sometido a una aceleracién lineal constante.

L__—

Esta ecuacion se puede integrar conociendo la presién pg en un punto. A lo largo de una linea
de presién constante, como la superficie libre por ejemplo, se tiene que dp = 0 por lo que

dz ay a cos o

@__g+az  g+asina
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a cos o
tanf = ———,
g+ asino

donde [ es el angulo que adquiere la superficie libre y las superficies isobaricas del liquido. Se ve
que la presion varia en forma hidroestatica en el liquido. La variacién en altura h que adquiere
el liquido entre un extremo y otro del recipiente se puede obtener de

h=1 tang =25
g+ asino

donde [ es el ancho del recipiente.

Para el caso particular de una aceleracién horizontal, es decir o = 0 se obtiene

a
tan 3 = —.
g

Si el fluido se encuentra en un movimiento vertical (a, = 0) no habrd inclinacién y

dp

— = —pla;+g).
Se ve que la presion varia en este caso en forma lineal con la profundidad pero bajo la accién
combinada de a, y g. Si el fluido cae en caida libre entonces a, = —¢g y se tendra

dp

dz

de donde vemos que la presién sera, en todo el liquido, igual a la presién que rodea el fluido.

Analizaremos ahora el caso de un fluido que se encuentra en un recipiente el cual gira con una
velocidad angular constante w como se muestra en la figura 2.12. Dado que estamos suponiendo
que no hay movimiento relativo entre las particulas del fluido, cada particula de fluido tendra
la velocidad angular w y el liquido se estara moviendo como un bloque. La aceleracién de
una particula situada a una distancia r del eje tendrd una aceleracién rw? en direccién radial.
Utilzando coordenadas cilindricas tenemos

op. 1 8p9 op »

Vp= gt agf T ot
y

arzfruﬂ,

ag =0,

a, =0.

De la ecuaciéon de movimiento obtenemos

9p = —rw?
or ’

Op

a0 ="
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3
N
< E‘ r r0)2_
£
AN /
®

Figura 2.12: Liquido sometido a una velocidad angular w constante.

9 _
0z

El diferencial de presién resulta por lo tanto

Jp

L
0z

dp = prw? dr — ~vdz .
Integrando esta ecuacion se obtiene

2
pw
p= =2 — vz +cte.
2
Se ve que la presion varia con la distancia al eje y que para un radio constante la presion varia en
forma hidroestatica en la direccion vertical. Las superficies isobaricas se obtienen de la condicién

dp=0
=

2

dr g

dz rw

de donde la ecuacién de la superficie resulta

w?
z = —1r°+cte.
29
Vemos que las superficies isobdricas, y por lo tanto la superficie libre, tiene la forma de un
paraboloide de revoluciéon o en dos dimensiones una parabola. Se puede ver ademas que la
forma de la curva es independiente del fluido. El valor de la constante se puede determinar de
la condicién para r = 0 donde z = z;;,, = cte =z iy

w2

z:@ﬁ—i—zmin.
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2.4 Fluido en Movimiento 29

La ecuacién anterior se puede expresar en funcion del nivel del liquido en reposo h por la siguiente
relacion

w? 2 2
z:h—I—@(Qr )
de donde
Y w2r[2)
min 4g
y
2.2
war,
zmax = h + 0
4g
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