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Capitulo 6

Flujo Potencial

Se analizard en éste capitulo un tipo particular de flujo o escurrimiento denominado flujo po-
tencial. Este tipo de flujo se denomina asi ya que es posible definir una funcién potencial ¢
mediante la cual se puede representar el campo de velocidades. La condicién necesaria para
la existencia de la funcién potencial es que el flujo sea irrotacional, es decir, V x V = 0. Si
bien la condicién de irrotacionalidad en un flujo es dificil de encontrar existen, en algunos flujos,
zonas las cuales pueden ser tratadas como si el flujo fuese irrotacional. Para que una particula
fluida, originalmente sin rotacién, comience a rotar se requiere de un esfuerzo de corte. Como se
vio anteriormente los esfuerzos de corte 7 estan asociados a la viscosidad u y los gradientes de
velocidad en la direccién normal al desplazamiento (OV/0n). Para fluidos de viscosidad baja,
como el aire por ejemplo, los esfuerzos de corte estaran asociados principalmente a la existencia
de gradientes de velocidad. En las regiones del flujo donde no existan gradientes de velocidad el
flujo podra ser considerado como irrotacional. De particular interés es el estudio de flujo alrede-
dor de cuerpos solidos inmersos en un flujo, como un perfil alar por ejemplo. Sobre la pared
del cuerpo, y por el principio de adherencia, el fluido tendra una velocidad relativa al cuerpo
nula. A medida que uno se separa del cuerpo la velocidad del fluido aumenta aproximandose a la
velocidad de la corriente libre a partir de una cierta distancia, a partir de la cual practicamente
no existen gradientes de velocidad. La zona cercana al cuerpo es una zona de grandes gradientes
de velocidad y por lo tanto una zona donde los esfuerzos de corte son importantes. Esta zona se
denomina capa limite y serd estudiada en el capitulo 10. En la zona fuera de la capa limite los
gradientes de velocidad desaparecen y con ellos los esfuerzos de corte, por lo que el flujo puede
ser considerado como irrotacional.

—
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>
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— Flujo irrotacional

> VxV=0

Figura 6.1: Flujo irrotacional y capa limite sobre un cuerpo.

Ademsds de la condicién de irrotacional se supondréa que el fluido es incompresible (p = cte), el
flujo es permanente (9/0t = 0), y se analizardn solamente flujos bidimensional, es decir un flujo
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donde las propiedades y caracteristicas del flujo son independientes de una de las coordenadas
espaciales (2D).

6.1 Funcién potencial ¢

De la condicion de irrotacionalidad de un flujo se obtiene que

ov. _ov,
oy Oz
oVy 0V,
0z Oz
ov, _ v
or Oy

Analizando éstas relaciones se ve que las componentes de la velocidad se pueden expresar medi-
ante una funcién escalar ¢(z,y, z) tal que

_ 99
Vx_@x
_ 99
Vy_é?y
_ 99
VZ_('?Z

La funciéon ¢ se denomina funcién potencial de velocidades y se cumple que
V=V¢

Reemplazando la relacion anterior en la ecuacién de continuidad para un flujo incompresible se
obtiene

V- V=V-Vo=0
V2 =0
que se conoce como ecuacién de Laplace. En coordenas rectangulares la ecuacién anterior queda

0%y  0%¢ 0%¢ _0
ox2 " oy? 022

Una caracteristica importante de la ecuaciéon de Laplace es que es una ecuacién en derivadas
parciales lineal, lo que implica que si ¢; y ¢2 son soluciones o satisfacen la ecuaciéon V2¢ = 0,
entonces ¢3 = ¢ + ¢2 serd también solucion de la ecuacién de Laplace. Esta caracteristica
permite generar diferentes tipos de flujos a partir de otros conocidos superponiendo las funciones
potenciales respectivas. Esto se conoce como superposicién de flujos.
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6.2 Funcién de corriente ¢

La ecuacion de continuidad para un flujo incompresible y permanente es V -V = 0, que en
coordenadas cartesianas y para un flujo bidimensional resulta

ov, 9V,
ox + oy =0

Analizando la ecuacién anterior se ve que es posible definir una funcién ¢ = ¥(z,y), llamada
funcién de corriente, tal que

_ 9
Vx—ay
_ oy
Vy__ﬁx

Reemplazando en la ecuacion de continuidad. se obtiene

L) 5

0% B 0% _0
oxdy  Oydor

de donde vemos que v satisface la ecuacién de continuidad. Obtenemos de ésta manera nueva-
mente una reduccién del nimero de funciones necesarias para representar el campo de veloci-
dades. Se ve ademads, de la ecuaciéon anterior, que la funcién de corriente satisface también la
ecuacién de Laplace

=
V=0

Las lineas para las cuales la funcién de corriente es constante son las lineas de corriente. Difer-
enciando 1 se obtiene

_ oY op
dw—amdaz+aydy—0

~V,dz + Vydy =0

Esta ecuacion representa, como se vio anteriormente, la ecuacion para las lineas de corriente.

La variacién del valor de la funcién de corriente, entre
dos lineas de corriente, esta relacionado con el cau-
dal que pasa entre ellas. La ecuaciéon de continuidad
aplicada a la figura queda

dg=Vydy —V,dx

Introduciendo la funcién de corriente
Caudal entre lineas de corriente.
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9y
Oy

9 4+ 9% o =

d
1= oz

Integrando entre 11 y 12 se obtiene
2
q—/@—/w
1

q=12— 1Y

Se ve que la diferencia del valor de la funcién de corriente entre dos lineas de corriente es igual
al caudal volumétrico, por unidad de profundidad, que pasa entre las dos lineas.

Para una linea de corriente se tiene que

(dy) _Y

dx p=cte Vi

que representa la pendiente de las lineas de corriente. La pendiente de las lineas equipotenciales,
es decir las lineas para las cuales ¢ = cte, resulta de igualar a cero el diferencial de ¢, es decir

8qbal —|——¢d =0

do = ay

V,da + Vydy =0

(dy> _ %
dx ¢=cte Vy

Multiplicando ambas pendientes se obtiene

(dy> <d?/) —
dx p=cte dx ¢p=cte

(), 0e= (@),

dx p=cte dx o=cte

lo cual indica que la interseccién de las lineas equipotenciales y las lineas de corriente ocurre
formando un dngulo recto, es decir ¢ y ¢ son perpendiculares entre si. Esta condicion se utiliza

para representar un flujo graficamente mediante una malla formada por las lineas de corriente
y las equipotenciales.
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6.3 Circulacién

La circulacién se define como la integral de linea, sobre
una curva cerrada, de la componente tangencial de la ds
velocidad a lo largo de la curva, es decir,

F:%V-ds?

Aplicando el teorema de Stokes se obtiene ademas que

<l

Cc

Circulacion.

r:/(vXV)-dA'
A

Se ve que si el flujo es irrotacional, V x V' = 0, entonces no existira circulacién. Como se vera
mas adelante la circulacién posee gran importancia en la teoria de la sustentacién.

En coordenadas cilindricas la ecuacién de Laplace para la funcién de corriente, la ecuacion de
continuidad y las componentes de la velocidad se expresan respectivamente por las siguientes
relaciones

6.4 Flujos simples

Se presentaran a continuacién algunos flujos bidimensionales sencillos y sus correspondientes
funciones de corriente y potenciales.

Flujo uniforme

El flujo mas sencillo es aquel que tiene lineas de corriente rectas y paralelas y donde la magnitud
de la velocidad es constante. Este tipo de flujo se llama flujo uniforme.

Si la velocidad del flujo (U) es paralela al eje = se tendra ademés que V, = U y V,, = 0. De las
relaciones anteriormente vistas para la funciéon potencial se obtiene que

oo

%—U
y

09

8—y—0.
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Integrando se obtiene
o=Uzxz+C,

donde C es una constante de integracién que elegimos arbitrariamente igual a cero (C' = 0)

=
p=Ux.

Se ve que las lineas equipotenciales son paralelas al eje y. La funcién de corriente correspondiente
al flujo uniforme se obtiene a partir de

oy

8—y_U
y

oy

%_0
=

v=Uy

que son lineas paralelas al eje x. ¢ y 1 se pueden apreciar en la figura 6.2(a) para un flujo
uniforme paralelo al eje z. Si el flujo forma un dngulo « ¢/r al eje x se obtienen las siguientes
funciones de corriente y potencial respectivamente (figura 6.2(b))

Y =U(ycosa —zsina),

¢p=U(xrcosa+ysina).

y A U (I)l (I)Z (I)3 (|)4 y‘
> Y,
. v
> Vv,
- v,
T
(a) Flujo uniforme paralelo a x (b) Flujo uniforme inclinado

Figura 6.2: Flujo uniforme
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Fuente y sumidero

Consideraremos ahora un fluido que fluye en forma
radial a partir de un punto y en todas las direcciones.
Si g es la razén volumétrica de fluido, por unidad de
profundidad, que sale de la fuente, por conservacién
de la masa se debe cumplir que

2nrVy =gq,

de donde se puede despejar V,

Como el flujo es radial se cumple ademas que Vy = 0.

=
9 _ a4
or  2mr
y
10¢
vop =0
de donde
o= %lnr

Fuente/sumidero.

que representa la ecuacién de una familia de circulos concéntricos centrados en el origen.

Si ¢ es positivo entonces el flujo es radial hacia afuera y se denomina fuente. Si ¢ es negativo el
flujo es radial hacia adentro y se denomina sumidero. El caudal ¢ se denomina intensidad de la

fuente o sumidero.
La funcién de corriente se obtiene de

1
oy

ra0 VT o

y
8¢_
E_O
=
_ 1
w_27r0

que representa una familia de lineas radiales.

Y+ y=cte

d=cte

Lineas de corriente y
equipotenciales.
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Vortice libre o irrotacional

En éste tipo de flujo las lineas de corriente son circulos concéntricos! como se muestra en la

figura.

Para éste caso se tiene que V. = 0y Vp = V(). Las
funciones potencial y de corriente que se obtiene para
éste caso son

p=K0

Yv=—-Klnr,
Vortice libre.

donde K es una constante. La velocidad Vjy se obtiene de

199 0O
Ve_r(%_ or
=
v=2
,

Se ve que la velocidad varia inversamente proporcional con la distancia al centro, es decir, si r T
entonces Vy | y viceversa. Ejemplos que pueden ser aproximados mediante éste tipo de flujo
son el tornado y el flujo de agua saliendo por un drenaje.

Se puede demostrar que

K=—
2T

donde I es la circulacién sobre una curva que encierra el origen. La circulacién sera distinta de
cero ya que el origen representa una singuralidad dentro del flujo donde V' — oo. Sobre una
curva que no encierre al origen la circulacién serd cero (I' = 0). Se obtiene por lo tanto

r

= —9f
¢ 2

r
w:—%lnr.

'Dado que el flujo esta representado por un potencial de velocidades el flujo debe ser irrotacional. Esto puede
generar confusién con el tipo de flujo. Debe recordarse que la rotacionalidad esta relacionada con el cambio de
orientacién de una particula fluida y no con la trayectoria seguida por la particula.
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Doblete

La combinacién de una fuente y un sumidero, de igual
intensidad, separados por una distancia infinitesimal
origina lo que se denomina doblete. Para la fuente y
el sumidero, separados por una distancia 2a la funcién
de corriente esta dada por

Y= —%(91 —0s).

Fuente y sumidero.

Expresando la funcién anterior en funcién del angulo 6 se obtiene

w = ~ 9t <2arsin0> .

2 r2 —q?
Para valores pequenos de a la ecuacién anterior queda

qar sin 6
w(r2 —a2)’

El doblete se obtiene haciendo tender a — 0 y ¢ — oo de tal forma que el producto (ga/m) sea
constante. Para este caso se obtiene que

T 1
2_a 7
de donde
ksin @
V== T

donde k = ga/7m se denomina intensidad del doblete.
El potencial de velocidades asociado al doblete resulta

kcos 6
¢ = .

r

Lineas de corriente.

6.5 Superposicién de Flujos

Como se menciond anteriormente los flujos potenciales estan gobernados por la ecuacion de
Laplace. Esto significa que se pueden combinar diferentes flujo potenciales para formar otros
de interés. Otro punto que se debe recordar es que a través de una linea de corriente no existe
flujo por lo que puede ser considerada como una pared sélida. Lo anterior indica que si se logran
combinar distintos tipos de flujo de tal manera que una linea de corriente tenga la forma de un
cuerpo particular, se puede analizar analiticamente el flujo que se establece alrededor del cuerpo.
Este método se denomina superposiciéon. A continuacién se veran algunos ejemplos simples de
superposicion.
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Fuente y flujo uniforme

U Ya
La funcién de corriente y la funcién potencial para la '
superposicién del flujo uniforme y la fuente esta dado — Putods g T
estancamiento
por —> < >0 >
T
—p b A 4

¥ = Yuniforme T Yfuente
Flujo uniforme y fuente.

szTSinﬁ—i—iﬁ,
27

o=Ur cosl9+&lnr.
27

En algin punto del eje = (negativo) la velocidad de la fuente se anulara con la del flujo uniforme
y se formard, por lo tanto, un punto de estancamiento. Para la fuente se tiene que V, = ¢/27r

por lo que el punto de estancamiento es tal que en x = —b, U = ¢/27r =
q
b= . 6.1
27U (6.1)
Evaluando 1 para r = by 0 = m se obtiene
ot = L =abU
Yestancamiento = 9 — MUY
, . Punto de

Graficando estos resultados vemos como ésta combi- estancamiento ¥ = 2
nacién de flujos puede ser utilizada para analizar el o=

flujo sobre un cuerpo inmerso en un flujo uniforme. rb
Para esta combinacion el cuerpo es como el que mues-
tra la figura, el cual se encuentra abierto aguas abajo.
Con la funcién de corriente conocida se puede obtener

el campo de velocidades en cualquier parte del flujo.

Ll

Lineas de corriente.

1oy q
VT_?“@Q _UCOSH+27T7“
y
ng—a—qp:—Usinﬁ
or

de donde el cuadrado del médulo de la velocidad resulta

r 27r

U 0 2
V2:V3+V02:Uz+qm+(q)

9 9 b b2
Ve=U 1%—27cost9+—2 .
r r
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Conocida la velocidad es posible determinar ademas el campo de presiones, utilizando la ecuacion
de Bernoulli entre dos puntos cualesquiera del flujo ya que el flujo es irrotacional. Por ejemplo,
entre un punto lejano del cuerpo, o de la fuente, donde V= U y p = pg y despreciando las
variaciones de z se obtiene

1 1
po+ 5pU" =p+ 5pV?

de donde se puede despejar la presion p
1 b b?
p=po—=U?|2-cosb+ — | .
2 r 72

Doblete y flujo uniforme

La superposicion de un flujo uniforme con un doblete genera el flujo alrededor de un cilindro.
La funcién de corriente y la funcion potencial son, respectivamente, las siguientes

Y =Ursinf — Fsin 6
r
y
k cos 6
¢=Urcosf + o8 ,
r

donde k£ es la intensidad del doblete. Para que el cuerpo que se genera con esta superposicion
sea un cilindro se debe cumplir que ) = cte para r = a, donde a es el radio del cilindro. Sobre la
superficie del cilindro, o sobre la linea de corriente que representa el cilindro, se cumple ademaés
que V, =0V4

=
10y k
V,«—;%— <U_r2) r cosf =0,
de donde
k
(v-3) =0
=
k=Udad>.

Reemplazando en i y en ¢ se obtiene

2
Y=Ur (1—az> sin6,
T

2
o=Ur <1+a> cosf.

Frr1n

2
r , .
Lineas de corriente para un

cilindro.
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Se ve que para r = a, ¥ = 0. En los puntos de estancamiento se cumple que Vp =0 =

10¢ a?\ .
%:;%:—UT <1+7“2> sinf =0

de donde sinf =0 o 0 = =+7.

Sobre la superficie del cilindro, es decir, para r = a, se tiene que Vy = —2U sin 6 de donde las
velocidades maximas se obtiene para § = +7/2 =

Vomax = Vo(0 = £7/2) =2U .
La distribucién de presiones en la superficie del cilindro (ps) se obtiene utilizando la ecuacién
de Bernoulli y resulta

1
DPs = Do + ipU2(1 — 4sin?6)

Integrando la presién ps sobre el manto del cilindro se puede obtener tanto la fuerza horizontal
o arrastre y la fuerza vertical o sustentacion a la cual estd sometido el cilindro. Para este caso,
y dada la simetria del flujo que se genera en torno al cilindro como se puede ver de la figura,
ambas fuerzas tendran un valor cero.

Vortice, doblete y flujo uniforme

La funcién de corriente y la funcién potencial para esta superposicién de flujos son

2
r
Y =Ur (1_(12) sing — —Inr
T 2

™

2
¢o="Ur <1+(12> cos0—£9
r 27
respectivamente, donde I' es la circulacién. Se puede ver que para r = a, 1) = cte por lo que el
cuerpo generado es, al igual que el caso anterior, un cilindro de radio a. La diferencia es que el
cilindro generado por esta superposiciéon se encuentra girando en el sentido de giro del vértice
libre. La velocidad tangencial sobre la superficie (Vp s) toma ahora el siguiente valor

o r
Vops=———=-2Usinf + —.
b or 2ma
La forma que adquiere el flujo, y por lo tanto la forma que tienen las lineas de corriente, dependen
de la intensidad del vértice. La posicién de el/los puntos de estancamiento en la superficie de

cilindro se encuentran imponiendo la condicién Vy = 0

=

. T
sin festanc. = inUa

En la figura 6.3 se muestran las diferentes posibilidades que se pueden presentar, de acuerdo al
r . T .

Valo'r' de - Se Ye que si =z > 1 e'ntonces el' punto de estancamiento no se encuentra sobre

el cilindro ya que sin fggtape. > 1 no tiene solucion.
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I 1 I >1

dmUa - A Ua

Figura 6.3: Lineas de corriente y puntos de estancamiento para diferentes valores de (I'/4wUa).

La presion sobre la superficie se encuentra utilizando al ecuacién de Bernoulli y resulta

1 2T'sin @ 12
pS:p0—|—§pU2 (1—4sin92—|— S >

ral  4m2q2U2

La fuerza por unidad de longitud que se desarrolla sobre el cilindro se obtiene integrando ps
sobre el cilindro. Dada la simetria vertical del flujo sobre el cilindro el arrastre es cero. La
sustentacion, por unidad de longitud, resulta

Fg=—pUT.

Se puede apreciar que la fuerza de sustentacién apunta, para éste caso, hacia abajo y que depende
de la densidad y velocidad del flujo libre y de la circulacion alrededor del cilindro. Si ' = 0
entonces se tendrd que Fg = 0. Para un cilindro girando en el sentido de giro del reloj, la fuerza
de sustentacién apuntara hacia arriba.
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6.6 Aplicaciones

El flujo bidimensional de un fluido ideal e incompre-
sible (p = 103 kg/m?) en la vecindad de una esquina
recta se puede describir mediante la funcién de cor-
riente ¥ = 272 sin 20, donde ¥ tiene unidades de m?/s
cuando r se expresa en metros. Determine la funcién
potencial correspondiente. Sila presién en el punto (1)
de la pared es 30 kPa, cual es la presién en el punto
(2). Asuma que el plano zy es horizontal.
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Se pide determinar el campo de velocidades que se ob-
tiene mediante la superposicién de dos fuentes de igual
intensidad ¢ separadas por una distancia 2[. Para un
plano de simetria entre las dos fuentes se pide determi-
nar la velocidad del flujo a través del plano. Dado el
resultado anterior, que situacion real se podria repre-
sentar mediante esta superposicion? Para el plano de
simetria se pide determinar el campo de velocidades y
de presién sobre el plano.
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Un flujo potencial que fluye contra una placa plana
se puede describir mediante la funcion de corriente
VU = A-zy donde A es una constante. Este tipo de flujo
permite describir aceptablemente el flujo en la vecin-
dad de un punto de estancamiento. Superponiendo
una fuente de intensidad m en el origen O se obtiene
el flujo sobre una placa plana con una protuberancia.
Determine la relacion entre la altura h, la constante A
y la intensidad de la fuente m.

A

(0]

C. Gherardelli

U. de Chile



6.6 Aplicaciones 86

Suponga que el flujo que se genera sobre un hangar
de seccion semicircular de diametro D = 6 m y largo
L = 18 m se puede aproximar por el flujo potencial
que se genera alrededor de un cilindro con 6 € [0, ].
Durante una tormenta el viento alcanza una velocidad -~
de U = 100km/hr y la temperatura exterior es de
5°C. Si la presion dentro del hangar es igual a pg =
720 mmH g, se pide que determine la fuerza neta sobre
el hangar que trata de levantarlo de sus fundaciones.
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