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Capitulo 3

Cinematica de Fluidos

La cinematica estudia varios aspectos de un fluido en movimiento como velocidad, posicién y
aceleracién sin analizar las fuerzas necesarias para que se produzca dicho movimiento.

En una primera parte describiremos el movimiento en términos del movimiento de una particula
fluida y posteriormente se realizara un analisis macroscépico para la descripcion de un flujo.

La descripciéon de cualquier propiedad del fluido puede ser descrita como una funcién de su
posicién. En particular se utilizan coordenadas espaciales (z,y, z por ejemplo) para identificar
las particulas de fluido y sus propiedades. Esta representacién se denomina representacién de
campo. Asi por ejemplo, el campo de velocidades vendra dado por V = V(m,y, z). Como la
representacion de una particula puede ser diferente en tiempos diferentes la representacién debe
ser también una funcién del tiempo. Para el campo de temperaturas y velocidades por ejemplo

T=T(z,y,2,t)
V= V(m,y,z,t)
V= u(x,y, z,t)i +v(x,y, 2, t)j + w(z,y, 2, t)l;:

El movimiento de una particula puede ser descrito en términos de la velocidad y la aceleracién.
Por definicién la velocidad de una particula es la variacion temporal del vector posicion
- dr
V=—.
dt
La rapidez es el médulo de la velocidad ]V! Si las propiedades de un flujo, en todos los puntos

del espacio, permanecen invariantes en el tiempo, se dice que el flujo es permanente. En caso
contrario se llama no—permanente. Un campo de velocidades permanente estara dado por

V= V(x,y, z).

Para el caso permanente se cumple (9/9t = 0).

Como se menciond anteriormente las propiedades de un fluido y las caracteristicas del flujo se
pueden representar como una funcién de la posicién y del tiempo. Se desprende de lo anterior
dos formas de posibles de representacién:

1. La primera, utiliza el concepto de campo mencionado anteriormente. La descripcién del
flujo esta dada por la descripcién de las propiedades de éste como una funcion de la posicion




3.1 Velocidad, Rotacién, Deformacion 31

y del tiempo. De esta manera se obtiene informacién del flujo en términos de qué pasa
en un punto fijo del espacio en un tiempo ¢ cuando el flujo pasa por él. Este método de
descripcién se denomina descripcion Fuleriana. La velocidad queda representada por el
campo de velocidades dado por

V= V(w,y, z,t).

2. El segundo método, denominado Lagrangiano, analiza una particula genérica del flujo para
analizar y caracterizar el flujo. En esta representacién la posicion x, ¥y, z no son fijas sino
varian en el tiempo. Las coordenadas espaciales seran por lo tanto funciones del tiempo
y de una posicidn preescrita x,, ¥, Z, €n un instante t,. Para la velocidad se tiene por lo
tanto

V= V() y(t), 2(t), ).

Para representar el flujo en forma grafica se utiliza el concepto
de linea de corriente. Las lineas de corriente son las envolventes
de los vectores de velocidad de las particulas fluidas, es decir,
el vector de velocidad es siempre tangente a las lineas de corri-
ente. Si el flujo es permanente (0/0t = 0) las lineas de corriente
estaran fijas en el tiempo y coincidiran con la trayectoria de las
particulas. Si el flujo no es permanente (9/0t # 0) las lineas de
corriente seran solo una representacion instantanea del flujo.

Se llama tubo de corriente al conjunto de lineas de corriente que
pasan por el contorno de un area A, en un tiempo determinado.
Dado que la velocidad es tangente a las lineas de corriente, no ~ Lineas y tubo de corriente
existird flujo a través del manto de un tubo de corriente por lo

que se cumple que

donde dr es el desplazamiento diferencial de una particula fluida que tiene una velocidad V. De
la ecuacion anterior resulta

dr d dz

a4y &« (3.1)

u (Y w

que representan las ecuaciones para determinar las lineas de corriente.

3.1 Velocidad, Rotaciéon, Deformacién

Como se menciono en el capitulo 1 un fluido es una substancia que se deforma al aplicar sobre
ésta un esfuerzo de cizalle. Debemos esperar por lo tanto que una particula fluida se encuentre
sometida a movimientos de traslacion, rotacion, deformacién lineal y angular como se muestra
en la figura 3.1. Este tipo de movimientos esta asociado a variaciones complejas de las diferentes
componentes de la velocidad (u,v,w) en todas las direcciones. Lo anterior nos indica que, en
general, (0V;/0x;) # 0 Vi,j. Analizaremos ahora cada uno de estos efectos por separado y su
relacion con la variacion de la velocidad segun los distintos ejes coordenados.
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Movimiento Traslacion Deformacion Rotacion Deformacion
general Lineal angular

Figura 3.1: Superposicién de movimientos de una particula fluida.

Traslacion.

El movimiento mas sencillo al cual se puede encontrar sometida una particula fluida es el
movimiento de traslacién. En la figura 3.2 se muestra una particula que viaja con una ve-
locidad constante desplazandose desde su posiciéon original una nueva posicién dada por los
puntos O'A'C'B'.

B' c'
B c
v - T
. © A
o AT
__udt

Figura 3.2: Movimiento de traslacién de una particula fluida.

Deformacién lineal.

Analizaremos la deformacion lineal segun el eje x, como se muestra en la figura 3.3. Nos interesa
por lo tanto analizar la variacién de la velocidad segin el mismo eje, es decir (Ou/dx). Como
se muestra en ésta figura, y debido a la diferencia de velocidad existente entre las lineas OB y
AC el elemento de fluido se deforma en un tiempo dt. La variacién del volumen resulta

5V = (gu5x> Sy820t .

X

ou
+45° 65X
B u u 6.’1: B Cl
C
dy
ou

u Sx u+61$6x

o A O Qugyst A

Figura 3.3: Deformacién lineal de una particula fluida.
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El cambio de volumen en el tiempo por unidad de volumen y tiempo es

1.d(oV) . {(au/ﬁx)ét] ou
————~ = lim |————| = —.
V6t 5t—0 ot ox

El cambio de volumen, por unidad de volumen, segtiin todos los ejes es la superposicion de los

cambios segin cada eje y por lo tanto igual a

LdEV) _ou, ou , ow
vV 6t O Oy 0z

<u

Vemos como la divergencia de la velocidad, V - V| se encuentra asociada a la deformacién lineal
de la particula fluida. Como un cambio de volumen a masa constante significa una variacién de
la densidad, se debe cumplir que

V-V=0 para un flujo incompresible y

V-V # 0 para un flujo compresible.

Rotacién.

La velocidad angular de la linea OA, Qo 4, de la figura 3.4 queda definida por

Qoa = lim —.
04 57&1210675

Para da pequenos y de la figura se tiene que

ge0zdt _ v

tano ~ da = 5 %&,
=
ov
Qoa=—.
0A =
u+émy8y 77777777777 %}j}}y&
C B -
5p B %
3y | S8
v o A @‘ro
Sx vt 5y OX <
@) Uu A O

Figura 3.4: Rotacién de una particula fluida.

Anélogamente la velocidad angular de la linea OB, Qop, resulta

Qop = lim L =2
OB = 5505t ~ ay
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La velocidad angular en torno al eje z, €),, se define como el promedio aritmético de Qo4 y
QopB, es decir

1
Q. = §<QOA+QOB)
1 /0v Ou
_ (-). (3.2)
2 \0x Oy
Se puede observar de la ecuacién 3.2 que la particula fluida rotard en torno al eje z como un
cuerpo rigido, es decir sin deformacién, sélo si du/dy = —0v/dx. En otro caso la rotacién

estard asociada a una deformacién. Se ve ademds que cuando du/dy = Ov/Jzx la rotacién en
torno al eje z es cero.

Para los otros ejes se obtiene

(5~ %)
0z Oxz)’

1 /0w Ov
0, —- (22 _2%).
* 2<8y (92:)

De las ecuaciones anteriores se puede ver que

Q, =

N | —

ﬁ:%VxV.

Un flujo para el cual V x V =0 se llama irrotacional y representa un tipo especial de flujo como
se vera mas adelante.

La vorticidad & de un flujo se define como

G=20=VxV.

Deformacién angular.

Se ve de la figura 3.4 que las derivadas du/dy y dv/Odx pueden causar, ademés de la rotacién
de la particula, una deformaciéon. La tasa de deformaciéon angular de una particula se mide
por la rapidez de cambio del dngulo que se forma entre las lineas OA y OB. Si OA gira a un
velocidad angular distinta a OB la particula se esta deformando. Para el plano xy de la figura
la deformacién €., resulta

1

€ry = Q(QOA—QOB)

RETCE
2\ 0x  Oy)

La deformacién se representa mediante un tensor de deformacion, €, cuya componente genérica
€;; estd dada por

“_1 (‘)ijravi
D=9\ 0w 0y )
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Las componentes de la diagonal de éste tensor representan la deformacion lineal por compresién
y/o traccién en los distintos ejes vista anteriormente y esta dada por

9vi
8.%1' '

€if =

Se verd mas adelante como este tensor de esfuerzos estd relacionado con los esfuerzos normales
y de corte.

Velocidad

Haciendo un desarrollo de Taylor del campo de velocidades y despreciando los término de orden
2 y superiores se obtiene

81%
8:1:j

’Uz‘(f, t) = Ui(fo,t) + ( ) Ax; Vi, j.

El primer término del lado derecho de la ecuacién anterior representa la traslaciéon por lo que el
segundo debe representar la rotacién y la deformaciéon. En forma matricial la ecuacién anterior
queda

u(Z) u(Zo) ou/dx Ou/dy Ou/dz Ax
(@) | =| v(@) |+ ]| Ov/ox Ov/dy Ov/0z Ay
w(Z) w(Zo) dw/0x Ow/0y Ow/0z | Az

La matriz (%) _ se puede dividir en dos matrices, una antisimétrica, que representa la rotacién,
31/ Zo

y otra simétrica, que representa la deformacién, de la siguiente manera:

0 1(@_@) 1(0u _ ow
ou/0x Ou/dy Ou/dz 2\dy ~ oz 2\0z ~ oz
ov/ox /oy wjox | = _%(% %) 0 V(e
ow/dx Ow/dy Ow/dz 1 (@7@0 1 (@7@) 0

2 \ 0z ox 2 \ 0z y
o 1 (0 0 1 (0 o)
Qo F (%48 b(+l
1 (0 0 0 1[0 o]
ol & (B
1 (0 0 1(0 0 0
(%) 2B 8) %

La velocidad de un fluido queda, por lo tanto, de la siguiente forma

u(Z) u(y) 0o -9, Q Az Az
(@) | =1 (@) |+ Qb 0 —Q Ay | +e| Ay
w(Z) w(Zo) —Q, Q 0 Az Az

Recordando los resultados de la mecénica del sélido, donde sélo se consideran movimientos de
traslacién y rotacién, la velocidad esta dada por

Vf:VfO+QXF,

donde (I es el vector de velocidad angular. En forma matricial esta ecuacién queda

u(Z) u(Zy) 0o -Q. Q Ax
(@) | = v(@) [+ 2 0 —Q Ay
w(Z) w(Z,) -Q, Q 0 Az
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Vemos que este resultado es un caso particular de la ecuacién para un fluido donde no existe
deformacion.

3.2 Aceleracién

La velocidad de una particula cualquiera serd una funcién de la posicién asi como del tiempo

— —

V =V(rt).
La aceleracién @ es la variaciéon temporal de la velocidad

L ds. . ds
a= aV(r,t) = £V(a:,y,z,t).

Aplicando la regla de la cadena se obtiene

oV 0z 9V 9y oV 0z oV

“%r ot "oy ot "oz ot ot
~~ ~~ ~~
~\ oz 0 0z ot
——
aceleracién aceleracion
convectiva local

Se ve que existen dos efectos superpuestos en la aceleracion:

e Aceleracion local: representa la variacién de la velocidad de una particula en la posicién
ocupada por esta, es decir, representa los efectos no permanentes existentes en un flujo.

e Aceleracion convectiva: representa el hecho de que una propiedad asociada a una particula
fluida puede cambiar debido al movimiento de ésta de un punto en el espacio a otro.

Las componentes escalares de esta ecuacién son

_<3“ 4 Ou, | Ou )+<8u)
=\ Ty 9z " at )’

ov ov ov ov
ay = %u—l—afyv%—%w + ot )

NECRERCENT
Y\ oz oy 0z ot )’

La ecuacion para la aceleracién puede escribirse de la siguiente forma

ov . q
i="-+ (V-V) V.
ot
———
operador

C. Gherardelli U. de Chile



3.3 Sistemas y Volimenes de Control 37

(V . V) es un operador matematico, que en el caso de la ecuacién anterior se encuentra operando

sobre la velocidad V. De lo anterior se puede decir que

%&H(V-v)()

es también un operador que opera sobre la velocidad. Este operador se denomina derivada
material, sustancial o total y se representa por

o0
Dt

D(V)
Dt -

a::

El concepto de derivada total es aplicable a distintos pardametros del flujo y no solo a la acel-
eracién. Para la temperatura T'(z,y, z,t) por ejemplo, que se diferencia de la velocidad por ser
un campo escalar, la derivada total resulta

DT oT -
2% vovr
ot —a VY

y para la presion p(z,y, z,t)

Dp 0p =
Dt o TV

donde vemos que el operador V opera primero sobre el campo escalar.

3.3 Sistemas y Voliimenes de Control

Como cualquier materia el comportamiento de un fluido es gobernado por un set de leyes fisicas
fundamentales, las cuales son expresadas por relaciones matematicas. Las ecuaciones bésicas
que gobiernan el movimiento de un fluido son

e Conservacion de la masa

e Segunda ley de movimiento de Newton (cantidad de movimiento)
e Conservacién de la energia

e Segundo principio de la termodinamica

Ademas de estas leyes fundamentales existen relaciones secundarias como ecuaciones de estado,
dependencias de propiedades del fluido con la temperatura, etc.

Andlogamente a lo que se vié para la descripcién del movimiento de una particula la aplicacién
de estas leyes pueden ser aplicadas a un fluido principalmente mediante los conceptos de Sistema
o Volumenes de Control.
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Un Sistema es una cantidad de materia fija e identificable, la
cual puede cambiar de forma y tamano pero no en la canti-
dad de masa. Las ecuaciones se deben satisfacer para todas las
particulas del sistema. La descripcion mediante Volimenes de
Control (VC) considera un volumen en el espacio (independi-
ente de la masa) a través del cual fluye el fluido. Las ecuaciones
deben cumplirse en este caso para el volumen de control. La
superficie que encierra el volumen de control se denomina su-
perficie de control (SC). Por convenio se define el vector normal
a la superficie de control positivo hacia el exterior del volumen.

Se ve que un sistema es equivalente a la descripcién Lagrangiana
del flujo y el Volumen de Control a la descripcion Euleriana. En
el limite cuando el sistema y el volumen de control son infinites-
imales ambas descripciones deben coincidir. Es por lo tanto
de gran utilidad encontrar una relacién que nos permita cam-
biar entre estos dos tipos de representacion. Consideramos para
este efecto el andlisis de la variaciéon de un parametro N de un
flujo que tiene un campo de velocidades V medido c¢/r a un sis-
tema coordenado (4, 7, l}:) Sea n la cantidad de N por unidad de
masal, es decir, N =nm o N =npV donde m es la masa, p la
densidad y V el volumen. En forma infinitesimal esta relacion

es 0N =npdV. Se verifica por lo tanto que

N:/npdV.
1%

4 —>
Sistema
Sistema
SC i

Volumen de Control

Para encontrar la relacion deseada suponemos un volumen de control y un sistema coincidentes
en t = t. En un tiempo t = ¢ + t el sistema se desplaza con el flujo y el volumen de control
queda fijo en el espacio como se muestra en la figura 3.5. La variaciéon de IV en el sistema queda

expresada por

Sistema

Figura 3.5: Volumen de Control y Sistema en ¢t y t + dt.

!Cualquier pardmetro que es dependiente de la masa se dice que es un pardmetro extensivo. Un pardmetro

que es independiente de la masa se dice intensivo.

C. Gherardelli
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~ \Dt

d dV
(& s ) (5r)
dt ] Sistema S

(f npdV + [ npdV> - (f npdV + [ npdV>
111 1 tene I i1

At—0 At

t

Reordenando adecuadamente se obtiene

P [ )
S

Dt At—0 At
(1{1 npdV> ( [ npdV)
+ lim HAL _ im N T

At—0 At At—0 At

Cuando At — 0 el volumen I7 tiende al volumen seleccionado como volumen de control, por lo
que en el limite se tendra

(fg npdV) - (ig npdV) 0
lim t+At t— g / npdV

At—0 At

vC

El segundo término representa la cantidad de N que atraviesa la superficie delimitada por ARB.
Si At — 0 la relacién se transforma por lo tanto en el flujo de N por la superficie ARB. FEl
tercer término representa analogamente la cantidad de N que entra en el volumen de control.

=-Los dos ultimos términos dan el flujo neto de N, por unidad de tiempo, que atraviesa por la
superficie de control.

El flujo de masa a través de dA es pV - dA. Multiplicando por 7 se obtiene

unidades de N - - masa
—— | pV -dA
n ( masa ) p <unidad de tiempo)

que representa el flujo de IV por unidad de tiempo que pasa a través de dA. El flujo neto de N
que pasa a través de la superficie de control es por lo tanto

/n(defT)

SC
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DN 9
(Dt>s o /npdV—l—/ pV dA)

Esta ecuacién, que relaciona la variacién temporal de un parametro N de un flujo en un sistema
y un volumen de control, se denomina Teorema de transporte de Reynolds.

Anidlogamente al caso de la derivada total, el teorema de transporte de Reynolds esta formado por
un término que involucra una derivada c/r al tiempo, que representa los efectos no permanentes
dentro del volumen de control, y un término espacial que representa los efectos convectivos
asociados al flujo del sistema a través de la superficie de control.

DN B
(Dt)s (,%/ pdV—l—/ oV dA)

variacién no variacion
permanente convectiva

Si el flujo es permanente (0/0t = 0)

(%JDS Sé n(pV - dA)

En el desarrollo anterior se supuso que el volumen de control estaba fijo ¢/r a la referencia
(i,7, k) por lo que V se mide ¢/r al volumen de control =DN/dt es un efecto observado desde
el volumen de control, por lo que todas las velocidades y derivadas c¢/r al tiempo son c/r al
volumen de control.

Si el volumen de control se encuentra en movimiento con una velocidad uniforme ch la velocidad
que se debe utilizar, el en teorema de transporte de Reynolds, es la velocidad relativa al volumen
de control. SiV es la velocidad del flujo, ¢/r a un sistema de referencia fijo, entonces la velocidad
relativa al volumen de control serd W =V — ch =

DN 0 > -
vc SC

3.4 Conservacién de la masa / Ecuacién de Continuidad

El principio de conservacion de la masa dice que para un sistema la cantidad de masa m no
varia. Matematicamente esto se expresa por

Dm
(Dt>s =0

Aplicando el teorema de transporte de Reynolds tenemos que la propiedad extensiva es la masa
m y la propiedad intensiva es igual a la unidad =

N=m

n=1
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=
9 /pdv+/(px7-dff) =0 (3.3)
ot
ve sC
(0]
/ (pV-dA‘) A (3.4)
ot
SC vCe

Esta ecuacion nos dice que la cantidad de masa que pasa por la superficie de control es igual a
la disminucién por unidad de tiempo de la masa que ocupa el volumen de control.

Si el flujo es permanente (0/0t = 0) se tiene
/ (px? : dff) —0,
SC

es decir, la masa que entra al volumen de control es igual a la masa que sale.

El término pv - dA representa el flujo mésico a través de dA. El flujo mésico a través de una
superficie cualquiera A es

m:/,o\?-d/i’ [kg/s].
A

El término V - dA es el flujo volumétrico a través de dA. El flujo volumétrico que pasa a través
de una superficie cualquiera A se denomina caudal Q) y es

Q= /‘7 ~dA [m?/s).
A
Si la densidad es constante en el area de integracion se tiene que

m:/pv.dg:p/v.dg:p@
A A

Se define la velocidad media como la velocidad que
tendria el flujo en una seccién de paso dada A, si es
perfil de velocidades fuera constante y el flujo masico
se mantuviera, es decir

fp‘_/’-dff .
A

V=i \(V
.

m=pQ=pVA

Velocidad media
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D e
L
8

Figura 3.6: Volumen de Control diferencial.

Volumen diferencial

Si se considera ahora un volumen diferencial como el de la figura 3.6 y aplicamos la ecuacién de
continuidad obtenemos

0 ap
. / pdV = Ls.5,0.

y analizando el plano yz se tiene que el flujo neto en direccién ¢ a través de la superficie es

dpu

o ——0,040

Para los otros planos se obtiene analogamente

dpv

——0,0,0
oy

opw

8z565

Reemplazando todo en la ecuacién de continuidad y reoordenando se obtiene

Op  9pu)  Opv)  dpw)

ot | oz Ay 9z 0

Esta ecuacion es la forma diferencial de la ecuacién de continuidad o de conservacion de masa.
Utilizando ecuacién vectorial se puede escribir de la siguiente manera

dp

8t+v pV =0
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