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Capitulo 8

Analisis Dimensional y Semejanza

Dado que el niimero de problemas que se puede resolver en forma puramente analitica es pequero,
la gran mayoria requiere algin grado de resultados empiricos o experimentales. Lo anterior es
particularmente cierto en el ambito de la mecdnica de fluidos, cuyo desarrollo ha dependido
fuertemente de resultados experimentales. Por otro lado los resultados obtenidos en forma ex-
perimental deben ser lo méas generales posibles y extrapolables a situaciones fuera de las condi-
ciones “ideales” en las que se realizaron. El analisis dimensional ofrece un método para reducir
problemas fisicos complejos a su forma funcional mas simple antes de obtener una respuesta
cuantitativa acerca del problema. Permite, por lo tanto, tener una visién general del problema
y las variables (adimensionales) relevantes involucradas.

En el corazén del andlisis dimensional se encuentra el concepto de similitud o semejanza. En
términos fisicos, la similitud se refiere a alguna equivalencia entre dos fenémenos diferentes.
Por ejemplo, bajo algunas condiciones particulares hay una relacion directa entre las fuerzas
que actiian sobre un aviéon de tamano real y aquéllas que actian sobre un modelo a escala que
se prueba en el tunel de viento de un laboratorio. La pregunta es naturalmente, cuales son
esas condiciones que hacen equivalente el estudio y extrapolables los resultados de un modelo a
escala. En términos matematicos, la similitud se refiere a una transformacién de variables que
llevan a una reduccién en el ntimero de variables independientes que especifican un problema.
Aqui la pregunta natural es, qué tipo de transformacién es necesaria hacer y en cuanto se pueden
reducir el nimero de variables independientes. El andlisis dimensional es una herramienta que
responde éstas preguntas. Su utilidad principal radica en la capacidad de representar en forma
méas reducida la forma funcional de relaciones fisicas involucradas en un fenémeno dado. Un
problema que en un principio puede parecer complejo, puede a veces resolverse con un esfuerzo
pequeno a través del analisis dimensional.

Como ejemplo de lo anterior consideraremos el problema de determinar la caida de presiéon por
unidad de largo Ap;, que se produce a lo largo de la tuberia lisa por efecto de la friccién. Dentro
de las variables geométricas y fisicas que se esperaria que influyeran en la caida de presién se
encuentra el didmetro de la tuberia, la velocidad del flujo y la viscosidad y densidad del fluido.
Se puede establecer por lo tanto una relacién funcional f de la siguiente forma:

Apl :f(Dapnu?V)

donde f es la funcién a determinar experimentalmente. El desarrollo de experimentos sis-
tematicos para encontrar f implicaria necesariamente el medir Ap; variando solo una de las
variables a la vez, la velocidad por ejemplo, y manteniendo las deméas constantes. Este proceder
deberia repetirse andlogamente para cada una de las variables obteniendo una gran cantidad
de informacién la cual se puede representar graficamente como se muestra en el grafico 8.1.
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Extraer de esta informacién la deseada funcién f que relacione las variables independientes con
la dependiente es, incluso para este caso sencillo, practicamente imposible. Ademaés de esto las
dificultades experimentales, como por ejemplo, variar la densidad manteniendo la viscosidad
constante, no son despreciables e incluso pueden llegar a ser imposibles de solucionar.

Ap, Ap,

D,p,u= constante V,p,u= constante
14 D

(a) (b)

Ap, Ap,
V,D,u= constante

V,D,p= constante

p H

(c) (d)

Figura 8.1: Relacion entre la caida de presion con las distintas variables independientes.

Salta a la vista que esta forma de proceder, tanto desde un punto de vista préactico como
econémico, no es apropiada . En este caso la relacién funcional entre la variable dependiente
(Ap;) v las variables independientes (D, V, p, 1) se puede expresar en funcién de dos grupos de
variables sin dimensién, denominados grupos adimensionales, de la siguiente forma:

DAp, _¢(pVD>
pv: o)

Una primera ventaja de este proceder es que se redujo el niimero de variables de cinco a dos.
Un experimento para determinar ¢ requeriria solo la variacién del grupo adimensional pV D/u
para determinar el valor de DAp;/pV2. Los resultados se pueden representar mediante una sola
curva universal (figura 8.2) que serd independiente del tamano de la tuberia, del fluido utilizado
y ademas del sistema de unidades utilizado y serd, por lo tanto, extrapolable a otras condiciones
distintas a las del experimento.

Este tipo de andlisis es lo que se denomina analisis dimensional y las bases para su aplicacién
se encuentra en el teorema II de Buckingham, que se describe a continuacion.
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Figura 8.2: Representacion adimensional de la caida de presion Ap;

8.1 Teorema II de Buckingham

Uno de los puntos importantes a determinar es el niimero de grupos o productos adimensionales
necesarios para representar un fenémeno dado, en forma adimensional. La respuesta a esta
pregunta la entrega el siguiente teorema:

El nimero de grupos adimensionales (II) independientes necesarios para describir
un fenomeno dimensionalmente homogéneo, en el que intervienen k variables dimen-
stonales, es tgual a k—r, donde r es, generalmente, el numero de dimensiones basicas
o fundamentales minimas necesarias para representar las variables del fendmeno

El teorema entrega solo el niimero de grupos adimensionales necesarios para representar un
fenémeno dado y no la forma que tienen estos grupos asi como tampoco entrega informacion
acerca de la relacién funcional que representa un fenémeno dado. Esta relacién de determinarse
ya sea analitica o experimentalmente.

8.2 Obtencion de grupos adimensionales

Existen varios métodos para determinar los grupos adimensionales involucrados en un fenémeno
dado, partiendo desde el simple tanteo, lo cual involucra o supone un gran conocimiento del
fenémeno y una gran experiencia en andlisis dimensional, hasta metodologias mas sistemédticas
que aseguran el numero adecuado de grupos adimensionales y que estos sean independientes. A
continuacién se describird uno de esos métodos denominado método de las variables repetidas.

8.2.1 Meétodo de las variables repetidas

El método de las variables repetidas se divide en una serie de pasos a seguir independiente del
fenémeno a analizar. Estos pasos son los siguientes:

1. Determinar variables involucradas. Este es el punto més dificil dentro del analisis
dimensional y es de vital importancia que todas las variables involucradas sean incluidas.
Esto requiere, por lo tanto, un conocimiento minimo del fenémeno a estudiar. Es aconse-
jable incluir variables de las cuales no se esta seguro sobre su pertinencia. Un desarrollo
posterior, por ejemplo experimental, mostrard si es posible eliminarla o no. Dentro de
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las variables, y dependiendo por supuesto del tipo de fenémeno, se deben incluir vari-
ables geométricas como didmetros, largos, etc., propias del fluido como la densidad, la
viscosidad, etc., efectos externos como gradientes de presién y cualquier otra variable que
se estime necesaria. Para mantener el nimero de variables en un minimo las variables
elegidas deben ser independientes entre si, es decir, ninguna variable debe poder formarse
como una combinacién de las demas variables.

2. Expresar las variables en términos de sus dimensiones basicas. Para los problemas
tipicos de la mecanica de fluidos las dimensiones basicas pueden ser F', L, T o M, L, T.
Estos dos sets de dimensiones se encuentran relacionados mediante la segunda ley de
Newton por la relacién F = MLT 2.

3. Determinar el nimero de grupos adimensionales. Dado el nimero de variables
incluidas en el punto 1 y el nimero de dimensiones béasicas que aparecen en el punto 2,
el niimero de grupos adimensionales se determina a través del teorema II de Buckingham
como la resta entre estas dos magnitudes.

4. Seleccionar un nimero de variables repetidas igual al niimero de dimensiones
basicas involucradas. Lo que se debe hacer aqui es seleccionar de la lista de variables
un nimero igual al nimero de dimensiones basicas que aparecen en el punto 2, para poder
combinarlas con las demds variables para formar los grupos adimensionales. Las variables
seleccionadas deben ser dimensionalmente independientes entre si, es decir, las dimensiones
de una no puede obtenerse como una combinacién de las dimensiones de las otras variables
repetidas. Tampoco se debe elegir como variable repetida la variable dependiente del
fenémeno ya que ésta aparecerd, por lo general, en mas de un grupo adimensional.

5. Formar los grupos adimensionales. Los grupos adimensionales se forman multipli-
cando las variables excluidas de la lista de variables repetidas con las variables repetidas
elevadas cada una a un exponente por determinar, es decir,

L = u; uf ub g
——

variables
repetidas

6. Expresar los grupos adimensionales en funcion de las dimensiones basicas y
resolver sistema de ecuaciones asociado. Como los grupos II son adimensionales se
deben determinar los exponentes a, b, c de modo que esto se cumpla.

7. Verificar que los grupos obtenidos sean adimensionales. Dado que es ficil cometer
un error al determinar los grupos adimensionales es recomendable verificar la adimension-
alidad de los grupos reemplazando las dimensiones de cada variable del grupo y verificando
que sea adimensional. Es recomendable también realizar en esta verificacién en términos
de M, L, T, si las dimensiones basicas utilizadas en los puntos anteriores fueron F', L, T
0 viceversa.

8. Formar la relacién funcional entre los grupos II. Con los nimeros adimensionales
determinados se puede escribir la relacién funcional entre ellos de la siguiente formas:

I = p(Ilg, ... Ik—,)

donde II; contiene la variable dependiente en el numerador.
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Ejemplo

Determinar los grupos adimensionales necesarios para describir el fenémeno de caida de presion
por unidad de largo Ap; que se produce a lo largo de la tuberia lisa por efecto de la friccion.

1. Como se mencioné anteriormente las variables independientes involucradas son el didmetro
de la tuberia D, la densidad p y la viscosidad p del fluido y la velocidad del flujo V, es
decir:

Apl = f(Dapnu’v V)

2. Utilizando F', L, T' como las dimensiones bésicas se cumple que:

Ap, =FL?
D=L
p=FL4T?
p=FL2T
V=LT"!

El utilizar F', L, T como las dimensiones basicas es una decisién arbitraria y perfectamente
se podria haber utilizado M, L, T. Lo que no se debe hacer es mezclar ambos sistemas.

3. Del punto anterior se puede ver que las dimensiones bésicas involucradas son tres. Dado
que el nimero de variables involucradas es 5 (Apy, D, p, u, V'), y utilizando el teorema de
Buckingham, se obtiene que el niimero de grupos adimensionales II es igual a 2 (5-3).

4. Como tenemos tres dimensiones basicas involucradas se deben elegir tres variables a repetir.
Estas variables deben contener entre ellas todas las dimensiones bésicas y ser independi-
entes entre si. Se eligen D, p, V como variables repetidas.

5. Los grupos adimensionales IT se forman con las variables repetidas y cada una de las demas
variables:

II; = Ap D*V°p¢
Iy = uD%V°5°

6. Para que II; sea adimensional se debe cumplir que:
(FL™3)(L)Y (LT HYo(FL™*T?)¢ = FOL°T®

La relacién anterior lleva al siguiente sistema de ecuaciones:

14+c¢c=0
—34+a+b—4c=0
—b+2¢c=0
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que tiene como solucién a =1, b = -2 y ¢ = —1. Por lo tanto,
Ap D
I, = p12
oV

Andlogamente, para que Il sea adimensional se debe cumplir que:

(FL2T)(L)* (LT Y (FL4T?)¢ = FOLOT0

=
1+c¢=0
—24+a+b—4c=0
1-b+42c=0
que tiene como solucibon a = -1, b=—-1yc=—-1. =
I
Iy = ——
2 pV D

7. Verificacién. Se hard la verificacién utilizando tanto las dimensiones F'LT como M LT.

_ApD _ (FL)(L)

I, = = = poro7°
YT v T (FLATR)(LTT)?
jz (FL2T) 010770
T VD (L)(LT-Y)(FL-T?)
(]
Ap; D ML2T2)(L
I, = pl2 _ ( )( ) — MOLOT0
pV (ML=3)(LT—1)?
ML 71
I, H ( ) — MO0

" VD (L)(LTN) (ML)
8. Finalmente, la relacién funcional que se obtiene es

Ap D _ ( M )
pV?2 ? pV D

Como los grupos 11 son adimensionales, estos se pueden reordenar y en particular se pueden
invertir. Por ejemplo Ily se podria escribir como

_pVD
1

I

y la relacion entre IT; y IIs como

ApD p (pVD)
pV2: ’

que es la relaciéon mencionada anteriormente. Veremos mas adelante que el grupo adimen-
sional (pV' D/u) es un grupo adimensional importante en la mecénica de fluidos.
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Cabe mencionar que los grupos adimensionales, determinados mediante el método de las va-
riables repetidas, dependen de las variables elegidas como variables a repetir. En el ejemplo
anterior se eligieron p, V' y D y se obtuvo la relacién

Ap D _ 6 (pVD> .

pV?2 I

De haber elegido, por ejemplo, i, V' v D como las variables repetidas se obtiene la relacion

Ap; D? " ( pVD)
= 1 —_— .
puV Iz

Ambas relaciones llevarian a la misma funcién para Ap;, sin embargo, las funciones ¢ y ¢
son distintas. La discusiéon anterior permite concluir que no existe un set 1nico de nimeros
adimensionales II para un problema dado. Visto desde otro punto de vista, el andlisis dimensional
solo asegura la cantidad de nimeros adimensionales necesarios para representar un problema
pero no su unicidad.

8.3 Grupos adimensionales de importancia en la Mecanica de
Fluidos

Durante los afios de desarrollo de la mecanica de fluidos se han identificado un sin nimero
de grupos adimensionales de relevancia. El entender el significado fisico que estos encierran
permite tener una visién mas acabada de los distintos fenémenos. Las variables que generalmente
intervienen en los distintos fenémenos son la presion y la velocidad del flujo, la viscosidad,
densidad y tension superficial del fluido, aceleracién de gravedad, la velocidad de propagacion
del sonido, etc.. Dentro de las fuerzas que influyen en un flujo se encuentran por ejemplo las
fuerzas debidas a la inercia, la viscosidad, presion, tensién superficial y compresibilidad. La razén
entre cualquiera par de estas fuerzas genera grupos adimensionales. Por ejemplo, de la segunda
ley de Newton las fuerzas inerciales son F' = ma. La masa se puede escribir como m = pV y
como el volumen Y tiene dimensiones de longitud, se obtiene que m o pL3. Andlogamente, se
obtiene que a o V2/L. Por lo tanto la fuerza de inercia serd

V2
F po”f = pV3L2.

Haciendo un desarrollo andlogo para las fuerzas viscosas se obtiene

d V
Fuerzas viscosas = 7A = ,ud—uA x MZL2 =uVL.
Y

Haciendo la razén entre las fuerza de inercia sobre las fuerzas viscosas se obtiene el grupo
adimensional llamado nimero de Reynolds Re:

R Fuerzas de inercia  pV2L?  pVL
e = = =

)

Fuerzas viscosas uV'L 7

donde L es una dimensién caracteristica descriptiva de la geometria del flujo. Este niimero fue
introducido por Reynolds quien estudiaba la transicién entre los regimenes laminar y turbulento
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para el flujo en una tuberia. Para este caso la dimensién caracteristica es el didmetro del tubo
D, de donde
VD
Re = L,
I
que es igual al grupo adimensional encontrado en el ejemplo desarrollado anteriormente. Lo
anterior indica que la caida de presién en una tuberia lisa depende del nimero de Reynolds

AplD .

El nimero de Reynolds es uno de los nimeros adimensionales mas importantes y utilizados en
la mecéanica de fluidos debido a que los efectos inerciales son de importancia en la mayoria de
los problemas.

La tabla 8.1 muestra alguno de los ntimeros adimensional més importantes en la mecénica de
fluidos asi como una interpretacién fisica y su campo de aplicacion.

Tabla 8.1: Grupos adimensionales importantes en la mecénica de fluidos.

Grupo Interpretacién Tipo de
Adimensional Nombre fisica aplicacién
VL . .
% Reynolds, Re m% De importancia en la
mayoria de las aplicaciones
v fuerzas inerciales . Ce T
VoL Froude, Fr Therzas gravitacionales Flujos con superficies libres
ﬁ Euler, Eu ffuuegrzzfs ?ﬁg?ﬁ;gl Aplicaciones  donde la
presién o las diferencias de
presién son de interés
PV2 fuerzas inerciales o
Cauchy, Ca . D Aplicaciones donde la com-
FE, fuerzas de compresibilidad R ; .
presibilidad del fluido es im-
portante
14 fuerzas inerciales c oo
Mach, M i e Aplicaciones donde la com-
c uerzas de compresibilidad R ) .
presibilidad del fluido es im-
portante
wl Stroudhal, St fuerzas de inercia local Flujos no permanentes con
VvV ) fuerzas inerciales convectivas .
una frecuencia natural de os-
cilacién
V2L . .
AN Weber, We fuerzas inerciales Aplicaciones donde la
o ’ fuerzas de tensién superficial

tensién superficial es impor-
tante

8.4 Semejanza

Como se mencioné anteriormente el término similitud o semejanza fisica se refiere a la equiva-
lencia entre dos fenémenos. En términos de la mecanica de fluidos interesa, por ejemplo, las
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condiciones que deben ser satisfechas para que los resultados de un fenémeno obtenidos en un
laboratorio mediante un modelo a escala sean aplicables a un prototipo a escala real. Dicho
de otra manera, cuales son las condiciones a satisfacer para que la funcion entre los niimeros
adimensionales, obtenida para el modelo, sea la misma que para el prototipo. Para que se
cumpla la similitud entre un modelo y un prototipo debe existir:

e Semejanza geométrica. El modelo debe ser una versién a escala lo mas detalladamente
posible del prototipo.

e Semejanza cinemdatica. Dos flujos son cinematicamente semejantes cuando las velocidades
en puntos equivalentes tienen la misma direccién y la razén entre las magnitudes de la
velocidad y la aceleracién es constante para todo el flujo, es decir,

Vim
—— = constante,
Vp
Am
— = constante.
ap

Flujos cineméticamente semejantes tienes lineas de corriente geométricamente semejantes
y como el contorno del cuerpo corresponde a una linea de corriente se desprende que la
semejanza cinematica implica necesariamente la semejanza geométrica.

e Semejanza dindmica. Si la distribucion de fuerzas en dos flujos es tal que en puntos corres-
pondientes y para fuerzas del mismo tipo (cortante, presion, etc.) las fuerzas son paralelas
y la razén entre sus modulos es constante para todos los puntos equivalentes y para los
diversos tipos de fuerzas presentes, se dice que los flujos son dindmicamente semejantes.
Por lo tanto, en el caso de semejanza dindmica entre dos flujos existira una relacion sencilla
y de facil calculo entre fuerzas correspondientes. Esto es de gran importancia, por ejemplo,
para evaluar las fuerzas de arrastre y sustentacion, a las que estaria sometido un prototipo,
a partir de las determinadas en un modelo a escala en un laboratorio.

En términos practicos lo anterior se traduce en que, asegurada la semejanza geométrica, la
semejanza dindamica se obtiene si los grupos adimensionales involucrados en el fenémeno son
iguales, es decir, tienen el mismo valor para el modelo y el prototipo.

Ejemplo

Se debe determinar el arrastre al que estaria sometido un sonar esférico de 30 cm de didmetro
si se desplaza a una velocidad de 2.57 m/s (5 nudos maritimos) sumergido en en el mar (p =
1028.4 kg/m3, v = 1.57-1075m?2/s), a partir de los datos en un tiinel de viento (p = 1.23 kg/m?,
v =1.46 - 10°m?/s). El modelo tiene 15 cm de didmetro. Determine la velocidad requerida en
el tunel de viento. Si la fuerza de arrastre sobre el modelo es igual a 24.82 N, evalte la fuerza a
la que estaria sometido el sonar.

De un anélisis dimensional se obtiene la siguiente relacion funcional.

F _¢(pVD)
pV2D? wo )

Para que se exista semejanza dindmica se debe cumplir que

R = Re

®modelo prototipo
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VD
(£2)  hey
m

Para el prototipo se tiene

2.57-0.30

= 157 10=6 =4.91-10° = Rem

R@p

1.46 - 107°
Vi = Repg 2 = 4.91-10° ——

— 478
D, 0.15 m/s

A esta velocidad el modelo y el prototipo son dindmicamente semejantes por lo que

(5755 o~ 7752
pV2D? ) modelo pV2D? prototipo

1% 1028.4 (2.57)2 (0.3)2
Py :24‘8208 (2.57)% (0.3)

2 2
F =F _p P
P o, V2 D2, 1.23 (47.8)2 (0.15)2

=240N

8.5 Semejanza basada en las ecuaciones que gobiernan el
fenémeno

El éxito del andlisis dimensional depende fundamentalmente de la seleccion adecuada de las vari-
ables involucradas en un fenémeno dado y tiene, por lo tanto, un cierto grado de incertidumbre.
Las conclusiones con respecto a la semejanza entre dos fendmenos que de el extraigan, incorpo-
ran, por lo tanto, este grado de incertidumbre. Este nivel de incertidumbre disminuye con la
experiencia que se tenga acerca de los fenémenos estudiados.

Una forma m4és rigurosa para determinar las condiciones necesarias bajo las cuales dos flujos
sean semejantes es utilizar las ecuaciones diferenciales y las condiciones de borde que gobiernan
el flujo. Dos fendémenos fisicos seran semejantes si las ecuaciones diferenciales y las condiciones
de borde que los gobiernan tienen la misma forma adimensional. En este caso, la semejanza
dindmica se obtiene al igualar los coeficientes adimensionales, para el modelo y el prototipo, de
las ecuaciones y las condiciones de borde.

Como ejemplo de lo anterior se analizara el caso de un flujo bidimensional, laminar, permanente
e incompresible en un plano xy donde la gravedad actia segun el sentido negativo de y. La
ecuacién de continuidad para este caso es:

du Ov
r + oy 0 (8.1)

Las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a:

ou ou\  Op Pu 0%u
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v ov\  Op 0%v 0%

La adimensionalizacion de las ecuaciones anteriores se realiza dividiendo todas las longitudes por
una longitud caracteristica L, las velocidades por una velocidad de referencia V., y la presién
por pVOQO. Una caracteristica importante de estas magnitudes es que son constantes. Lo anterior
introduce las siguientes variables adimensionales:

U s v * p
A A

) )

Voo Vo pVZ
Las ecuaciones adimensionales se obtienen despejando las variables dimensionales (z,y, u, v, p)
de las relaciones anteriores y reemplazando en las ecuaciones 8.1, 8.2 y 8.3. Por ejemplo

ou o O (Voou®) V2 ou*
Uor = V) S T Y o

Realizando todos los reemplazos se obtiene

Voo Ou* Vg, Ov*
_ 4
Lo Loy (84)

pV2 ( Lou* *8u*> B _pro op* Vs [0%u*  O%u*

L "o "V oyr)T L o T2 \ae2 Ty ) (85)
pV2 [, Ov* L Ov* pV2 Op* wWe [ 0%v 0%
L (u o Y 8y*) L oy POt T2 g2 * oy*? | - (86)

Dividiendo la ecuacién de continuidad por V., /L y las ecuaciones de Navier-Stokes por pV2 /L
se obtiene

ou*  ov*

e + oy 0, (8.7)
Lou* Lou™  Op* 1 0?u*  9*u*

Y oz v oy*  O0x*  pVaoL <8x*2 + oy*2 )’ (88)
L Ov* Lot Opt gL I v **

Y B v oy*  Oy* V2 pVL (833*2 Oy*? (89)

De la ecuaciones anteriores se ve que dos flujos serdn semejantes si las ecuaciones diferenciales
anteriores son idénticas para ambos casos. Lo anterior se cumple si los grupos p/pVeo L 'y gL/ V2,
tienen el mismo valor. Analizando estos grupos se ve que corresponden al niimero de Reynolds y
el nimero de Froude. Por lo tanto, los flujos serdan dindAmicamente semejantes si tanto el niimero
de Reynolds como el nimero de Froude son iguales.

Las ecuaciones anteriores son aplicables en el caso donde las fuerzas volumétricas, representadas
por la gravedad, son importantes. Este es el caso del estudio del arrastre sobre superficies
parcialmente sumergidas, que corresponde al caso de cascos de embarcaciones maritimas.

En los casos donde las fuerzas volumétricas son despreciables, las ecuaciones diferenciales cor-
respondientes no incluirdn el término pg y, por lo tanto, la semejanza dinamica entre dos flujos
se obtiene si el nimero de Reynolds es igual para ambos flujos.
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