CoNTROL OPTIMO
Clase Auxiliar # 8

Profesor: Rafael Correa
Auxiliar: Jorge Lemus

El problema de control lineal clasico es el siguiente:

2(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (1)
y(t) = C@)z(t) + D(t)u(t) (2)
z(to) = o (3)

Con z : [to,T] — R", u : [to, T] — R™, g € R™ y A(t), B(t),C(t), D(t) matrices conocidas.
Este punto es relevante, pues en los problemas reales estas matrices, que determinan la dinamica
del sistema, suelen ser desconocidas y deben ser estimadas. Sin embargo, para efectos de este
curso siempre se suponen conocidas, con lo que conociendo xg y u(t), Vt € [to,T], podemos
conocer la variable de estado z(t), Vt € [to, T].

La ecuacion 1 se llama dindmica del sistema. La ecuacién 2 se llama ecuacién de observacién.
La utilidad de esta ecuacién es que nos da informacién del sistema cuando no podemos conocer
la dindmica del sistema y sélo observamos la respuesta y(t).

Ya se estudiaron en el curso conceptos de Controlabilidad y Obervabilidad para este tipo de
sistemas. La Controlabilidad nos da un resulado de existencia. Aca no se ha mencionado aun la
nocién de ptimo. Sélo podemos decir si existe algin control que lleve el sistema de un estado
a otro, pero no sabemos si podemos encontrar algin control que lleve el sistema de un estado a
otro minimizando algin funcional. La Observabilidad tiene que ver con recuperar la condiciéon
inicial zg si sélo se observa la respuesta del sistema y(t), V¢t € [to,T]. Estas dos nociones de
Observavilidad y Controlabilidad parecieran no estar conectadas, pero si lo estan, mediante
dualidad.

Lo que veremos ahora es la nociéon de controlabilidad en torno a una trayectoria, lo que es 1til
pues la mayoria de los sistemas reales son no-lineales.

Consideremos el sistema:
(t) = flat),ut),t) (4)

y(t)
z(to) = o (6)
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Definicién: Una trayectoria es un trio (z(t),4(t), Zo) que satisface 4,5 con z(tg) = Zo.

La pregunta que nos hacemos ahora no es cémo encontrar trayectorias, lo que nos interesa es
saber si el sistema se puede controlar en torno a la trayectoria. Es decir, si es posible mantener
el estado x(t) cercano a la trayectoria Z(t) si se usa un control cercano a u(t).



Dada la trayectoria (&(t), a(t), Zo), tomamos un
control u(t) = u(t) + us(t), con ||lug||lpr < 0,
xo = X + xps, con Hl‘ogHRn < 4.

Suponiendo regularidad en f, tendremos que
z(t) = z(t) + x5(t), con ||zs(t)]|ec < €.

Ahora, hacemos una aproximacion de Taylor de orden 1 en torno a la trayectoria, para cada
componente de la funcién f

filaw(t),u(t),t) = [fi(@(t) + 25(t), a(t) + us(t), 1)

Es decir, se tiene:

AP of of
t t),t) = t t),1 = =
£, u(t),0) = 00, 0,0 + Ty 4 I,
Ademas como z'(t) = 2'(t) + zj5(t), al reemplazar en el sistema original y usando el hecho de
que la trayectoria satisface en particular 4 se obtiene:
0 0
o5(t) = 9 (o, a)as + 9 s,

que es un sistema lineal a coeficientes variables. La ecuacién de observacién también se linealiza
de la misma manera.

Con esto, lo que interesa es que el sistema para s sea controlable en torno a cero, con lo que
el sistema no lineal original serd controlable en torno a la trayectoria (& (t),a(t), Zo).

Ejemplo 1

Estudiar el sistema

1 = 3
x5’
i’g = uri,



Resolviendo el sistema se llega a 21 = 1 — ¢, 22 = 1. La ecuacién para xg, segin lo anterior es:

(0 2 0
s = <0 0>$5+<1—t)“5'

Para ver si este sistema es controlable, usaremos el criterio de ver si la matriz W = [ M (¢)M*(t)dt >
0, con M (t) = ®(tg,t)B(t) (P(to,t) matriz fundamental).

En este caso W = [(1 — s)?(4s? + 1)ds > 0, con lo que el sistema para x5 es controlable.

Si se puede controlar el lineal en torno a cero, entonces el no lineal se puede controlar en torno
a la trayectoria. No se puede afirmar nada més. En particular si el lineal no es controlable, no
sabemos qué pasa con el no lineal.

Ejemplo 2

Consideremos:

1 = w1 +senxzy + x1€"2,
iy = a5+ f(u).

Estudiar controlabilidad en torno a & = (0,0), @ = 0 en los siguientes casos:
Caso 1: f(u) =u

El linealizado en torno a la trayectoria ((0,0),0) queda

. 2 1 0
T5 = (0 0) xs + (1> Us-

y se tiene que rango([B:AB]) = 2, por lo tanto es controlable y el sistema original lo es en
torno a la trayectoria dada.

Caso 1: f(u) = u?

El linealizado queda



. 2 1 0
Ts = 0 0 xs + 0 Us -

y se tiene que rango([B:AB]) < 2, por lo tanto es NO controlable. Ademés el sistema original
no es controlable en torno a la trayectoria dada. La intuiciéon detrds de esto es que basta partir
con una condicién inicial € > 0 para z2 y nunca podremos llegar a cero en esta componente,
pues diverge.

Caso 3: f(u) = u?

El linealizado queda

. 2 1 0
=3 Yo (o

y se tiene que rango([B:AB]) < 2, por lo tanto NO es controlable en torno a cero. Sin embargo,
el sistema original Si lo es en torno a la trayectoria dada. Basta redefinir el espacio de controles
mediante u = /v y tenemos el Caso 1 nuevamente. En este ejemplo vemos que si el Lineal no
es controlable en torno a cero, no podemos decir nada de la controlabilidad del No lineal en
torno a la trayectoria dada.



