MA46B ECUACIONES DE LA FiSICA-MATEMATICA

JUAN PEYPOUQUET

PROBLEMARIO 7

En todos los problemas explicite las hipétesis necesarias para u, 2y L.

Problema 1. En el estudio de la existencia y unicidad de soluciones débiles para
la ecuacion parabdlica usando el método de Galerkin (clases 31 a 33), ;Qué sucede
si tomamos f € L2(0,T; H=1(Q))?

Problema 2. Sea {uy,} la sucesién de soluciones de los problemas aproximados
(Pm) dados por el esquema de Galerkin convergen y sea u la solucién del problema

exacto.

Definimos la energia del sistema en el instante ¢ como

(B = 5l + [ Blu).u(:s) ds

Demuestre la identidad de conservacion de la energia:

B = 3 ol + / (f(s),u(s))r ds para todo ¢ € [0,7]

Pruebe que la sucesién {u,,(t)} converge débilmente a u(t) en H cuando
m — oo para cada t € [0, 7.

Defina X,,(T) = [E(u;,—u)](t) y muestre que tiende a cero cuando m — oo.

Sean «, [y 7 las constantes de las estimaciones a priori. Demuestre que
si v = 0 entonces u,, converge fuertemente a u en L2(0,T;V).

Deduzca que la convergencia de u,,(t) a u(t) en H también es fuerte para
cada t € [0,T).

Finalmente verifique la continuidad con respecto a las condiciones iniciales.

Més precisamente, demuestre que si (uo, f), (uf, f*) € H x L*(0,T;V*) y
u, u”™ son las correspondientes soluciones entonces

* * 1 * 1/2
= ooty < [nuo—uon%ﬁﬁnf—f %zm,m*)}

1/2
* 1 * 1 *
lu —u*[|L2(0,7v) < NG [HUO —upllH + BHf —f |%2(0,T;V*)]
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Problema 3. En el marco de la Proposicién 33.2, suponga ademds que g € H?(Q)
y que f' € L?(0,T; L*()). Pruebe que

u € L%(0,T; H*(Q);
u € L=(0,T5L%(Q) N L*(0,T; Hy(Q)); vy
u’ € L*0,T; H1(Q)),

con las respectivas normas acotadas por un multiplo de

£l 220, 1522(0)) + 19l 52(00)-

Problema 4. (Principio débil del maximo) Suponga que L es un operador difegen—
cial eliptico de segundo orden sin forma de divergencia, ¢ > 0y u € C*(Qr)NC(Qr).
Denotamos I'r = Qp \ Q7. Demuestre lo siguiente:

- d . _ +
(1) Si u+ Lu <0 en Qr entonces maxg, u = maxr, u™ .
(2) Si ademads ¢ = 0 entonces maxg,  u = maxr, u.
(3) Enuncie y demustre resultados similares cuando 4w + Lu > 0 en Q.
(4) Observe que si %u+ Lu = 0 entonces maxg, |u| = maxr, |ul.

Problema 5. Demuestre que la ecuacién del calor con condiciones de frontera de
tipo Neumann

dy—Au = f en Qp

Jdu = 0 en OQx[0,T]
u = g en Qx{0}

tiene, a lo més, una solucién suave.

Problema 6. Sea u una solucién suave de la ecuacién del calor

dy—Au = 0 en Qx(0,00)
u = 0 en 90 x][0,00)
u = g en Qx{0}.

Sea A1 es el primer valor propio del Laplaciano con condiciones de frontera de tipo
Dirichlet en €. Pruebe que

(-, )20y < e lglirzo)

para cada t > 0.

Problema 7. Pruebe que la ecuacion

%u +ady— %u = f en (0,1)x(0,7)
u = 0 en {0,1} x[0,T)
d h en (0,1)x {0}

u=4g, %’U,

(donde a es una constante) tiene, a lo més una solucién suave.
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Problema 8. Pruebe que la ecuacion
d2

Lu+ Low = 0 en (0,1)x(0,T)
u = ﬁu = 0 en {0,1} x[0,T]
u=g, Hu = h en (0,1)x{0}

tiene, a lo mas una solucién suave.

Problema 9. Sea X un espacio de Banach. Demuestre que un operador lineal A
de X en X es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo w
contractante si, y solo si,

(1) D(A) es denso en X;

(2) A es cerrado;

(3) (w,00) C p(A);y

(4) |IRAllz(x) < 1/(A —w) para todo A > w.

Problema 10. Sea A el generador infinitesimal de un cg-semigrupo de contrac-
ciones en X. El dominio del 42 = Ao A es

D(A%) = { z € D(A) | Az € D(A) }.

.Es denso en X? Defina similarmente D(A*) y demuestre que si x € D(A*) en-
tonces S(t)r € D(A¥) para todo t > 0.

Problema 11. Sea X el espacio de las funciones de R en R que son acotadas y
uniformemente continuas, dotado de la norma del supremo. Parat >0y f € X

definimos [S(¢) f](s) = f(t + s).
(1) Pruebe que {S(t)}:>0 es un cp-semigrupo de contracciones en X;
(2) Determine el generador infinitesimal A de S y su dominio;

(3) (Es A acotado?

Problema 12. Sea E(x,t) la solucién fundamental de la ecuacién del calor (clase
18). Sea f : RN — R. Denote S(0)f = f y para t > 0 defina

[S(#)f1(s) = E(,t) * f.

Pruebe que {S(¢)};>0 es un semigrupo de contracciones en L?(RY) pero no en
L>®(RYN). ;Es fuertemente continuo?



