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Problema 1. Considere f € L?(Q).

1. Dé una definicién razonable de solucion débil para el problema de Neumann:

g—jj = 0 sobre 0NQ.

{—Au = f en

2. Pruebe que el problema tiene solucion débil si, y sélo si,

| 1=

3. Pruebe que I’Iéff <wu <supf.
Q

4. Suponga que f = 0. Usando métodos de energia pruebe que las tnicas soluciénes débiles son las constantes.

5. Responda la misma pregunta del punto anterior usando el principio del maximo.

Problema 2. Sea u € Hl(RN) con soporte compacto y solucién débil de la EDP semilineal:
—Au+c(u)=f enRY,

donde f € L2(RY) y ¢: R — R es suave, ¢(0) =0 y ¢/ > 0. Pruebe que u € H?(RY).

Problema 3. (Principio minimaz de Courant) Sea Lu = — ) 0,,(a;j0z,u), con a;; = aj;. Denote por {\;} los
valores propios de L con condicién de frontera homogénea ordenados de manera creciente: 0 < A\; < A < ... Pruebe
que
B(u,u
A, = max min (u, u)

S€X,_, uesSt m7

donde Y ; €s el conjunto de los subespacios vectoriales de H{(£2) que tienen dimensién j.



Problema 4.(Principio del méximo para el laplaciano en H'(Q))

Suponga que © es acotado. Si u € H'(Q), decimos que u < 0 sobre 99 (la frontera de Q) si u™ € H}(Q)
Asuma que Co(2) N H(Q) C HL (D).

1. Demuestre que si u € C(Q) N HY(Q) y si, para todo = € 9%, u(x) < 0, entonces u < 0 sobre 9 en el sentido
definido arriba.

2. Sea u € H*(2). Demostrar que, si Au > 0 (i.e. si Au es una distribucién positiva), entonces para casi todo
x €,

u(z) < supu
YY)

donde supyq v = inf{l € R t.q. u — I < 0 sobre 9Q}.

Indicacion: sea | € R tal que v = (u — )T € H}(Q). Demuestre que Vv = 0 sobre {u — 1 < 0} y Vv = Vu
sobre {u — 1 > 0}, y deduzca que

|| V'U ||%2(Q): / VU . V’Ud.’E S 0
oN

Concluya.

3. Sea u € H*(). Demostrar que, si Au = 0, entonces para casi todo x € Q,

infu < <
infu < u(z) < s(;g)u

(donde infpn u = — supy(—u))



