MA46B ECUACIONES DE LA FiSICA-MATEMATICA

JUAN PEYPOUQUET

PROBLEMARIO 5

Problema 1. Sea = B(0,1). Para o > 0 considere la funcién
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(1) Encuentre las relaciones que deben cumplir o, N, p y m para que u esté en
WP (Q).

(2) Use lo anterior para construir una funcién v € W que no esté acotada
en ningin subconjunto abierto de €.

Problema 2. Encuentre una funcién v € W1°(Q) que no sea Lipschitz-continua.
Sugerencia: considere Q = B(0,1) \ (—1,0] en R?.

Problema 3. Pruebe que si s > N/2 el producto de funciones en H*(R"Y) estd
en H*(R"). Compruebe también que si s > m + N/2 entonces las funciones en
H*(RN) son de clase C™ (representante).

Problema 4. Demuestre que si s > N/2 entonces las funciones en H*(RY) son
acotadas, con [ullec < Cllull g @mn)-

IOC(Q) si ¢U € H* (RN)
para toda ¢ € D(2). Pruebe que si s > N/2 entonces toda u € H} () es continua.

Problema 5. Sea ) un abierto acotado. Decimos que u € H}

Problema 6. Complete los detalles que faltan en la demostracién del Teorema 22.1.

Problema 7. Pruebe que el operador traza, definido en el Teorema 22.2 es so-
breyectivo.

Problema 8. Sean ; y € abiertos acotados de RY. Suponga que €; tiene
frontera C!' y que ©; CC €. Pruebe que existe un operador lineal continuo
E:Wbhr(Qq) — WEP(RYN) tal que para cada u € WP(§), se tiene que Eu = u
en casi todo punto de Q7 y el soporte de Eu estd contenido en 5 (ver material
adicional “Operador de extensién” en U-cursos).
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Problema 9. Demuestre el Corolario 23.2.

Problema 10. Pruebe que WHN(RY) se inyecta de manera continua en L¢(RY)
para todo ¢ > N. Para ello, use las ideas de la demostracién de la desigual-
dad de Gagliardo-Niremberg-Sobolev (Teorema 23.1), la desigualdad de Young
y la desigualdad de interpolacién para probar que ||ul|;~r/~v—1 < Cllully 1.y con
k=N,N+1...

Problema 11. Verifique mediante un contraejemplo que la inclusién del problema
anterior no es cierta para g = oo.

Problema 12. Suponga que p > N.
(1) Pruebe que existe una constante C' tal que
1 / [Vu(y)
u(z) —u(y)| dy < C — dy
VOI(B(.I‘, T)) B(z,r) B(z,r) |Z‘ - le !

para toda u € C'(RY). Use coordenadas esféricas.
(2) Usando lo anterior pruebe que
[ulloo < Cllullwr @y

para toda u € C1(R™). Le ser4 ttil la desigualdad de Holder.
(3) Defina r = |z — y| y W = B(z,r) N B(y,r). Pruebe que

) =] < i [ @) =) b s [ ) = u(e) dz

Clo — Z/|’YHVUHLP(RN)’
donde vy =1— N/p.

(4) Deduzca el Teorema de Morrey: W1?(RY) se inyecta de manera con-
tinua en L>®°(RY). M4s aun, toda funcién u € W1P(RY) satisface

u(z) —u(y)| < Cle —y|"[[Vullr@v),

con v =1 — N/p. En particular, los elementos de W?(R") son funciones
Holder-continuas. Observe también que la convergencia en W1P(R”Y) im-
plica convergencia uniforme.

(5) Pruebe que si u € WP(RY), entonces limj,| . u(y) = 0.
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Problema 13. Verifique que la desigualdad de Poincaré también es valida para
p>N.



