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Problema: (xcxcxcx)

Solucién:

Problemas resueltos sobre Fun-
ciones Generalizadas

Problema: (M7GENO01) Considere la fun-

., cosx silz|<ZI
cion f(z) = { 0 s ICUI ~ % Calcule fy., ().
Solucién:
- /‘\
-n/2 /2

Como f es continua

—senz si|z| <
;]en: cl-lyjlcl-l(w):{o Si|1‘|>£ .
Como fgo,(x) = fa(@) + 32, Sfgen(ci)d(z — ci),
donde los ¢; son los puntos de discontinuidad de
se tiene:

roln

gen7

" [ —cosz siz|<
gen (@) = { 0 si|z| >

MEIME]

™ ™ iy iy
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2. Problema: (M7GENO02)

Muestre que (z2 +
1)¢'(x) = §'(x), en el espacio de prueba C*°(R).

Solucién: Sea ¢(z) € C*°(R). Entonces:

(@ +1)0'(2)|g) = (&8'(2)|(2* + 1)¢())
= —(0(@)|[(=* + )o(x )]’)
= —(8(x)2x¢(x) + (2*
_2.0.¢( )
—(0(2)|¢' (x)) =

+1) + ¢'(x))
(0% +1)¢'(0) = —¢'(0)
(0"(x)6(x))

por tanto, (z2 + 1)¢'(z) = §'(x), como queriamos
demostrar.

3. Problema: (M7GENO03) Sea f

1 si0<z<7/2
flx)=1< 2/m(r—2z) sin/2<zx<w
0 siz<Qoz>m

Calcular:

_ /_ o:o f(z)sen(Az) dr

Aqui ¢(z) = sen(Az) € C*°(R), que no tiene sopor-
te compacto, por tanto la integral existira si f es
de soporte compacto.

"

Solucién: Observemos que ¢ = —%5.

T=(710) = (] - 356" =~ el
1 too "
--3/  F(@)0le) de.

Basta entonces calcular f.,

(ver figura en pag 6):

) | =27 sim/2<z<w
fge”(a:) - { 0 en otro caso

}+1-6(m),

™

fnle) = =20 (2= 3) + 200 =)+,



T 2
=-24(3) + 26 - 60
= —"gsen (A—) + g sen(Am) — Acos(A - 0)

Observacion:

Si f(z) estuviese definida unicamente en [0, 7], sim-
plemente hacemos todos los célculos anteriores con
una nueva funciéon h(z) definida por:

[ f(@) size[0,n]
hiw) = { 0 Zi x ¢ [o,7]

Problema: (M7GEN04) Dado 0 < a <,
existe una funcion continua f: R — R con f(z) =

Opara—co <z <0y (%)sz(m) = (r—a)d(x) —
wo(x — a) + ad(x — 7). Graficar f(z) sobre toda la
recta real.

Solucién: Como %H(m) = d(z), siendo H(zx)
la funci6n de Heaviside, tenemos:

<%> f(flf) = (77_01)H(x)—ﬁH(x_a)+aH(m_7T)+01

gen
De aqui:

flz)=(r—a)zH(z) — n(x —a)H(z — a)
+a(zr —7m)H(z — ) +c1T + co

Puesto que la funcion rampa R(z) = H(z) cumple
Rj., = 6(z) y més generalmente R[, . (z —c) =
o(x —c).

Como f(z) = 0siz < 0 es necesario que c;x+cy =
0 = ¢; = ¢c2 = 0.La funcién a graficar queda:

fl@)=(r—a)zH(z) —w(z —a)H(z — a)
+a(x — m)H(x — 7).

Observamos tres puntos de referencia dados por la
funci6on de Heaviside: z; = 0, zo = a, 23 = 7
donde f(z) toma los valores:

¢(m)> f(0) =0, f(a) =a(r—a), f(r) = (r—a)r—7(7—a) = 0.

Consideremos ahora f(z) en los otros casos:

x<0:f(x)=0,0<z<a: f(z)=(r—a)z
a<z<m:f(r)=(r—a)x—m(r—a)=—azx+ar
x>m:f(x)=(r—a)x—7m(z —a)+alz—m)=0

Finalmente:

f(x) /\

0 a b1

Xy

5. Problema: (M7TGENO05)

Sea f : R — R una funcién suave a trozos que
satisface f(z) =0si|z| > 2y f/,, () =6(z+2)—

gen
d(z+1)—6(x—1)+d(z—2).
(a) Grafique f(z) sobre toda la recta real.

(b) Explique por qué existe la integral impropia:

+0o0
I(m) = / F(z) cos(ma) da.

—00

(c¢) Calcule I(m) usando f!. ().

gen

Solucién:

(a) Dado que H!_, (x) se tiene que:

gen

<%>2 flz)=H(@+2) - Hxz+1)

gen

—H(zx—-1)4+H(zx—-2)+ 1
de donde:

fle)=(+2)H(x+2)—(z+1)H(zx +1)
—(x—-1)H(z—-1)+ (z —2)H(x — 2)

pues f(z) = 0 si || > 2. Cuando z > 2,
fey=(+2)—(z+1)—(z—1D+(z—2)+
c1x + c2 = 0; luego ¢ = ¢y, = 0.

Evaluamos f en los puntos de referencia dados
por la funcién de Heaviside:

f(_2) :07 f(—l):l, f(l):l’ f(2):0



6.

y para:

2<z<-1:f(x)=x+2
“l<z<l:f(z)=z+2—-(z+1)=1
l<z<2: f(x)=z+2—-(r+1)—(z-1)

=2—z.

De donde resulta:

ST

1 +1 +2

(b) Aplicamos el criterio de convergencia para in-
tegrales impropias: si |h(z)| < g(z) Vz € R
y fj;o g(z) dx existe, entonces fj;o h(z) dz
existe, o atn mas breve: porque f(z) tiene
soporte compacto.

Tome h(z) = f(x) cos(ma) asi: |h(z)| < f(z)
y fj—;o f(z) do = f__;(:v +2) do + f_ll dz +
f12(2 —z) dx < oo, por lo tanto I(m) conver-
ge.

+0o0
I(m) = / F(z) cos(ma) da

1 d?
= _W/—oo f(a:)@ cos(mz) dx

y por la formula de integracion por partes

_ _$ [ :0 [(%);nf@)] cos(ma) dz

_ _$ /+oo(5(x +2)— bz + 1)
—d(x — 1) + d(z — 2)) cos(mz) dz
= —%(cos(—Qm) — cos(—m)

—cosm + cos2m)

1
= ——(2cos2m — 2 cosm)
m

2
= ——(cos2m — cos m).
m

Problema: (M7GENO06)

nli_)rr;og (5 (a:+ %) —6 (;n— %)) = §'(z).

Demuestre que

1. Problema: (M7CONV01)

Solucién:
de prueba

Debemos ver que V¢ € C*° funcion
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L e =60 /n) 1 6(h) — (R
2 n—oo 1/n 2 h—0 h
L B(=h) = 6(0) +6(0) — 6(h)

- 2 h—0 h

L 6= 60) 1 6(=h) ~ 6(0)
2 h—0 h 2 h—0 h

= (40 - F0) = ~¢(0)

2 Problemas resueltos sobre Con-

volucién
(Solucién Gréafica)

Hallar f % g en forma grafica siendo f y g como en
la figura:

Ve y=g(t)

Solucién: El procedimiento grafico para ha-
llar f % g puede describirse asi:

(a) La grafica de f(t) se mantiene igual, sélo que
ahora la llamamos f(s).

(b) Para hallar la representacion de g(s — t) pro-
cedemos de la siguiente forma:

i. Hallamos g(—s):
9(s)

y
y=g(-s)
- l

imagen especular de

L, Y=96)




ii. Para hallar g(t — s) observamos que g(t —
s) = g(—(s — t)), i.e, es la imagen de
g(—s) desplazada hacia la derecha en t
unidades. La modalidad de este despla-
zamiento dependeréd de las funciones in-
volucradas. En nuestro caso:

ft)=H( 1) - H(t-2),
g(t)=H(t—4)—H(t-5)
Como (f x g)(t) = H(t — (a + b))X(¥)

para alguna funcion X € C*(R), s6lo nos
interesan los valorest > 1+4+4 =5

iii. Identifiquemos los extremos de g(t — s)

y
9(-s) Y ‘ S g(t-s)

—

4 5 ‘ t-5 t-4 s

Como la funcién g(t — s) existira si t —
s> 0y comot>5y ademés g(—s) esta
definida entre —5 y —4, entonces g(t — s)
estara definida entre t — 5 y ¢t — 4.

iv. Para t > 5, la grafica de t — s se va acer-
cando a la grafica de f(s):

g(t-s)
- fs)
! = 3

>

t-5 t-4 1 2 s

hasta que comienza la interseccién:

N R
En el intervalo 5 < t < 6: (f % g)(t) =
""*1.1ds = t — 5. En el intervalo 6 <

1
t<T:

1 t-5 2 t-4
(f*x9)) = ff_sl -1lds = 7 —t. Para
> 7 (f*g)(i) =0
i 2
no hay interseccion
Finalmente:
0 sit<b
t—5 sib<t<6b
Fr0t) =90 7_} g6t

0 sit>7

2. Problema: (M7TCONV02)

cuya grafica es

(¢)]
[«

~
—_-

(Solucion Anali-
tica) Halle y grafique fxg si f(t) = Ht—1) y
g(t) = e tH(t).

Solucién: Sabemos que

t—b

frg=H(t—(a+b) f(s)g(t — s)ds

a

:H(t—(a+b))/b () F(t — 5)ds.

Aquia =1, b =0y f *g existe para t > 1, i.e,
O<s<t—1

Usando la segunda version de f * g, tenemos:

t—1
(fxg)(t)=H(t- 1)/ e *H(s)H(t —1—s)ds

0
t—1

=H((t— 1)/ e H(t — (14 s))ds,

0

pero

1 sis<t-—1
H(t—(1+s)):{ 0 sis>t—1

entonces

()0 = e =1) [ ] |
=me-nn-e=T={ e 55




3. Problema: (M7CONVO03) Pruebe que H (t)* Asi, de acuerdo con estos dos graficos, obte-

H(—t) no existe. nemos:

Solucién:  Sea f(t) = H(t) y g(t) = H(—t). T 0= Ho3)-Hix2)
+oo +oo 5 2: :3 7

(F9)0) = [ f@att-s)s = [ Hs)H(-s)ds G

Veamos los graficos de f y ¢:
Similarmente procedemos para encontrar la

grafica de g, que resulta ser:

Hes) |
0 t T 909 = HXx) - Hix + 1)
: H(s - t), t<0 '15_‘0 x
! -1
tl 6 >t +00
—_— (b) (f=xg)(@) = (f=g)(t) = [T f(s)g(t — s)ds.
! Viendo esto graficamente notamos que si 1 +
H(s - 1), t:>0 ! _ r < 2ie. siz < 1ysix > 3, entonces
0 t t (f*g)(xz)=0.
asi, sit < O0:
“+oo +o0
H(S)H(t—s)ds:/ ds — o0
—00 0 T T »
asi, si t > 0: 0‘ 2: :3 S
Al----- JE—
+o0o +0o0
. H(s)H(t — s)ds = /t ds — o0 A
LB H(t) x H(—t). 1 g(-s)
—
I
4. Problema: (M7CONV04) Sean f(z) = ‘ !
H(z—3)— H(x-2) y g(z) = H(z) — H(z + 1): ol
(a) Gréfique fy g.
(b) Explique por qué (f * g)(x) = 0 fuera del in-
tervalo 1 <z < 3. X X + 1
lcul 1 . ' ' S
(c) Calcule (f *g)(z) paral <z <3 ‘ | | g(x - 8) S
[T
Solucién: (c) Sil<z<2
(a) Veamos primero la grafica de f: 1t I+
A ()@= [ (Dnds=s|  =s-1
1 Hx - 3) ? 2
E Si2<z<3
o " 5 3 X 3 3
; (F+)e) = [ (~D(-Dds=s| =32

r—1 sil<x<2

- X
Ab---- : S (frg)=(@)=¢ 3—2 si2<x<3
0 en otro caso




-
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5. Problema: (M7CONVO05)

(a) Pruebe que la solucion fundamental del ope-
rador L = % +al, a € R es la funcién
g(t) = H(t)e™ % a > 0.

(b) Usando (a) resuelva el problema de valores

o w'(t) + 3w(t) =t
iniciales: (I) { w(0) = 4.

Solucién:

(a) Debemos calcular Leng = (%)gmg+ag. Pero
() gerd (8) = 9la(8) + 0(2).

H(te™

o] _ ot

salto en x=0 de magnitud = 1

Como ¢, = —ae ™ queda: Lg,g(t) =

H(t)(—ae %) + §(t) + aH(t)e * = §(t). Por
lo tanto g(t) es una solucion fundamental de
L.

(b) Vemos que en el problema (I) aparece el ope-
rador diferencial lineal L = % + 3I. Deter-
minemos el problema generalizado asociado a
(D).

Sea u(t) = H(t)w(t), con w(t) solucion de (1),
de donde

= H(t)w'(t) + w(0)d(t) + 3H (t)w(t)
= H(t)w'(t) + 46(t) + 3H (t)w(t)
= H(t)[w'(t) + 3w(t)] + 44(¢)
= H(t)t +40(t) := f(t)
De aqui
((£),.,+30) ult) = ft)
(I1) u(t) =0 en t<0
ft)=0 en t<0

6. Problema: (M7TCONVO06)

Problema Generalizado.

Dado que la funcién de Green asociada a L
es g(t) = H(t)e 3t (por (i), tenemos que la
solucion particular de (II) es:

u(t) = (9% ))(t) = H(t)e ™ * (LH(t) + 45(t))

que en forma explicita es:

u(t) = o H(s)e ' H(t — s)(t — s)ds + 4H (t)e >

— 00

= /Ot e Pt — s)da + 4H (t)e >t
S ot~ s)dat 4o

De donde w(t) = [}

o € PNt — s)ds + e es
solucion de (I).

Resolver , usando
convolucién y funciones generalizadas, el siguiente
problema de valores iniciales:

(j—;) w(t) + 3L w(t) + 2w(t) = et
(1) w(0) =2
w'(0) = 1

Solucién: Pasemos al problema generaliza-
do. Buscamos solucién del problema para t > 0.
Reemplazamos w(t) por la funcion suave a trozos
u(t) = H(t)w(t) y tomamos derivadas en el sentido
generalizado:

<%>ge:(t) = H(t)w'(t) + w(0)d(t)

= H(t)w'(t) + 26(t) (%) u(t)

= H(t)w" (t) + w'(0)d(t) + 20" (t)
= H(t)w" (t) + 6(t) + 26'(¢)

Luego:

<%>gen +3<d> t) + 2u(t)
Hw" () + 6(t) + 20 (t)
+3H(t)w’(t) +66(t) + 2H (t)w(t

)
= H(t)[w" (t) + 3w (t) + 2w(t)] + 78(t) + 25" (t)
= H(t)e! + 76(t) + 20'(t) =: f(¢t)



De donde resulta:

{“Mw+wwm+%@=ﬂ”
an ult) = 0 ent <0
f(t)ZO ent <0

ProblemaGeneralizado

Para resolver éste problema usando convolucioén,
busamos la funcién de Green asociada al operador
L= j—:z + 3% + 2I. Para ello resolvemos:

Lg(t)=0
g(0)=0
g'(0)=1

g(t)=0ent <0

Tomamos la ecuacién caracteristica asociada a
L, o® + 3a + 2 = 0 cuya factorizaciéon es (a +

)(a+2) =0 a = -1, a = —2. Por tan-
to, las soluciones de Lg(t) = 0 son de la forma
g(t) = Ae=2' 4+ Be~t. Pero g(0) = 0 = g(0) =
A+B=0yg4'(0)=1= g’(t)‘ = (—24e72t —
t=0
- . A+B=0
ty — _9o4_pB— .

Be )t:O— 2A-B l’l'e"{—2A—B:1

= A=-1,B=1 .. g(t)=H@t)(e7! —e™?!) es

la funcién de Green buscada, i.e g es soluciéon de
Lg(t) = 0(t)
g(t)=0 ent <0’

Ahora podemos escribir la solucién wu(t) como

u(t) = (9% [)(t) = Ht)(e™" — e ) x (H(t)e' +
75(t) + 20'(t)) que en forma explicita seria:

u(t) = [H(t)(e™" —e™) = (H(t)e']

+[H(t)(e™t — e2) % T5(t)]
+[H(t)(e ! —e2t) x 28" (1)]
+oo
=/ H(s)(e * —e **)H(t — s)e' *ds

FTH@) (e~ — e2t) + 2 (%)

gen
¢

= / (e —e ?%)e! Sds + TH(t)(e ' —e %)
0

+2H(t)(2et — ™)
1 1

= H(1) <— + e - 1@‘”) +TH(t)(e™" — e7?)

6 3 2
+2H(t)(2et — ™)
1

8 9
= <66t — 56_2t + §€_t> H(t)

Lu(t) = H(t) <éet _ 267% Z t)

De donde la solucion del problema (I) es:

1 8 9
w(t) = Eet - gefzt + 2¢

—t

[H(t)(e " —e )]

7. Problema: (M7CONVO7) Hallar todas las
soluciones f(x) de la ecuacién z° f(x) = §(z).

Solucién:

Interpretamos f(z) y d(z) como distribuciones,
tomando como espacio de funciones de prueba
C®(R). Luego (z*f(x)|¢(x)) = (f(@)]? (=) =
¢(0) = (5(z)|¢(x)). Pero ()" z°d(z) = 2¢(z) +
4z¢' (z) + 2%¢" (x) cuyo valor en z = 0 es 2¢(0).
C1/d\?
- 2 \dz
particular. Nos queda hallar la solucién general
de la ecuacién homogénea z%g(x) = 0. Es facil
ver que g(z) = ¢pd(z) + ¢10'(z) la cumple, y que
(91) = co, (glz) = —c1.

Hay otra h(z) tal que z2h(z) = 0 que no sea de la
forma de g7 No, porque se puede definir g(x) con
las constantes (h|1) = ¢y, (h|z) = —c;. Entonces
(h(z) —g(z)la+bx) =0V a, b

Pero cualquier ¢ € C*(R) tiene la forma ¢(z) =
a + bz + z%)(x) donde ¢ € C®(R), y (h(z) —
g(@)|z*P(x)) = 0 .. h(z) = g(x).Asi, pues
f(@) = cod(z) + 10" (z) + 36" (z) o

Soluciéon usando transformadas de Laplace

t2u(t) = §(t)

2
Lou(z) =1

Por lo tanto fo(x) 0(x) es una solucion

u(z) = 22—2 +coz+ 1

u(t) = S8 4 648 (1) + e16(8)

3 Problemas sobre Transforma-
das de Laplace

1. Problema: (M7TLAPO1) Usando los teoremas
operacionales, calcule la transformada de Laplace
de las siguientes funciones:

(a) H(t)t3e?

(b) H(t)sen?t

(c) H(t)t®cosht, t >0

@ () o -Ha-1)



Solucién:

(a) Siu(t) Du z), se tiene:
ko TL g d
i thu(t) = (=1)k dt’”U( z)

ii. w(t)e®! L U(z — 2p).

Luego tomando u(¢t) = H(t), sabemos que

1
H(t) & ~; de donde por (i) BH()

1 nr 6 TL

(—1)3 <;> = 7 ¥ por (i) t3H(t)e*t —

(z—2)*

Observacién: Aplicamos (ii) para U(z) =

6

— Y 20 =2, luego U(z — 20) = U(z —2) =
6 -

CE Moraleja: no confundir con U(z) =
6
24 =27

(b) Escribimos

) it _ p—it 2
H(t)sent = H(t) (27>
i

= H(t) {—i( 2ib 4 g2t 2)} :

Asi que calcular la transformada de Lapla-
ce para la funcion H(t)sen?t es lo mismo

que calcularla para la funciéon: — ZH(t) (et +

672zt _ 2)
Usaremos los teoremas operacionales siguien-
tes:

i. Linealidad.

ii. Traslacion en el plano de frecuencias.

1
De nuevo, sabemos que H (t) et —, enton-
2

. 1
ces por (ii) H(t)e? o 2_(z0 = 2i)y
z—2i

. 1
i[(t)em i T (20 = 1—22) Lulego por (a)
- e2it _ o—2ity — — _Z 2it _
%H(t)( i ) %H(t) 4H(1t)€

—2i¢ TL
_ — — _ —
;11 ®e L i-2) iz+2)
172 1 1] 2
41z 2-2i z+2i| 2B+4z

(c) Escribimos H(t)t?cosht, t > 0 como
et + et
H(t)t? < 5

>, luego usando los teore-

mas (i) de (a) y (i), (ii) de (b) tenemos que:

1
H(t) S =
z
TL 2
H(t)t? = =
2
H(t)t2et T
2
H()2e t T
®) (z+1)3
luego
H(t)t (' + e7'2)
TL 1 2 2
% —
2 |G TGP
11
S (z=1)3 0 (z41)3
22 +3
=27—.
Eop

TL

(d) Siwu(t) —
ult — to) 5 U(z)e~tor.
1 L1
Asi: H()T—I>JZ:>H(t—1) ;e‘z de don-
de, por el teorema operacional de linealidad
se tiene que:

U(z) entonces ug,,, (t) s 2U(2) y

H(t) - H(t—1)T—%£ %efz
=2-e)
:(;) —H(t—1))
L 1

—z-(l-e?*)=1—-¢e".

I

(e) La funcion ¢t —1, t > 3 puede escribirse como
H(t—3)(t —1). Usando los teoremas de tras-
lacién en el tiempo, derivada generalizada en
el tiempo y linealidad, obtenemos que:

H(t—3) TL

NI»—\

) = —e 3 = tH(t—3)
732 6732
(s ) =

—3)(t —
H( ) H(t—3)
'I_‘I; 3e~ + 6732 B 6732:




(f)

Traslacion en el tiempo:

L1
H(it+1 —e®
(t+1) % e
Traslacion en frecuencias:
¢ TL e**1
H(t+1)e™?
(t+1)e z+1

Derivada Generalizada en el tiempo:

4 [Jar(tJrl)e*f]T—%zez+1
(),

dt z+1

Convolucién en el tiempo:

d
H(t)e " x (—) [H(t+1)e™ "]
dt) ,en
TL 1 eerl ez+1 2
- 2+l 41 _Z<z+1>

2. Problema: (M7TLAP02)

(a)

(b)

Encuentre la distribucion K (t) cuya transfor-
z

142z

mada de Laplace es U(z) =
Envaliue K(t) en ¢(t) = e~

Solucién:

(a)

1
Note e U = . Sabemos e
qu (2) z T mos qu
TL 1 .
H(t) = — y que por el teorema operacio-
z

.. . _+ TL
nal de traslacion en frecuencia H(t)e™! =

1
. También sabemos que la derivada
z+1
TL

generalizada en tiempo es igual a §'(t) =%

z. Asi por el teorema operacional de
convolucion:  K(t) = §'(t) x H(t)emt =

(%)[é(t) « H(t)e "] (%)H(t)et _

H
K(t)=—H(t)e t + (t), luego:

(K()]o(t) = (~H(t)e " +d(t)|e™)
= —(H(t)e™"|e™") + (0(t)|e™")

/ H(t *te*tdt+/ S(t)e 'dt

0

oo

1
e Rt +1 = 3¢ e 2o 41

1
2 2

3. Problema:

(M7LAPO03) Encuentre la fun-

cion causal u(t) cuya trasformada de Laplace es:

1
(a) U(z) = m
62z
b =
) V) = 255
Solucioén:
1 .
(a) Observamos que U(z) = 52 152 apli-

4. Problema:

camos el teorema de convolucion en el tiempo
para:
s TL 1
_>
142

H(t)e
asi

U(t) ~t s« H(t)e

/ H(s
=H(t )/ e e e ds
= H(t)te__io

H(t — s)e~ =9 ds

Observacion : Este problema también pue-
de resolverse usando el teorema operacional
de derivacion respecto a la frecuencia.

Como se ha dicho 1/z es la TL de H (t), enton-
ces 1/(3 + z) esla TL de H(t)e™3! (Traslacion
en Frecuencia). Finalmente V' (z) es la TL de
H(t 4 2)e~3t+2) (Traslacion en el Tiempo)

(M7LAPO4) Muestre que para

cualquier n > 0 6™ (t) tiene por TL la funcién 2"

Solucién:

(a)
(b)

Usamos induccién en n
n = 0 TL(t) = [~ 6(t)e*dt
(§(t))e*ty =e*0=1=20

Supongamos el resultado cierto para n, i.e.,
8™ = 2" y probémoslo para n + 1:

/ 6(n+1) e~ %t dt = (6(n+1) |e—zt>

™ |7ty = (5 4

—zt
dt o )

= z(6(|e



5. Problema:
C>®(R) tal que u(t) =

TLu(t) =

(M7LAPO5)

er+1

(a) Obtenga la TL de u(t) — u(t — 2).
(b) Escriba u(t) — u(t — 2) en forma explicita.

(c) Observe que:

u(t) = (u(t) —u(t —2))
+(u(t —2) —u(t—4))
+(u(t—4) —u(t —6)) +---

Escriba entonces u(t) en forma explicita.

Solucién:

(a) Llamemos U(z) =TLu(t) Si

Existe u(t) €
Oen —oco < t < 0 con

TL €
u(t) = U(z) = e
€como
u(t — to) = e~ 07U (2)
se tiene
TL € o €7
t—2) =+ . =
u( ) e +1 ¢ e +1
de donde
TL(u(t) — u(t — 2))
€ e *
Ter41l et 41
e? — e %
T oer 41
Por (i)
0 —u(t—2) T E =
u(t) —u(t — =
e*+1 e’ +1
—Z(e? _ 1 z 1
_ee -
er+1
Pero

5(t) =6t —1) F1—e

Por tanto tenemos

u(t) — u(t — 2) = 8(t) — 8(t — 1)

10

(¢c) Como

u(t) —u(t—2)=0(t) —0(t — 1)
entonces reemplazando ¢t pot ¢t — a, se tiene:

u(t—a)—u(t—2—a)=6(t—a)—d6(t—a—1)

w(t) =48(t) —6(t —1)+6(t —2)
—0(t—3)+d(t—4)—06(t—5)+---
Problema: (M7LAP06) Se pide w(t) €

C*>®(R) que satisfaga:

w"(t) —w"(t) +w'(t) —w(t) =0
w(0) = 0,w'(0) =0,w"(0) =1

(a) Obtenga una ecuacion en derivadas generali-

zadas para u(t) = H(t)w(t).

(b) Calcule la TL de u(t).
(c) Obtenga la funcion w(t).

Solucién:

(a) Sea

Por lo tanto

mn " !
ugen(t) - ugen(t) + ugen(t) - U(t)

= H()(w" (t) — w" (t)
+w' () —w(t)) + 6(t)
=4(t)

Observe que u(t) es la funcion de Green aso-
ciada al operador:

d\® d\’ d
L=(—|) —(— — -1
(3) - (@) + (&)
Por lo tanto

Lgenu(t) =0(t)u(t) =0 ent <O0.



(b) De la teoria de EDO lineales homogéneas con
coeficientes constantes sabemos que la solu-
cion w(t) de Lw(t) = 0 esta acotada por al-
guna funcién exponencial parat >> 0. Luego
podemos decir que existe la TL de la funcién
causal u(t) = H(t)w(t), llamemos a ésta TL
Ul(z).

Asi tomando TL a ambos lados de la ecuaciéon

generalizada hallada en (i) se tiene:
BU(2) = 22U(2) +2U(2) = U(z) = 1
1
= U(@) = 23 —2242-1

(c) Aplicamos el método de los residuos para
calcular u(t) (considerando que U(z) es ra-

cional)
1
Ulz) = 22 —22+2-1
1
BCEN GRS
Luego
u(t) = H(t) [Res.—1 R(z)e”
+ResZ:iR(z)e’Zt + Res.—_;R(z)e*']
ezt et

Res.—1 R(z)e*

zt

et
ResZ:7lR(Z)e - ZILHEZ (z — ]_)(Z — Z)

o—it o—it
(=i —1)(=2i)) —2+2i
Por tanto
L | 1
u(t) = H(t) (% ~5 cost — 3 sent)

y esto implica que:

w(t) =% -

5l (cost + sent).

N | =

7. Problema: (M7LAPOT7)
C>®(R) que satisfaga:

Se pide w(t) €

11

donde

AN
- \dt dt dt
poéngase
(a) Calcule Lgenu(t).

(b) Calcule la TL de u(t).
(c) Calcule w(t).

Soluciéon:
(a)
Ugen () = H(t = 2)w'(t) + w(2)d(t — 2)
= H(t - 2)w'(t)
Ugen () = H(t = 2)w"(t) + w'(2)d(t - 2)
=H(t—2)w"(t) —6(t — 2)
Ugen () = H(t = 2)w" () + w"(2)d(t — 2) — 6'(t - 2)
= H(t—2)w" (t) — 6(t —2) — 8'(t — 2)
Asi
Lgenu(t) = H(t = 2)(w" (t) — w"(t) + w'(t) — w(t))
St —-2)—8(t—-2)+d5(t—2)
=H(t—2)Lw(t)—§'(t—2)=—6(t—-2)

(b) Aplicando TL a ambos lados de la ecua-
cion generalizada encontrada en (a) obtene-
mos que:

(2 =22+ 2 - 1)U(2) = —ze **
_26722

:>U(Z):z3—z2+z—l

. —z
(c) Aplicamos TLI a U(z) = CESCES))
=2 = R(2)e”?*. Luego si la TLI de R(z)
es r(t), puesto que la TLI de e=2* es 6(t — 2)
se tiene que u(t) = r(t) *d(t — 2) = r(t — 2).
Calculemos r(t) usando residuos:

r(t) = H(t) [Res.=1 R(2)e"*
+Res.—;R(2)e'* + Res.—_;R(z)e'"]
_ -z e —1
Reszle(z) 21311 o -e't = 5 ——¢t
tz

- 2 — lim — ¢
Res.=iB(2)e”™ = lim =302

B _,L'eit _ eit

(i —-1)(2)) 2-2i



ResZ:,iR(z)etZ — lim _Zetz +ReSZ:4+3iU(Z’)€tZ + Resz:4_3iU(z)e“]

=i (z —1)(z — 1) 3 4t
. . tz _ 1 o tz _ €
S Res.—aU(@)e” = lm 35 =71
—i—1)(—2i 2+2 — 3)et?
( =24) Res.—q443;U(2)e"* = lim (2 = 3)e -
Por tanto ot (z = l(= - (4 = 34)]
L, et e (L 3i)el (14 3i)el30e
t)y=H(t) | — — - 1) (61 - —
(@) ()<26+2—2z’+2+2i> (30)(61) 1(8 et
z=4—34 tz = li o ©
De donde Res.=1-gU(z)e™ = lim (z = 4)[(z — (4 + 3d)]
u(t) = r(t —2) (1= 3i)e=30t (1 — 3j)eld—30)t
] i(t—2) —i(t—2) —3i)(—=6i) —-18
:H(t_2)<76t2+62 2'+62+2'> e
e ! Por tanto
y asi 1 1 1
1, eitD it u(t) = §H(t)e4t (1 -5+ 3i)e’" — S 3i)€_3lt>
wit) =5 Tt e
De donde:
1 1 ; 1 )
w(t) = —e* (1 — (14 3i)e® — (1 - 3i)e_3’t> .
Problema: (M7LAPOS8) Usando TL halle 9 2 2
d\ 2
la funciéon w(t) € C*(R) tal que: <£> w(t) —
d
8%“’(’5) +25w(t) = e** con w(0) =0y w'(0) = 1 9. Problema: (M7LAP09) Se pide wu(t) que
cumpla u(t) = 0 en —oo < t < 0y uy,,(t) +
Solucion: Hallamos la ecuacién generalizada U;en(t) = H(t)e .

correspondiente para u(t) = H(t)w(t): (a) Halle la TL de u(t)

u;en (t) = H(t)wl(t) + w(O)(S(t) (b) Halle ’U,(t)

Solucion:
Por tanto
(a) Si U(z) = TL wu(t) entonces por teoremas

n !
U, (1) — 8ugen(t) + 25u(t) operacionales obtenemos que:

gen

= H(t)(w" (t) — 8w'(t) + 25w(t)) + 6(t)

= H(t)e' +8(t) e (t) B 2U(2)
oWy () — S, (1) + 25u(t) = H(t)e' +6(t) !, (1) TL 2U(2)
Aplicando TL a ambos lados de esta ecuacion, y H(t)e " TL 1
tomando U(z) = T Lu(t), tenemos: L+2z
2°U(z) — 82U(2) + 25U (2) = —1 +1 Por tanto aplicando TL a ambos lados de la
z—4 ecuacion generalizada dada, tenemos que:
—2_3:>U(z)— z—3
z—4 (z —4)(22 — 82 + 25) (22 4+ 2)U(z) = 1
142
Ahora aplicamos el método de los residuos a 1
B S UG =
U(z) = : , (z+1)(2* + 2)
(c =)z — (A +30)][z — (4= 30)] 1
u(t) = H(t) [Res.—qU(2)e” s+ 1)

12



(b) Calculemos u(t) usando el método de los re-
siduos. Los polos de U(t) estdn en z = 0 y

z=—1.
u(t) = H(t) [Res,—oU(z)e"
+Res.=_1U(2)e"]
' ) etz
Res,=oU(z)e* = ll_l;% — = 1
Por ser z = —1 un polo doble se tiene que:
d etz
ReSZ:_lU(Z)CtZ = 57 .
— 1)te’”
LoD o pyet
z
z=—1

Por lo tanto:

u(t) = H(H)[1 — (1 +t)e™"].

10. Problema: (M7LAPO010) Se pide u(t) que
cumpla u(t) = 0 en t < 0y tuy,,(t) + ug,,(t) =
H(t), u(1) =0

(a) Halle la TL de u(t).
(b) Halle u(t).

Solucién:

(a) Sea U(z) = TLu(t) =

ul () S 2U(2)

gen

Como

T
- —

=

tu(t)
Entonces
tu (1) ¥ —%[ZQU(Z)]
= —22U'(2) — 22U(2),

luego aplicando TL a ambos lados de la ecua-
ciéon generalizada tenemos que:

—22U"(2) — 22U (2) + 2U(2) = %
= —z(2U'(2) + U(z)) =

= diz[zU(z)] =—122

IS

1
:>zU(z):;+c

13

11.

12.

con c constante,asi

1 c
U(Z):?'F;

(b) Para esta U(z) se tiene, por teoremas opera-
cionales que:

u(t) = H(t)(c +t)
Como u(1) = 0 entonces ¢ = —1

u(t) = H)(E - 1).

Problema: (M7LAPO011) Resuelva el si-
guiente problema de valores iniciales:

tm;’en (t) + x;]en (t) = 6,(t - ’/T)
z(0) =0
x(t) causal

Solucién:

gen
Then(t) = 22X (2)

L d
txlglen(t) - _E[ZQX(Z)]

Aplicando TL a ambos lados de la ecuacién gene-
ralizada se obtiene que:

—22X(2) — 22X'(2) + 2X (2) = ze™ ™7
=>2X'(2)+ X(2) = —e ™

= diz[zX(z)] = —e ™

—Tnz

= X(z) = — + =
Tz z

Luego por teoremas operacionales se tiene que:
1
z(t) = —H(t —7) + cH(t)
™
Como

x(0) =0 entonces z(t) = lH(t — 7).
T

Problema: (M7TLAP012) Encuentre una so-
luciéon causal y continua para la ecuacion:

Ygen (T) = 3Ygen (7) + (2 = 6(2))y(x) = 0



Solucién: Como y(z)d(x) = y(0)d(x) obte-
nemos que:

Ygen (®) = BYgen (@) + 2y(z) = y(0)d(x)

Aplicando TL a ambos lados de ésta ecuacion te-

nemos que:

(2% — 32+ 2)Y(2) = y(0)
_ y(0
RERCRREETTERY

Usando residuos tenemos:

y(x) = H(z)y(0) [Resy—2Y (2)e"* + Res,—1Y (z)e"?]

. e
Res.—2Y (2)e™® = lim =%
z—2 2 — ]_
ewz
Res.—1Y (z)e"* = lim = —¢e
z—1 2 — 2

Luego:

y(z) = H(z)y(0)(e** — €),
suponiendo que una solucién U(x) existe. Al sus-
tituir z = 0, se tiene que y(0) = y(0)(H (z)e*® —
€)oo = 0, luego y(0) = 0 y y(x) = 0. s

4 Problemas resueltos de Trans-
formada de Fourier

Las siguientes funciones: f(z) = [%_g(w)e™" dw y
g(z) = £ [T f(z)e ™ dx definen la transformada
de Fourier directa de g(w) y la transformada de Fourier
inversa de f(z) respectivamente. A veces se usara esta

otra notacion:

fw) = [, f(x)e™* dz (TFD de f(x)) y
f(x) = % fix;o f(w)e =@ dw (TFI de f(w))

Ejercicios resueltos

1. Problema: (M7TRFou01) A partir del hecho
conocido v2re /2 = [* e v /2¢imw quy evalue

flz) = [ w2e~2v" i dyy haciendo uso de los

teoremas operacionales.

Solucién: Sea f(z) = \/(271')679”2/2 y g(w) =
e~w*/2, Por hipétesis se tiene f(z) & g(w) por
lo tanto f(z/c)/c < g(cw). Buscando ¢ se hace

cw 2
g(w) = e_(“”)2/2, de donde e—“5 = e=2v" o
que implica —(cw)? = —4w?, es decir ¢ = 2. Se
obtiene:

2

1 1
§v27refm2/8 = §f(1‘/2) e,

14

— 00

Aplicando esto dltimo al siguiente teorema opera-
cional f"'(z) < (iw)

2g(w) resultando:

—;W(T—Z - 3)6_9”2/8 s —wZem2w

Por lo tanto:

e’} 2
P V2
2 2w ez:tw dw =

1 =
w’e -

L 7z2/8
> (11

Problema: (M7TRFou02) Considere las si-
guientes funciones:

en otro caso

f(x):{(l) si|z] <1

1 si0<z<1
glxy=¢ -1 s —1<z<0
0 en otro caso

(a) Determine h(z) = (f * g)(x) y dibuje su gra-

fica.

(b) Determine h(w).

Solucién:

hz) = f * g(x)
=g*fu)=/" 9(5)f(z — 5) ds

— 00

fEH_m(—l)ds+f01 ds=2 —-l<z<l1

1

_ f711++zd5:2_m l<z<2
[ 19(-1)ds= -z —2 —2<z< -1
0 en otro caso




2 cos (mu /2)
1 _

sen w analitica y f (w)] dw < 00, se puede uti-

lizar el Teorema de Plancharel asi: f(z) =

1 [~ . )
%/ fw)e "™* dw. Tomando x = 0 se

es una funciéon

(b) Como h(w) = f(w)jw, donde: (b) Como f(w) =

f(z “”d:n—/ e dy = 2

=/
sy = [ o) da
- /01

tiene:
) L 2 1 [
—_elwz g iwz 1. — 2 -1 _ _ L ~
e a:+/0 e T=_ (cosw — 1) 1=f(0)= o [m Flw) dw
1 [, N
Se tiene: = ;/ f(w)dw (ya que f es par)
0
- senw 2 4 1 [ 2cos(mw/2)
h(w) =2 i —(cosw—1) = e senw(cosw—1) - /0 o W

& 2
Por lo tanto: / %wé) dw = E.
0 1-—w 2

Probl MTTRFou0f3 . (¢) Como [ |f(z)|* dz < oo se puede aplicar el
roblema; ( 0u0f3) e Teorema de Parseval, ast: [*|f(w)]> dw =
(@) = cosz silz| <m/2 2m [7 1 f (@) de.
- 0 en otro caso
FoN (2
. d
(a) Calcule f(w) /_Oo |f(w)]” dw
> cos (mt/2) :4/00 cos? (mw/2)
(b) Calcule /0 g dt. T we dw
> cos? (mt/2) —3 /OO cos?(mw/2) dw
(C) Calcule /0 W dt. 0 (1 _ ’11}2)2

Por otro lado:

[} w/2
27r/ |f(z)|? dz :47r/ cos® z dx
0

Solucién:

— 00
w/2
(a) Sea = 471'/ 1 cos (27) dx = 7.
0 2
Luego:
~ o0 .
flw) = / f(z)e™* du /°° cos? (mw/2) dw — w?

;;’;’ o (1—w?)? 8"
= / cosz(coswz + isenwz) dx

w/2
[T 4. Problema: (M7TRFou0f4)  Sea f(z) = (1 —
- /ﬁ/2 €08 & Cos W d |z|)(H(z+ 1) — H(x — 1)). Usando derivadas gene-

- ralizadas encuentre f(w). Dé el valor numérico de

= 2/ cos x coswz dx f(m).

0

w/2 ° .
= / cos (z + wx) + cos(z — wz) dz Solucién: Sea g(z) = (1 — |z|)(H(z + 1) —

0 H(z —1)). Graficamente:
_sen(m(1+w)/2)  sen(m(l—w)/2)
N 14w 1—w
_cos(mw/2)  cos(mw/2)
14w 1—w 9(x)
_ 508 (rw/2) 1 0 1 X
1—w?

15



Asi f(z) = zg(x). Luego

f) = [ e s

> we _ * 1d iwe
_/_ooa:g(a:)e dw—/_mg(w)?%(e ) dz
1 d > iwe
= | W
. d
= i)

Calculando entonces g(w):

sw) = [ Zg@)eiw ds

> -1 iwe
= [ s e de
-1 > " iwe
= W ggen(m)e dr = (*)

Pero

si—1<x<0
sid<z<l1
en otro caso

1
g;en(m) = -1
0

Y Ggen() = 6(x +1) —28(x) +6(x + 1).

5. Problema: (M7TRFou05) Determine la

Transformada de Fourier f(w) y el valor de f(—5)
para la funcién f(z) = ze~|* 21521,

Solucién: Dado f(w) + f(z) por los teore-
mas operacionales se tiene:

(a) e" f(w) ¢ f(z—b)
(b) 7o f(w) & izf(2)

dw
() flw—a) ¢ e "7 f(z)

Si f(w) < e~1°l entonces aplicando a) se tiene
2 f(w) < e 1#=2l y por b) —i%(ez“ﬂf(w)) o
ze~ 12721 Pero —iA (e f(w)) = —i(2ie™" f(w)+
e fl(w)) = e2v(2f(w) — if'(w)), aplicando c)
se tiene: €Wt (2f(w + 5) — if'(w + 5))
ze~12=21ed%1 Como la transformada de Fourier de
fla) = el es fw) = 2/(1+w?) y f'(w) =
—4w/(1 + w?)?, se tiene que la transformada de
Fourier de f(x) = ze 1721452 og

4 4i(w + 5)

eQi(w 5) .
iyt Tr e

flw) =

Por tltimo f(—5) = 4.

6. Problema: (M7TRFou06)

(a) Sea f € C{°. Sea g la transformada de Fourier
directa de f y h la de f’. Demuestre que

h(w) = —iwg(w).
! Ygen . . i
3 ] T % T (b) Sabiendo que iw¢(w) = e — 1. Encuentre
- 5 ‘ - —L 9 L ¢(z) v dibuje su grafica. SUGERENCIA: El
Teorema operacional dado en a) también es
3 valido a nivel de distribuciones.

Por lo tanto

Solucién:

(a)
h(w) = /_Oo f’(t)eiwt dt
00 . | ) |
:RIEHOO(/R fl(t)elwt dt—l—/o f’(t)ezwt dt)

R—o0

= lim (f(t)e™ |° 5 —iw/ et f(t) dt +
R

(1) = ;_; T (0 + 1) — 26(2) + 8z — 1)) dy
= ;—;(e*i“’ — 2+ = %(1 — cosw).
Luego f(w) = —i-L(Z(1 - cosw) =
—iZ (wsenw — 2(1 — cos w)).
El valor de
A 2 8i
fm) = =i (20— (-1) =

+ef () [¢ —iw / ' e f(t) dt)
0

(integracion por partes)
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(b) La suguerencia dice que si f € C{°

—fw lim

— zwt
= f(0 lim / F(t)e™ dt +

+/ e f(t)dt) = f(0) (yaque f € C])

= —zw/ f(t)elvtdt

= —iwg(w

! cia entonces
—iwf(w) = fjon(w). En efecto:
(Fren),6()) = (Fren(t), dw))

= (), b))

= (s, [ oty an

= v, [ T itg(t)e diy

= (f(w), —itd(t))
= (—iwf(w),¢(t)).

Ahora apliquemos la sugerencia Tome ¢(t)

por f: —iwd(w = [~ Gpen ()€™ dt, por el
teorema de la inversién tenemos

1 [/~ . i
Spen(®) = 5= [ —iwi(uw)e " du
_ i > _( iw l)efitw dw
27
— i oo P i e—i(t—l)w dw
2m 2 J_ o
_ 1 > its 1 > i(t—1)s
=5 7006 ds 2ﬂ[me ds
=0(t)—6(t—1)
Por lo tanto ¢(t) = H(t)— H(t—1)+ K donde

K es una constante. Pero K = 0 caso contra-
rio ¢(w) contendria un término de la forma
Ko(w) lo cual no es cierto. En efecto:

o0 . o0
/ ke™dx = k:/
—00 — 00

= H(t)—H(t—1) y su grafico

e dy = k2rd(w).

Por lo tanto ¢(t)
es:
DA

ox)

Ty
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7. Problema: (M7TRFou07)

(a)
(b)

(c)

Sea k > 0.

Calcule la TFD de g(t) = e FItl,

Se quiere resolver la ecuacion diferencial
ven(t) — K> f(t) = —6(t). Usando teoremas
operacionales, hallar una ecuacién equivalen-

te para la TFD f(w).

Hallar, efectivamente, una f(¢) particular pa-
ra la ecuacion de la parte b).

Solucién:

(a)

(b)

8. Problema: (M7TRFou08)

a)
g(w) = / g(t)ei“’t dt = / e*k‘ﬂeilUt dt

— 00

[ee]
= 2/ cos(wt)e~* dt
0

_ /oo(e(iw—k)t +e—(iw+k)t) dt
0

o
iy
Si f(w) ¢ f(t) entonces —w?f(w) ¢ en (1)

y por otro lado —1 < —§(¢). Por lo tanto
una ecuacion equivalente a f.,, (t) — k> f(t) =

—5(t) es: —w?f(w) — k2 f(w) = —1 es decir:
w? f(w) + k2 f(w) = 1.

Por b) f(w) = 1/(w®+k2) y por a) 2k/(w? +

k%) < e Fltl luego

11 2
w? + k2

_ 1 R g
Mew? k2 2umC

es decir, la solucién de la ecuacién de la parte

b) es f(t) = e ¥t /2k.

Usando la teoria

de transformada de Fourier encuentre la funcién
u(z,y) acotada en {(z,y)|z > 0,y > 0} y que
satisface:

Ugz + Uyy = 0, x>0,y>0
u(0,y) = 0, y>0
U(l‘,O) = f(l.); z>0

donde f(z) es la funcién constante 1.



Solucién: Aplicamos separacion de variables
para encontrar las soluciones de

Av = 0,

v(0,y) = 0,

Sea v(z,y) = X (z)Y (y) esto nos lleva a X" (x) +

AX(z)=0,X(0)=0yY"(y)—AY(y) = 0. Cuyas
soluciones acotadas son:

X(z) =

Y(y =

x>0,y>0
y > 0.

w e R
w € R,

senwz, w? =M\,

eflwly

Asi obtenemos v(z,y) = sen(wz)e~*1¥ con w € R,
z>09y> 0 Por el princ1p10 de superposiciéon

se tiene: w(x = [57 g(w) sen(wz)e~I*IY dw
en donde queda por determlnar g(w). Pe-
ro 1 = J° 9(w) sen(wz) dw y asi
g(w) = (2/7r fo 1- sen(wm) d:v Para resolver esta,

integral tenemos dos caminos.
1¢" camino

g(w) = 2 /000 1-sen(wz) dw

_ H _ e—iwz

- /oo 57 —)dz
1 [ )

= — (H(z) — H(—x))e"™" dx

T )

Si H(w) ¢ H(z) — H(—z) entonces —iwH (w)
(H(z) — H(—=2))yen = 20(), pero 2 < 25(z), por
lo tanto: —iwH (w) = 2. Asi
1 . 1 -2 2
o(w) = —H(w) = = ()
2° camino
Buscando la extension impar de f(z) =1, > 0.

siz>0
siz <0

F(z) = { !

Se tiene Fy,,(z) = 2§(z), tomando la TFD a am-

bos lados: —iwF(w) = 2. Usando el hecho que
F(w) es impar, se tiene:

—~ = / F(x)e™® dr = 21'/ sen (wz) dx
—00 0

De donde se obtiene g(w) = 2/(rw).

Una vez encontrada g(w) concluimos:

—lwly dy.
TWw

u(z,y) = /000 2 sen (wx)e
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9. Problema: (M7TRFou09) Hallar u(z,y) de-
finida y acotada en z > 0, y > 0 que cumple

Au = 0,
ur(o)y) = 0, y>0
u(z,0) = f(z), >0
donde
_Jocosz O0<z<m/2
f(@) { 0 en otro caso
Solucién: Primero se resuleve el problema
Au = 0, z>0,y>0
uz(0,y) = 0, y>0

u acotadaen z >0,y >0

La separacion de variables nos lleva a: si v(z,y) =
X ()Y (y) entonces X" (z)+AX (z) =0, X'(0) =0
y Y"(y) — AY (y) = 0 cuyas soluciones son X (x) =
Acos(wz) con A\ =w?, weReY(y) =e "V we
R. Aqui se tomo en cuenta que se buscan solucio-
nes acotadas. De este modo v(z,y) = cos wze™ V1Y
conw € R, z > 0, y > 0. Por el principio de su-
perposicién se tiene:

u(z,y) = /000 g(w) cos(wz)e 1Y dw

Para encontar la solucién del problema con la
condicién inicial se procede de la manera si-
guiente: f(z) = = fo ) cos wzx dw
en donde g(w) = 2/71' fo cosw:vda: es la
transformada de Fourier coseno de f(z). Para
terminar este problema hay dos maneras posi-
bles: uno seria resolver (2/) foﬁ/2 cos z cos wz dz
y substltulr esta funcion g(w) en wu(z,y) =
fo ) cos(wz)e~?l¥ dw. La otra manera es el
51gulente Se toma la extension par de f(z), es
decir

—_ s
2 ST 5 )
en caso contrario

F(x)

xV

—n/2 % 2

Calculando la derivada generalizada

Fen(z) =



10.

Asi: Fpi,(z) + F(x) = 0(z + §) + d(z — ). To-

mando la TFD a ambos lados se tiene:
—w?F(w)+F(w) = e ™24 e7/2 = 9 cos(wr/2)
de este modo F'(w) = 2 cos(wn/2)/(1—w?). Luego:

1 [ :
F(z) = — / F(w)e™"% dw

2 J_ o

_ L[ F(—u)e™ du

2
1 [ . .

= — F(w)e'™?® dw
2r J_

Por lo tanto
1 [ 2
flz) = ;/0 T2 ¢ (%) cos (wz) dw.

Finalmente:

2 coswz W
= it 20 e= 1wy gy,
u(z,y) /0 o cos ( 5 )e w

Problema: (XXXtrans10)
problema:

Dado el siguiente

1 si0<z<1
f(z)—{ 0 siz>1.

Se quiere hallar u(r,z) en 0 < r < 1, z > 0 solucién
acotada del problema. Para ello haga lo siguiente:

(a) Sea ue(r,z) una extension adecuada del pro-
blema al cilindro infinito 0 < r < 1, z € R
y we(r, ) la transformada de Fourier con res-
pecto a la variable z de u.(r,z). Escriba la
ecuacion diferencial que satisface 4. (r, z).

(b) Halle la forma general de una solucién acota-
da de la ecuaciéon diferencial obtenida en la
parte anterior.

(c) Obtenga u(r, z).

Solucion:
(a) Sea u,(r, 2) la extension par de u(r, 2),

si0<r<1l,2z>0
si0<r<l1,2<0

u(r, z)
u(r, —z)

wlr2) = {
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Notese que
d B uy(r,z)  z2>0
(E)genue(r,z) N { —u.(r,—z) 2<0
d2
(@)genue(ra z)
_ ugy(r,z) 2z>0 )
_{ ugy(r,—z) 2z<0 +0-0(2)

Por lo tanto satisface la ecuacién diferencial:
Se desea aplicar transformada de Fourier a
esta ecuacion diferencial, observese:

Ge(ryw) +—  ue(r,z)
d? d?
rﬁﬂe(r,w) — rﬁue(r, 2)

> —ue(r, 2)

_ﬁ’e(r7w) dr

dr

Por teoremas operacionales —w?d.(r,z) <
)
2
4 ue(r, z). Por lo tanto:

d2

rﬁﬁe(r, 2) + —1tie (7, 2) + wrie(r,z) =0

dr
donde . (r, z) esta acotada.
(b) De la parte anterior se concluye que d.(r, z)
satisface la ecuacion
a? | d . .
Wue(rv Z) + ;aue(ra Z) + w2ue(7') Z) =0
con i (r, z) acotada.
Separando variables 4.(r, z) = R(r)W (w) se
tiene la siguiente ecuaciéon para R(r), la ecua-
cién de Bessel de orden 0 y autovalor w?:

R"(r) + %R'(r) +w?R(r) =0

Por lo tanto R(r) = Jo(wr), asi t.(r,z) =
Jo(wr)W (w), la cual es una funcién par.
Para r = 1 se tiene te(1,2) = Jo(w)W (w).
Por otro lado

1 si—-1<2<1
0 en otro caso

w2 = 1) = {

De donde se obtiene:

1

) sen w
e dz =2

a.(1,2) = fw) = [

—1
De donde: W (w) = 2sen(w)/(w.Jo(w)) por lo
tanto

sen w

Ge(r,z) = 2Jy (wr)wjo )




(c) Si se toma la TFI se tiene:

I sen w ;
e , — 2 —lwz
ue(r,2) = - / Jo (wr)wjo ) e dw

2 J_ o
1 o0
= [m Jo(wr) wszl(l:)) (coswz —isenwz) dw

Como u,(r,z) es una extension par de u(r, z)
se puede afirmar que:

coswz dz

2 [oe]
u(rz) =2 / Jo(wr) 22
0

™ wdp(w)

paraz >0y 0<r<1.
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