Procesos Puntuales de Poisson y Aplicaciones
Joaquin Fontbona
VI Escuela de Primavera DIM, 2006

1 Introduccion

El objetivo de este curso es presentar una introduccién a los llamados ”Procesos Puntuales
de Poisson” los que constituyen una poderosa herramienta de probabilidades para tratar
matematicamente la idea de ”puntos distribuidos de manera aleatoria” y ”sin un orden
aparente” en el espacio (que puede ser fisico o abstracto). Esto puede corresponder por
ejemplo: a la ubicacion de las estrellas en una porcién del cielo, a la distribucién del
mineral en el suelo en una mina, a los momentos y tipos de mutaciones que se producen en
el material genético de una especie, o también a los instantes del ano en que una compania
de seguros debe responder ante un siniestro y los montos respectivos.

Los procesos puntuales de Poisson, también llamados ”"medidas puntuales de Poisson”,
tienen una amplisima gama de aplicaciones, por ejemlpo, en el estudio de redes de trafico
e informdticas, en teoria de colas, y en diversas areas de procesos estocasticos. Ademas,
permiten realizar una gran variedad de calculos explicitamente, y conocer la ley de diversos
funcionales de los ”puntos aleatorios”.

Como requisito para este curso se necesitan nociones bésicas de la teoria de probabilidades
y algunas de teoria de la medida. En la primera clase se recordaran algunos conceptos
importantes de la teoria de probabilidades que serdn usadas durante el curso. Ademaés
se estudiara la llamada ”ley de Poisson”, y se discutird porque ella aparece de manera
natural cuando, dada una cantidad muy grande de objetos independientes, se observan
eventos asociados a ellos, que tienen probabilidad ”"muy baja” de ocurrir para cada objeto
individual.

Se estudiardn también algunos aspectos el Proceso de Poisson en R, objeto muy utilizado
en la modelacién de redes teletréficas y teoria de colas, y que muestra algunos (pero no
todos los) aspectos importantes de las medidas puntuales de Poisson generales.

En la segunda clase se definird un proceso puntual de Poisson en un espacio general. Se
estudiaran propiedades de este proceso estocéstico, y cémo caracterizarlo entre los procesos
de conjuntos aleatorios de puntos. Ademas se estudiardn algunas ”operaciones” que a partir
de medidas puntuales de Poisson dadas generan nuevas.

En la sesién de trabajo, y en la tercera clase de presentaran algunas aplicaciones de procesos
puntuales de Poisson como por ejemplo en teoria de colas, en geometria estocdstica y otras
areas de procesos estocasticos.

2 Preliminares

En esta seccion recordamos sin demostracién algunos resultados bésicos y nociones de la
teoria de Probabilidades, que seran usados en las partes siguientes.

2.1 Variables aleatorias e independencia.

e Un espacio de probabilidad es un espacio de medida (Q, F,P) con P(Q2) = 1. Un
conjunto medible A € F se denomina evento. Diremos que el evento A ocurre casi
seguramente (c.s. en abreviado) si P(A) = 1.



Dado un evento A € F con P(A4) > 0, la Probabilidad condicional dada el evento

A es la medida de probabilidad P(-|A) definida en F por P(B|A) = P(PB(QSL‘).

Si (S, X)) es un espacio medible, una funcién medible X :  — S se denomird variable
aleatoria ( v. a. en abreviado) a valores en S. Si (5,%) = (R, B(R)) (con B(R) la
tribu Boreliana), y la integral de X c¢/r a P estd definida, esta se denotard E(X).

En un espacio medible general (S E , 1t), la integral de una funcién medible f : S — R
se denotara (cuando exista) [¢ f(z)p(dz).

La ley de una v.a. X a valores en (5, Y) es la medidade probabilidad px definida por
px(A) = Po X YA) = P(X € A) paratodo A € . Si f:(59,%) — (R,B(R)) es
medible se tiene [pq f(2)px (dr) = E(f(X)) cuando ambas integrales estén definidas.

Dos vaa. X : (Q,F,P) — (51,%1) e Y : (2, F,P) — (S2,32) son independientes si
para todo A € 31y B € Yo,

P(X € AY € B)=P(X € A)P(X € B).
De manera equivalente P(X € A|Y € B) =P(X € A).

Una familia de variables aleatorias (X, )nen con X, : (2, F,P) — (Sp,%,) (tomado
valores en espacios cualesquiera) se dice independiente si para todo subconjunto
finito {t1,...,tm} C Ny conjuntos medibles A; € ¥y,,... A, € 3y, se tiene

P(Xy, € Ar,..., Xy, € Ap) = [[P(Xy, € A)
=1

Esto es equivalente a que para funciones reales fi ..., f;, medibles (definidas en los

espacios que corresponden) se tiene

m

E(f(Xe,) ... f(Xe,)) = HE(f(Xti)>7

i=1
o bien, a que
Iu(th ..... Xtm)(dxll? R 7dxm) = /’Lth (dl‘l) ® e ® 'uXtrn (dl'm)
donde ® denota el producto de medidas en el espacio producto.

Una sucesién de v.a. (X,)nen independientes a valores en el mismo espacio se dicen
independientes e idénticamente distribuidas con ley p si para todo n € N,

l’I’Xn = Iu"
Si X,Y : (Q,F,P) — (RY B(R?)) son v.a. independientes, entonces pixy = px * ity
es la convolucion de las dos leyes.

(Recordar que si u, v son medidas de probabilidad en (Rd B (Rd)) su convolucién p*v
es la medida definida por [pq f(z)u* v(dz) = [poa f(x +y)p @ v(dz,dy).)



2.2 Funcion caracteristica y transformada de Laplace.

Denotamos por P(R?) el espacio de medidas de probabilidad en (RY, B(R?)) y por P(R)
el espacio de medidas de probabilidad en (R, B(Ry))

La trasformada de Fourier o Funcién caracteristica de y € P(R?) es la funcién
f(€) : R4 — {z € C:|z| <1} definida por

(€)= [ ()
R4
o de manera equivalente, si X ~ p, entonces
A€) = E(e"N)).
Las siguientes son propiedades fundamentales:
e [ es una funcién continua.
e "Inyectividad” Dadas p,v € P(R?) se tiene yu = v ssi fi(€) = D(€) para todo ¢ € R%.

e Xi,...,X,, v.a. respectivamente a valores en R4 ... R% son independientes ssi

para todo &; € R%.

e SiYi,...,Y,, avalores en R% son independientes entonces
m
vty (6) = T v (€)
j=1

para todo & € R%. (Esto es consecuencia del hecho que i v(€) = a(€)(€).)

La trasformada de Laplace de € P(Ry) es la funcién ji(u) : Ry — [0, 1] definida por

L) = [ el

o bien, si X ~ pu,
L, (u) = E(e™X).

e La transformada de Laplace satisface exactamente las mismas propiedades que la
funcién caracteristica (continuidad, ”inyectividad”) si todas las variables aleatorias
involucradas son a valores en R .

e Ademads permite trabajar con con v.a. X que tomen valores en Ry U{oo}, donde por
convencién se toma e~ = 0. Notamos que cuando u — 0 se tiene e %X — 1ix<oo}
c.s. . Luego

Ly (u) =E(e™**) - P(X < 00) parau — 0.



2.3 Algunas variables aleatorias clasicas
Definicién 2.1 Sean € N yp € (0,1). Una v.a. b a valores en {1...n} sigue una ley
binomial de parametros n y p si P(b =k) = <Z> p*(1 —p)*=k). Denotamos b ~ B(n, p).

Ejercicio: Se tiene E(b) = np.
La generalizacién natural de la ley binomial es la siguiente:

Definicién 2.2 Sean n,m € N ypi...,pm € (0,1) conpy1 + -+ ppm =1. Una v.a. M a
valores en {1...n}"™ tiene ley multinomial de pardmetros (n;pi,...,Pm) Si

n!
]P)(M:(n]_,...,nn)):7,”1"‘.” ‘p?lp?nm
. m-

st i+ 4ng, =n, yP(M = (nq,...,n,)) = 0 si no. Lo denotamos M ~ M(n;p1...,pm)

Bésicamente, la multinomial es la ley del experimento ”tirar n veces un dado” (no nece-
sariamente equilibrado):

Ejercicio: Si (Y;)!" ; son variables aleatorias i.i.d que toman m € N posibles valores, cada
uno con probabildad p;, probar que M(n;p; ...,pm) es la ley del nimero de veces (en un
total de n) que se obtiene cada uno de los m valores.

Definicién 2.3 Una v.a. real X tiene ley exponencial de parametro \ €]0,00[ si
YVt > 0 se tiene P(X > t) = e . Lo denotamos X ~ e()\). (Notar que X es c.s.
estrictamente positiva.)

También consideraremos como v.a. exponenciales los casos ” limite” A = 0, con X ~ e(0)
ssiX =o00cs,yA=o00,con X ~e(0)ssi X=0cs.
Las siguientes propiedades se verifican facilemente:

Lema 2.1  a) Para X €]0,0[, e()\) tiene densidad /\e_’\xdml[ovoo[.
b)

c)
1 1
E(X) = N Var(X) = VR
Proposicién 2.1 Sea X v.a. a valores en |0,00[. Entonces X es una v.a. exponencial ssi
para todo t,s > 0,
P(X >t+s|X >s)=P(X >t).

Demostracion Que la condicion es necesaria es directo de la definicién de una v.a. ex-
ponencial. Reciprocamente, si la condicién se cumple tenemos que P(X >t + s) = P(X >
s)P(X > t), es decir g(s) = logP(X > s) es una funcién aditiva. Es estandard deducir
de aqui que g es lineal en Q. Por otro lado, por continuidad inferior de la medida, g(t)
es continua a la derecha, luego es lineal en R. Se concluye de esto que X ~ e()), con
A=—InP(X >1). d

La propiedad anterior también se conoce como ”perdida de memoria” de la v.a. exponencial.

La siguiente ley aparece como generalizacién de la exponencial:



Definicién 2.4 Sean A\, €]0,00[. Una v.a. X tiene ley Gamma de parametros (\, «),
y lo denotamos X ~ Gamma(\, o) si tiene la densidad

A% a—1_—Ax
mx e 1g,00((z)d.

donde o — T'(a) = [(¥ x* e "dx es la funcion Gamma.

Por induccién e integracién por partes se verifica para o =n € N que I'(n) = (n — 1)!

)\ «
LGamma()\,a) (’LL) = <)\ + u>

Lema 2.2  a) Se tiene

b) SiSi1,...,Sm son v.a. i.i.d de ley e(\) entonces
Si 4+ Sy ~ Gamma(\,m)

Demostracion La primera afirmacion se obtiene de

A® > —z(Au) .a—
LG’amma()\,a) (U) = F(Oz)/o e Ot ).7] 1d1‘

haciendo el cambio de variable y = (A+wu)z. La segunda es consecuencia de la propiedad de
transformada de Laplace de sumas de v.a. independientes: Lg, y..4+s,, (u) = (Ls,)™(u) =

(ﬁ)m = LGamma(m) (W) ’

2.4 Distribucién de Poisson

Con un célculo sencillo se demuestra el resultado conocido como limite de Poisson:

Proposicién 2.2 (Poisson, 1837). Sean X\ €]0,00[, y py €]0,1[ para todo n € N tal que
np, — A cuando n — oo. Sea b, ~ B(n;p,) una variable binomial. Entonces para todo
k € N, cuando n — oo,

)\k
AN

k!

En palabras, supongamos que efectuamos una cantidad muy grande de veces n — oo un
mismo experimento con dos resultados posibles, independientemente cada vez (ej: tirar una
moneda cargada). Supongamos ademds que en cada uno de los experimentos, la probabili-
dad p,, de obtener resultado positivo es muy baja, y més precisamente, que es ”inversamente
proporcional” a n. (Notar que esto corresponde a pedir que el nimero promedio de resul-
tados positivos E(by,) = np, sea del orden de cierta constante independiente de n).
Entonces la probabilidad de obtener & € N resultados positivos se parece a un numero,
distinto de O .

P(b, =k) — e

Definicién 2.5 Sea A €]0,00[ Una v.a. Z a valores en N se dird de Poisson de pardmetro
A, Si

Ak
_ _ A
P(Z=k)=e X

para todo k € N. Escribimos Z ~ P(X).



Es conveniente extender la definiciéon a A =0 (Z =0c¢.s.) y A =00 (Z = 00 c.8).
Las siguientes propiedades se verifican directamente:

Lema 2.3 Sea A €]0,00[ y Z ~ P(\). Entonces
0) Ly (u) = exp{-A(1 — )},
b) E(Z) =\, Var(Z) =\
¢) fiz(§) = exp{A(e® — 1)}.
Las propiedades siguientes dan una mayor intuiciéon sobre las v.a. de Poisson.

Proposicién 2.3 Propiedad aditiva: Sea \; €]0,00] para cada j € N, y (Zj)jen una
sucesion de v.a. independientes con Zj ~ P(A;). Sea A := 37221 \;j €]0,00]. Entonces

o0
Z:=Y Zj~PN).
j=1
Demostracién Se tiene

m
P(Zy+ Zy=m)=> P(Zy=k,Zo=m—k)
k=0
mo\f —k
_ 1 ﬁef)‘l 7)\? e 2m!

T m! &~ k! (m — k)!

(A1 +A2)™ o~ (+h2)
m!

y por induccién se obtiene el resultado para sumas finitas. Si ahora Z := Z]oi1 Zj, dado
que para todo r € N, {Z1 + -+ Z, <r} \,{Z < r} cuando n — oo, se deduce

PZi+ - +2Z,<r)—=P(Z<r).

Luego, P(Z < r) = > _, e*)‘%. Si A = oo entonces P(Z < r) = 0 para todo r € N de
donde Z = oo c.s. En caso contrario, tenemos P(Z =) = P(Z < 7)—P(Z < r—1) = e 2.

r!

O
Lema 2.4 Sumas condicionadas de v.a. de Poisson Sean Z; ~ P(\;) conj=1...,m
v.a. independientes y A = 23”21 Aj. Entonces la ley de (Z1,...,Zp) condicional a Z :=
2?1:1 Z; es multinomial de pardmetros (Z; %, ceey )‘T’”> Es decir
m n n
n! )\1 ! )\m m
Plzmm = Sz =0 ) = 2 () (5

st ny+---+nm=mn, y0 sino.



Demostracién Se obtiene directamente de las igualdades

m m nj
Aj

m N
P lenl,...,Zm:nm,ZZj:n :He_’\f— P ZZj:n =e M.

J
n;!
i=1 i=1 ! i=1

Lema 2.5 Sean A €]0,00[ y p €]0,1[. Sean Z ~ P(A\) y X una v.a. tal que, condicional-
mente a Z, X tiene ley B(Z;p). Es decir, para todo m,k € N con k < m,

P(X = k|Z = m) = (7};) (1 g,
Entonces, X ~ P(pA), Z — X ~P((1 —p)A) y son independientes.

Demostracion

PX=m,Z—-X=n)=P(X=m|Z=n+m)P(Z=n+m)
n+m At

= mel gy

< m >p (1-p) ntm)©

()" (=N (1
m) n!

Ejercicio: Probar reciproca del Lema 2.4:

Lema 2.6 Sea A €]0,00[, Z ~P(A\) y M = (My,...,M,,) una v.a. que condicionalmente
a Z, tiene ley M(Z;p1,...,pm). Entonces las coordenadas de M son independientes entre
st, y Mj ~ P(p;A).

En el ejericio anterior se tiene Z;n:1 M; = Z. Luego, para cualquier m € N, una v.a.
de Poisson Z siempre es la suma de m v.a. con ley de Poisson, independientes entre si.
Para generarlas, sabiendo que Z = n, tiramos n veces un dado de m caras y contamos
cuantas veces sali6 cada una de ellas. Si el dado es equilibrado (p; = % para cada j),
entonces las variables M; tienen todas la misma ley. Por lo tanto, para cualquier m € N,
una v.a. de Poisson es la suma de m v.a. i.i.d entre si. Una ley con esta propiedad se
dice infinitamente divisible. Notar que este hecho también se ve directamente en la
transformada de Laplace de P(A): Lp(yy(u) = (Lp(y/m) (u))™ para todo m € N.

2.5 El proceso de Poisson en R+

Veremos ahora como aparece la v.a. de Poisson cuando observamos durante un intervalo de
tiempo la ocurrencia de ciertos ”acontencimientos raros”, asociados a una cantidad grande
de objetos independientes. Por ejemplo, si se observa cierta masa de material radiactivo,
y se mide en un intervalo de tiempo la cantidad particulas radioactivas emitidas (en la
practica, esto es lo que hace un ”contador Geiger”). Cada particula emitida corresponde a
la desintegracién de un atomo. Es muy poco probable que en un intervalo de tiempo (fijo)
un determinado &tomo se desintegre, pero estamos observando muchisimos dtomos y si es



probable que algunos de ellos lo haran en ese intervalo. Un fenémeno similar se observa
cuando registramos los instantes de llegadas de llamadas telefénicas a una central telefénica
(cada una correspondiendo al instante en que una persona determinada decide hacer una
llamada), o las llegadas de clientes a un servicio.

Una manera de ver la conexién entre estos modelos y la ley de Poisson, es dividiendo el
intervalo de tiempo ]0,¢] en m intervalos de igual largo ]tx—1,tx]. Si suponemos que en
cada intervalo se puede producir a lo més una llegada, cada vez independientemente y con
probabilidad p,, la ley del nimero de llegadas en |0, t], cuando m — oo y mp,, tiende a
una constante no nula estds dado por el limite de Poisson.

Adoptaremos un enfoque en apariencia diferente (pero en realidad equivalente), usado ha-
bitualmente la modelacién de fenémenos como los antes descritos. Este se basa en la
observacién empirica, hecha por Erlang en los anos 1910-1920 de que los tiempos entre
llegadas en (por ejemplo) una red telefénica parecen "no tener memoria”, y ser independi-
entes entre si. Fsto nos lleva a la construccion ”clasica” del llamado proceso de Poisson
en R,.

Consideremos A €]0,00[ y v.a. (Sn)nen jo} independientes de ley e()), definidas en cierto
espacio de probabilidad (€, F,P). Nos referiremos a estas variables los ”tiempos de per-
manencia”’. Llamaremos ”instantes de salto del proceso” o ”instantes de llegadas” a la
sucesion de v.a. definidas para w € (),

To(w) =0, Ti(w)=51(w), Tnh(w)=S1(w)+- -+ Sp(w).

Del hecho que P(S,, = 0) = 0 para todo n, se deduce que la sucesién (T},)nen €S c.S.
estrictamente creciente.

El proceso de Poisson en R, de pardmetro A\ es la familia (N;);er, de variables
aleatorias definida en (92, F,P) por

N(w) = 141, () <t< T @)}

n=0

Para cada ”realizacién” (cada w € Q) de todas las variables Ty(w), Th(w), . .., la variable
aleatoria Ny(w) es el niimero de ellas que han tomado valores en el intervalo |0, ¢]. A su vez,
los ”incrementos del proceso”, es decir las diferencias de la forma Ny — N corresponden
exactamente al nimero de eventos ocurridos en el intervalo |s, s + t].

Es importante notar ademaés las siguientes propiedades:

e Para cada t € Ry, Ny es un nimero natural. En particular, es finito c.s. Esto se
sigue del hecho que para t > 0, P(T,, < t) < P(S; <t,...,8, <t) = (e = 0
cuando n — oo, luego P(lim,, o T, < t) = P(N; = 00) = 0.

e Para cada "realizacién” w € Q, tenemos que Ny(w) = 0, y la funcién t — Ny(w)
es no decreciente, continua a la derecha con limite por la izquierda, y constante por
pedazos. Los largos de los pedazos son las variables S,. Las discontinuidades ocurren
en los instantes de saltos T;, y son de tamafio 1.

A continuacién estudiaremos la ”ley del proceso”.



Lema 2.7 Para todo t € Ry se tiene

Ademds para cada t > 0, la ley de T,,+1 —t condicional al evento { Ny = n} es igual a la ley
de T1 N
P(Tpi1 —t > 8| Ny =n) =P(T] >5) =e

Demostracién Notar que se tiene la siguiente igualdad de conjuntos:

Luego, dado que T, y Sp+1 son independientes, la primera con ley Gamma(A,n) y la
segunda con ley e(\), tenemos

P t (o] A7 t YA
P(Nt = n) = F(TL)/ xn—le—kx/ /\e—Aydy dr = (nl)'/ .%'n_ldilj _ ( n‘) e—)\t’
0 t - ) Jo .

—X

lo que prueba la primera afirmacién. Para la segunda, partimos de la igualdad de conjuntos
{Nt = n,Tn+1 > t+8} = {Tn < t,Tn +Sn+1 > t+S}

Usando nuevamente la independecia de Sy+1 vy Ty, obtenemos que

A" ! n—1_-—\z > -y —A(t+s) ()‘t)n
IP’(Nt:n,TnH>1H—s):F<n> z"' e e Ydy dr =e o
0 t+s—ax :

Dividiendo por P(IV; = n) se llega a la expresién buscada. U

La segunda parte del Lema anterior es reminisencia de la pérdida de memoria de la ley
exponencial: nos dice simplemente que si sabemos exactamente cuantas "llegadas” han
ocurrido hasta el instante ¢, el tiempo (aleatorio) que transcurrird hasta la llegada siguiente
se comporta como el tiempo (aleatorio) que tarda en ocurrir la primera llegada.

Nos interesa conocer ademas la ”ley conjunta” de varias coordenadas, es decir de los tuplas

aleatorias de la forma (Ny,, Ni,, ..., Ny, ) para tiempos 0 =ty <1 <ta < -+ < tp,.

Lema 2.8 Sean n,m € N\{0}. Entonces, condicionalmente al evento {N; = n}, la ley de
los tiempos de permanencia (Ty+1 —t, Sp+2, -, Sntm) €s igual a la ley de (S1,...,Sm), €s
decir son v.a. independienes con ley e(\).

Demostracién Tenemos la igualdad
{Nt = n,Tn_H —t> Sl,S,H_Q > 89,... Sn—i—m > Sm} =
{Tn < t7Tn+1 > 1+ s1, Sn+2 > 82,... Sn+m > Sm}-

y dado que Sy12,...,Shtm son independientes de (T),,T},+1),la probabilidad de este con-
junto es

P(Tn <t,Thy1 >t 4 51)P(Spy2 > 52,... Sugm > Sm) =
P(Nt = n,Tn+1 >t4 Sl)P(Sn+2 > S9,... Sn+m > Sm)



Dividiendo por P(N; = n) y usando la segunda parte del lema anterior, concluimos que

P(Th+1 —t > 1, Sn42 > $2,. .. Spm > Sm| Ny =n) =
m
P(Spi2 > 52,. .. Spim > $m)P(The1 —t > s1|Ny =n) = Hei)\sj'
j=1

Ahora podemos describir completamente la ley de un proceso de Poisson ”standard”:

Teorema 2.1 Sean 0 =ty < t1 < ty < --+ < t,,, instantes dados. Entonces las variables
aleatorias (Ny;, —Nyyy Noy —Niyy .., Ny, — Ny, ) son independientes y sus leyes son Poisson
de pardmetros Ati, A(ta —t1), ..., AM(tm — tm—1).

En particular, para todo t,s > 0, Niys — Ns tiene ley P(At), igual a la de Ny.

Demostraciéon Haremos la demostraciéon para m = 2 (para m > 2, la demostracién es
una generalizacién de este argumento y se deja al lector como ejercicio). Se tiene

P(Ntl — Nto =n, Nt2 — Nt1 = m) :P(Ntl =n, NtQ =n-+ m)
:P(Tn—i—m <ty < Tn+m+17 Nt1 = n)
:P(Tn+m <ty < Tn+m+1|Nt1 = H)P(Ntl = n)
Dado que
{Togm <to < Tngmsr} ={Tng1+ -+ Sngm < to < Tpg1 + -+ + Spgmt1}
={(Tng1 —t1) + -+ Snym <to—t1 < (Tny1 —t1) + -+ Sngmath
por el lema precedente concluimos que
P(Thgm < to < Tngms1|Nyy =n) =P(S1+ -+ S <ta—t1 < S1+ -+ + Smy1)

:]P)(Tm <ta—1t1 < Tm+1)
:P(Ntth = m)

Combinando las igualdades previas, obtenemos finalmente
P(Ntl - Nto =n, Nt2 - Nt1 = m) = P(th—tl = m)[P’(Ntl = n)

O

Asi, podemos calcular las covarianzas del proceso para dos instantes s < t. En efecto, dado
que Ny — N y N, son independientes, entonces Ny — Ny — A(t — s) y Ny — As también lo
son. Tenemos entonces
cov(Ng, N¢) =E ((Ny — AMt)(Ns — As))
=E ((N; — Ny — Mt — 8))(Ns — As)) + E (N — As)?),
=E (N; — Ny — At — 5))E (Ns — As) + \2s?

:A252
dado que E(Ns) = As y que E((Ns — As)?) = \2s2.

10



El teorema nos permite también calcular explicitamente la probabilidad de un eventos para
(Nt , Ny, .., Ny, ): dados naturales ny < --- < n,, tenemos para 0 = tg < t1 < --- < tpy,
que

]P)(Ntl = nl,Nt2 = ng,...,Ntm = nm) :P(Ntl — Nto = nl,Nt2 _Nt1 =nNg —MNi,y...

s Nty — Ny —nm_nmfl)

m

(nj —mnj—1)!

:ﬁ Aty—tj) Al = tj—1))™ "t

Sean 0 = tg < t1 < t9 < -++ < t,, = t. Gracias al Lema 2.4 sobre de sumas de v.a.
de Poisson condicionadas, y el teorema anterior, podemos obtener la ley del nimero de
llegadas en cada intervalo de tiempo |t;_1,t;] condicional al nimero total de llegadas en
10,¢]. En efecto,

Ny = (Ny,, — Nipoy) + -+ (Nyy — Nyy)

es una suma de v.a. de Poisson independientes Ny, — Ni,_,, cada una com pardmetro
A(t; —tj—1). Luego, la suma de los parametros es At, y por el Lema 2.4 deducimos la
siguiente

Proposicién 2.4 Condicionalmente al evento {Ny = n}, (Nt,, — Nt 1y---s Nty — Nyy)

tiene ley M(n; 25, .. tm_im’l)

La ley multinomial nos sugiere que, si sabemos que han ocurrido n llegadas en el inter-

valo ]0,t], los intervalos ]t;_1,t;] en donde ellas se ubican fueron ”elegidos” de manera
independiente para cada llegada, y cada intervalo con probabilidad %

De hecho, si Uy,...,U, son n v.a. ii.d de ley uniforme en ]0,t], es decir, cada U; tiene

densidad
1
+Lh04(2),

entonces el vector con el nimero de ellas que cae en cada intervalo |t;_1,¢], 7 =1,...,m
tm—t

tiene justamente la misma distribucién multinomial M (n; & tto, o, L),

Esto refleja una relacién profunda entre el proceso de Poisson, visto como una ”distribucién

aleatoria de puntos en R;” y la ley uniforme, la que formalizamos a continuacién.

Proposicién 2.5 Sea t >0 y Uy,...,U, v.a. i.i.d de ley uniforme en |0,t]. Entonces, la
ley de los instantes de salto (Th,...,T,) condicional al evento {N; = n}, es igual a la ley
del reordenamiento creciente (Uyy, ..., Uy,) del vector (Uy, ..., Uy).

Demostracién Dado que (T1,...,T,) y (U, - .., Ugy)) son crecientes, basta probar que

P(Th < 51,T2 < 89,0, T < 8p|Np =n) = P(Ugyy < 515, Ugy < 8p).
para 0 < 51 <--- <5, <t (sis; > sjy1, se puede reemplazar s; por sj;1 y se obtiene un

evento equivalente). En ese caso, para (V;)j_; = (1) v (Vj)7=; = (Uy))j=1 se puede
descomponer {V] < sy,...,V,, < s,} en una unién disjunta de eventos de la forma

{5 Vi €10, s1]} = mu, {5+ Vj €]s1, o]} = ma, ..., {7+ Vi Elsn—1, sn]} = ma |
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con0<m; <nparai=1...,nymi+---+my,=mn (]| denota aqui el cardinal). Pero

P([{j : Uy €]0,51]} = ma,...,[{7 : Uy €l8n-1, 80} = mn)
=P(|{j : Uj €]0,s1]} = ma, ..., [{j : Uj €lsn—1, snl} = mn)

_ 471! (ﬂ)ml Sp— Sp—1\ "
(my)) - (my)) \ t t
= P(Nsl =MmMi,... ,Nsn — NSn—l = mn|Nt = n)

la ultima igualdad gracias a la Proposicién 2.4. Se concluye usando la igualdad de eventos

{Ng, =m1,...,Ns, — N,

Sn—1

{147 Ty €10, 1]} = mu,., |5 5 Ty Elsnoty sal}l = ma, Ne = n}

g

:mn’Nt:n}:

3 Procesos puntuales de Poisson en espacios generales

Vamos a generalizar a continuacién la nocién de proceso de Poisson desde Ry a espacios
mucho mas generales.

Los instantes de llegadas del Proceso de Poisson en R constituyen un conjunto numerable
de "puntos” (T1,...,T),...) ubicados aleatoriamente en R, , para los cuales podemos de-
scribir (en ley) el niimero de puntos que caen en un intervalo, dénde y cémo se ubican en él
(si sabemos cuantos son), y también como se relacionan las cantidades de puntos de inter-
valos disjuntos. El proceso de Poisson N; ”cuenta” el nimero de puntos en cada intervalo
(a,b]. Més atn, para cada realizacién de las v.a. (T1,...,T,,...), de las propiedades de
t — Ny (creciente continua a la derecha) podemos decir que es la funcién de distribucién
de una medida en R, que le otorga masa 1 a cada T,,. Es un ejemplo del concepto que
ahora introducimos:

Definicién 3.1 Sea (S,X) un espacio medible, y suponemos que todo los singletons {x}
son elementos de X.
Una medida puntual es una medida N : ¥ — NU {co} de la forma:

N =>4,

el
donde I un conjunto finito o numerable y {x;}icr una sucesion de elementos de S.

Aqui, 0, es lamedida de Dirac en z € S, vale decir, para A € ¥y cadai € I §z,(A) = 1a(x;).
Luego

N(A) =D 1a(x)

el

es el nimero de términos de la sucesion z;,¢ € I que pertenecen al conjunto A.
Llamaremos a los elementos de la sucesién x;,7 € I los &tomos de la medida puntual N.
Notemos que no estamos exigiendo que los atomos sean todos distintos. En el caso en que
si lo sean, podemos pensar en {z;};c; como un conjunto.

12



La integral ¢/r a d,, de una funcién medible positiva estd dada por [¢ f(x)dz, (dz) = f(zs),
y luego

/S F@N(de) = 3 fw:)

el
es simplemte la suma de los valores de f en los dtomos {x;}ien.
En todo lo que sigue, (S, Y) serd un espacio medible tal que los singletons son medibles.

Presentamos el concepto principal a tratar en este curso:

Definicién 3.2 Sea (S,%) un espacio medible y (Q, F,P) un espacio de probabilidad.
Una medida puntual de Poisson en (5,X) es una familia de variables aleatorias

N ={N(A): Q—NU{oo}}, s
tales que

a) Para todo w € Q,
N(w,"): ¥ — NU{co}

es una medida puntual.

b) Para todo A € X%, la v.a. N(-, A) a valores en NU{oo} tiene distribucion de Poisson.

¢) Para toda familia finita Ay, ..., An € X de conjuntos disjuntos, las v.a.
NG A, NS Ap)
son independientes.

En general, usaremos la notacién N¥(A) := N (w, A), o simplemente N'(A). Asi, N'(A) es
el niamero (aleatorio) de puntos en A

Si denotamos por v(A) el pardmetro de la v.a. de Poisson N (A) entonces se tiene
v(A) :=EWN(A)).

Ademads, usando el teorema de convergencia mondtona se verifica que si {4, }neny C X es
una familia de conjuntos disjuntos, entonces

v (U An> =F (N (U An>> =Y EW(An) =Y v(An).

neN neN neN neN

Dado que N (w, ) = 0, concluimos que v es una medida en .

Definicién 3.3 La medida v(A) := E(N(A)) asociada a la medida puntual de Poisson N
se denomida medida de intesidad de N .

Notar que se puede tener v(A) = oo, en cuyo caso N (A4) = oo c.s.

Ejemplo: Si (7},) son los instantes de llegadas de un proceso de Poisson en R de pardmetro
A, entonces para cada w,

N(A) =Y " 14(Ty)

neN
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es una medida puntual, y se N; := N (]0,t]) es exactamente el proceso de Poisson. Por lo
visto en la seccién precedente, las propiedades b) y ¢) en la definicién 3.2 se satisfacen para
intervalos. Es posible probar que también se cumplen para conjuntos medibles cualesquiera,
y por lo tanto N es una medida puntual de Poisson. Notar que la medida de intesidad v
de N en intervalos es E(N((a,b]) = A(b — a). Luego, v es un multiplo de la medida de
Lebesgue.

Probaremos que bajo hip6tesis muy generales, dado un espacio de medida (S, 3, v/), siempre
existe (definida en algun espacio de probabilidad (2, F,P)) una medida puntual de Poisson
en (S,Y) con medida de intesidad v. Para ello se usara el siguinte resultado, que de por si
es de interés:

Teorema 3.1 Superposicién Sea (N,,) una sucesion de medidas puntuales de Poisson en
(S,3) independientes, con medidas de intesidad respectivas vy,. Entonces,

N=3N,

neN

es una medida puntual de Poisson con medida de intesidad v =73, _Vn-

Demostracién Claramente, para cada w, N¥ = > N es una medida a valores en
NU{oo}. El resto es una consecuencia del teorema aditivo para v.a. de Poisson: para cada

Aey,
N(A) =Y Na(4)
neN
es una suma de v.a. independientes de Poisson de pardmtros v,(A). Luego, es una v.a.
de Poisson de pardmetro ) _nvn(A). Por otro lado, si Aj,..., Ay, € ¥ son disjuntos,
entonces para cada n € N las v.a. N,(A1),...,Nn(Ay) son independientes con respecto a
m. Dado que las medidas puntuales de Poisson (N,,) son independientes ¢/r a n, entonces
las v.a.

Nu(45), j=1,....mneN

son independientes en n y j. Por lo tanto, las v.a. >, .y Nn(A4;) son independientes en j.
]

Recordemos que un espacio de medida (S, X, v) se dice o-finito si existe una sucesién (By,)
de conjuntos medibles tales que U,enBp, = S.

Teorema 3.2 Existencia Sea (S,X,v) un espacio de medida o-finito. Entonces existe
una medida puntual de Poisson N en (S,%) con medida de intensidad v.

Demostraciéon Supongamos primero que v(S) < oco. Notemos que la medida ';((d ;)) es una
medida de proababilidad.

Vamos a construir ”"a mano” la medida puntual de Poisson A. Para esto nos inspiraremos
del Proceso de Poisson en R .

Sea Z una v.a. de Poisson con pardmetro v(S), que corresponderd al nimero de puntos
aleatorios que hay en S. Sean (Yg)ieN\{o} v.a. ii.d de ley l;(((?)), independientes de Z.
Definimos entonces la medida puntual N por

Z
N => 6y,
1=1
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ed decir N'(A) = Zizzl 14(Yj). Veamos que es una medida puntual de Poisson. Para cada
Ay..., A, € Y una particién de S, y nq,...,n, € N tales que n; + - - - + n,, = n tenemos

PN(A1) =n1, ..., N(An) =nm) =P (N (A1) = n1, ... ,N(An) = nn|Z =n))P(Z =n)
=P <Z1A1(Yj) =n1,..., > 14,(Y)) :nm> P(Z = n)
=1 =1

la dltima igualdad dado que (Y7,...,Y,) son independientes de Z. La v.a.

M = (Z; 1A1(19),...,;1Am(5/3)>

cuenta el nimero de veces que las v.a. (Y7,...,Y),) "cayeron” en cada uno de los conjuntos
Ar..., Ay, Cada Y; cae en A; con probabilidad l:j((‘g")), independientemente de las demas.
Luego M tiene ley multinomial M(n; V,/(é})), ey ”l(/?é’;) ). Deducimos de esto y de la ley de
Z que

H(Af@41)=:n1¢--,ﬁw(4nﬂ ::nnJ =
1% A ni v ’4m Tm v v S n KL v NNV 4] n

J=1

lo que prueba que N(A;),...,N(A;,) son v.a. de Poisson independientes de pardmetros
v(Ay),...,v(An).

Ahora consideramos el caso v(S) = co. Sean (©y,),en una particién medible de S tal que
v(©,) < oo. Por lo recién visto, para cada n podemos construir una familia independiente
{Na},eny de medidas puntuales de Poisson, con cada N, definida en (0,,%,) ( X, es la
o—algebra traza de ¥ en ©,,), y con medida de intesidad v(- N ©y,).

Definamos una medida puntual N en (S, ) por

N(A) =D Nu(AN6y).
neN

Entonces, por el Teorema 3.1 de Superposicién, N'(A) es una medida de puntual de Poisson
cuya medida de intesidad estd dada por

EN(4) = 3 ENa(4N6,)) = 3 (AN 6,) = v(A).
neN neN

0

En todo lo que sigue, (5,3, ) es un espacio de medida y A una medida puntual de Poisson
en (S,) con medida de intensidad v.

El siguiente Teorema entrega una manera de obtener una medida puntual de Poisson a
partir de otra. La demostracion no es dificil y se propone como ejercicio.
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Teorema 3.3 (de Mapeo) Sea (S',%') otro espacio medible y ¥ : ¥ — X' un funcidn
medible . Entonces la familia de v.a.

N ={N(B) = N(E(B))} pes

es una medida puntual de Poisson en (S',3') con medida de intensidad v definida por

5(B) = v(T-(B)).

Nos interesaremos ahora en estudiar algunos ”funcionales” de una medida puntual de Pois-
son, de la forma

N, ) = /S F(@)N (dz)

es decir, la suma del los valores de la funcién medible f : S — R en los 4tomos de N.

Un resultado fundamental sobre medidas puntuales de Poisson, es que se puede caracterizar
de manera simple una clase de funciones tal que, para toda f positiva en esa clase la integral
¢/r a N converge casi sequramente , y para toda f positiva fuera de la clase la inegral diverge
casi sequramente.

Més atin, en los casos en que la suma [g f(2)N*(dx) esté definida c.s. podremos precisar
su ley.

Comencemos con un caso sencillo. Sea f una funcién ”simple positiva”, es decir, tal que que
existe una familia finita A;,..., Ay, € ¥ disjuntos, con v(A;) < oo, y reales ai,...,q, >0
tales que

f(x) = Zaj]‘Aj ().
=1

Entonces (N, f) = >, a;N(4;) y, tomando esperaza, tenemos

E(N, f) =) av(Ay) = | fz)v(dr)

Para f > 0 medible general, tomando (fx) una sucecién de funciones simples postivas tal
que fr " f cuando k — oo, vemos que la igualdad anterior también se cumple en este caso.

En particular, si f > 0 pertenece a L'(S, %, v), entonces
(N, f)y <oo es.

Ademds, gracias a la independencia de las v.a. N'(A4;) y la férmula para sus tranformadas
de Laplace, obtenemos

m m

E(e= ) = T BV 0) = [Jexp (~v(4;)(1 - ).
j=1 j=1
Es decir,
E(e=N) = exp | — Z(l —e Y)v(Aj) | =exp (—/ 1- ef(m)l/(dx)>
i=1 S
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Si f es ahora una funcién medible positiva cualquiera, tomando (fx) funciones simples
postivas tal que fi ' f cuando k — o0, se tiene

E(e~WIe)y 5 E(e= ™) y exp (—/ 1- e_f’“(x)u(dx)> — exp (—/ 1- e_f(”)u(dx)>
S S

(el primer limite por convergencia dominada, el segundo por convergencia monétona).

La igualdad
E(e W) = exp <—/ 1- e“f(x)y(da?)> . (1)
S

es entonces valida para toda funciéon medible f positiva y todo real u > 0, incluso si la
integral [o1— e~ @)y (dxr) = co. En ese caso, el lado derecho es idénticamente 0, y por lo
tanto E(e *WV-f) = 0, lo que equivale a (N, f) = oo c.s.

La férmula (1) se conoce como férmula exponencial y tiene varias apliaciones.

Por ejemplo, permite caracterizar si una ”medida puntual aleatoria” es una medida puntual
de Poisson:

Teorema 3.4 Caracterizaciéon de una medida puntual de Poisson Sea (S, 3, v) es-
pacio de medida. Sea

N ={N(4): Q- NU{oo}}, s

una familia de variables aleatorias tal que para todo w € €,
N(w,-): ¥ — NU{oo}

es una medida puntual en (S,X,v). Entonces N es una medida puntual de Poisson con
medida de intensidad v ssi para toda funcion medible f > 0 se tiene

E(e=NI) = exp (- /5 1— ef(x)y(dx)> .

Demostracién Ya probamos que la condicién es necesaria. La demostracion de la sufi-
ciencia similar. En efecto, tomando f de la forma

f(z) =) ajla,(x)
j=1

con Ay, ..., A, € ¥ disjuntos, v(A;) < 00,y a1,...,qy, > 0, por calculos previos y gracias
a la inyectividad de la Transformada de Laplace vemos que las v.a. N (A1), ..., N(A;,) son
Poisson independientes de pardmetros v(A1),...,v(An).

O

Usaremos ahora la férmula exponencial para probar un resultado general sobre convergencia
casi segura de sumas del tipo (N, f):

Teorema 3.5 Sea f : S — R medible. Entonces, la suma (N, f) es absolutamente conver-
gente con probabilidad 1 si y solo si

/ min{1, |f()[}v(dz) < oo.
S
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Demostracion Necesitamos probar que <N, |f’> < 00 ¢.8. ssi fS min{l, ’f(:[;)”l/(dx) < 00,
Recordemos que

Supongamos que [¢min{1,|f(z)|}r(dz) < oco. Tenemos por desigualdades usuales para la
exponencial que 1 — e~“/@| < min{1,u|f(z)|} — 0siu — 0, y esto estd dominado por
min{1, | f(z)|} para u < 1. Luego, lim,—gexp (— [¢1 — e “W@ly(dz)) = 1. Gracias a la
identidad (1), esto implica que

PN, If]) < o0) =1.

Supongamos ahora que [¢min{l,|f(x)[}v(dz) = co. Entonces, v({|f] > 1}) = o0 o
Js | f(@)[1qf>137(dz) = oo. Por otro lado, para u € [0, 1],

1—e @l > - e ") g1y + (1= e’“lf(x)|)1{|f\<1}

=1-e")1 inf 1
(L= ey + <yg[})’1] ; )u!f(ﬂf)! {71<1)

— eV

donde el inf es estrictamente positivo. Luego, fs 1-— e‘“'f(x”l/(daz) = oo para todo u € [0, 1]
y por lo tanto de (1), P((NV,|f]) < c0) = 0. O

El siguiente teorema nos da la ley de la v.a. (N, f) (cuando la suma converge c.s.) . La
demostracién se hace considerando partes positiva y negativa de f propone como ejercicio:

Teorema 3.6 Funcionales de Laplace y de Fourier de una medida puntual de
Poisson Sea f : S — R medible tal que [¢min{1,|f(x)|[}v(dz) < co. Entonces, su funcion

caracteristica es
E(e #W) = exp </ (i@ 1)V(daz))
S

para todo & € R. Si f >0 la transformada de Laplace de (N, f) es

E(e—u(N,f)) = exp <_/ 1— e_uf(x)y(d$)> .
S

para u > 0. Ademds, si [ |f(z)|v(dz) < oo se tiene

(N, f)) = /S f(@)w(dz)

Var((N, f) = /S £ ()2 (dx)

sea esta integral finita o no.
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4 Ejercicios Propuestos

I. Problemas

1. Sea (N) proceso de Poisson standard en Ry con tasa A y N la medida puntual
aleatoria en Ry definida por

N(]0,t]) = Ny.
Se probard que N es una medida puntual de Poisson con intensidad v(dz) = Adzx.

a) Verifique que la férmula exponencial se cumple para f(z) = 7" | a;14;(x) con
Aq, ..., Ay € X intervalos disjuntos, y aq, ...,y > 0.

b) Pruebe que se cumple también para f funcién continua a soporte compacto.

c) Concluya para f general. Puede usar el hecho que las fucniones continuas a
soporte compacto en R son densas en L!(dz)

2. Sea (V;) proceso de Poisson standard en Ry, y (7},) sus instantes de salto.

a) Encuentre la ley de la v.a L =t — T, es decir "el tiempo trancurrido entre el
ultimo salto anterior a t y t” (Por convencién, en el evento {77 > t} se toma
L =+00.)

b) Sea N/ otro proceso de Poisson en R, independiente de N;. Pruebe que, con
probabilidad 1, N; y N/ nunca saltan al mismo tiempo. (Una forma posible es
utilizar la medida puntual el R? : meeN S(11))-

3. Sea N medida puntual de Poisson en (S,X,v) y A € ¥ con v(A) < oco. Sean
Aj,..., Ay, subconjuntos de A medibles disjuntos. Cudl es laley de (N (A1), ..., N(4n))
condicional a {N(A) = n}?.

I1. Sea V en la medida puntual de Poisson en R de intesidad Adxdy y denotemos por (T},)
sus dtomos. Pruebe que ) n0i7,| ¥ D nen dj1,,|2 son procesos de Poisson puntuales en R
y encuentre sus medidas de inensidad. Deduzca la ley de la distancia del origen al 4tomo
de N mds cercano.

ITI. Proceso de Poisson compuesto Sea N; proceso de Poisson en Ry y (7)) sus
instantes de salto. Sea (Y;,) una sucesién de v.a. i.i.d a valores en R?, independientes de
N;. Se define

Xt = Z Ynl{Tn§t<Tn+1}'
neN

a) Calcule fix,.
b) Pruebe que ) xd7,,y, es una medida puntual de Poisson y encuentre su intensidad.

c) Pruebe que existe una funcién medible f(t,s,x) tal que c.s. para todo t >, X; =
fR+de f(t, s,2)N(ds,dx) y deduzca de aqui la férmula de jiy,.

IV. Procesos puntuales de Poisson marcados y aplicaciones
Sea (S,%) y (5,%) otro espacio medible. Una funcién p : S x ¥’ — [0,1] se denomina
"ntcleo de transicion” si
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a)
b)

Para todo z € S, p(z,-) : ¥’ — [0, 1] es una medida de probabilidad.
Para todo B € ¥/, p(-, B) : S — [0, 1] es medible.

(Podemos pensar que cada punto z € S tiene asociada una medida de probabilidad en X'.)

Sea ahora N una medida puntual de Poisson en el espacio de medida o—finito (5,3, v) y
(T)nen sus dtomos.

Asignamos a cada T}, una "marca aleatoria” Y,, en S’, de la manera siguiente: Para todo
n, condicionalmente a (T1,...,T,), (Y1,...,Y,) son v.a. independientes, cada una con ley

(T, dy).

Definimos una medida puntual aleatoria en (S, S’) por

2)

N* =3 8w

neN

Muestre que para todo m € N,y f: S x S’ — R, se tiene

E (6_ Z::O f(Tn’Y")) =E <exp {Z log / e_f(Tmy)p(Tnu dy) })
n=0 s’

y deduzca que
E (e—<N*,f>) ) <6—<N,f*>)

donde f*(z) = —log [g, e~ @¥)p(z, dy).

Conluya que N* es medida puntual de Poisson en (S x S',¥ ® ') con medida de
intensidad dada por

v*(dz, dy) = p(dz)p(z, dy).

Proceses de Poisson filtrados Suponga que cada dtomo T}, de N se borra indepen-
dientemente, con probabilidad p(z) si T,, = z. Muestre que los dtomos no borrados
constituyen une medida puntual de Poisson y encuentre su intensidad.

Proceses de Poisson coloreados Suponga que a cada dtomo T, de N asigna de
manera independiente un color entre m colores posibles {ci, ..., ¢y}, con probabilidad
p1(z),...,pm(x) si T, = x. Si N es el conjunto de puntos coloreados c;, pruebe
que N1, ... N'™ son medidas de Poisson independientes y explicitar sus medidas de
intesidad.

Suponga que los clientes de un centro comercial llegan segtin un proceso de Poisson
en Ry de tasa A(t), y que circulan por ella de manera independiente hasta que se van.
Suponga que la probabilidad de que un cliente que llega a la hora s se encuentre a
la hora ¢t > s en una tienda determinada es p(s,t). Pruebe que el nimero de clientes
que se encuentran en esa tienda a la hora t es una v.a. de Poisson. Encuentre su
parametro.

Nota: Eso es una generalizacion Teorema de Bartlett para colas (M/M/oo):
las llegadas a un servicio son Poissonianas con tasa «, hay infinitos servidores y los
tiempos de atencién son exponenciales independientes depardametro 3. Entonces , el
nimero de personas presentes en el servicio en el tiempo ¢ es una v.a. de Poisson de

pardmetro A(t) = 3 + (A(0) — %)e*m.
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