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P1.

“ Inestabilidad del protocolo de comunicacion ALOHA?”.

El protocolo de comunicacién “ALOHA” es un conjunto de reglas de acceso a una
red de comunicacién o informética, en la cual hay sélo un canal de acceso y muchos
usuarios deseando un enviar mensaje. (Este es el caso de sistemas como Ethernet y
Wi-Fi). El canal de acceso puede transmitir un mensaje y sélo uno a la vez, y en
instantes discretos o “ranuras” enumeradas por n € N.

A cada instante n, llega una cierta cantidad A,, de mensajes todos los cuales solic-
itaran ser transimitos en la etapa siguiente n + 1.

A su vez existe una “cola” de X,, mensajes que no pudieron ser transmitidos previ-
amente. Cada uno de los X,, mensajes puede o no reintentar acceder al canal al
instante siguiente n + 1.

El canal efectuarda una transmisién sélo si un solo mensaje (que puede ser uno de
la cola o uno recién llegado) requiere ser transmitido. En caso contrario, colapsa (es
decir, no se transmite nada) y todos los mensajes que intentaron pasar se mandan a
la cola.

El objetivo de este problema es mostrar que bajo ciertas hipdtesis razonables, el
nimero X,, de mensajes en la cola es una cadena de Markov , y que el protocolo
ALOHA es “inestable”, es decir, que la cadena (X, ) no es recurrente positiva.

Se denotara por Z, el nimero de mensajes entre los X,, de la cola, que intentard
acceder al canal en la etapa n + 1, y se haran las siguientes hipétesis:

a) (Ap) son variables aleatorias i.i.d, con P(A,, = j) = a;, y tales que ap+a; € (0, 1).
b) Condicionalmente a {X,, =i}, Z, es independiente de (Xo,..., Xp_1).
c) A, es independiente de Xy,..., X, y de Z,.

Se sugiere proceder de la manera siguiente:
i) Sea F,, = o(Xo,...,X,). Para cada i € N,k € {0,...i}, calcule
P(Z, =k|Xo=10,..., Xn-1=tn-1,Xn=1) y P(Z,=FkF,)

en términos de by (i) := P(Z,, = k| X,, =1).
Solucion:
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Primero desarrollemos la probabilidad condicional ocupando la condicion (b),

P(Zn =k, Xo="10,--, Xpn-1=lpn-1,Xpn = Z)

P(Z, = k| Xo =ig,..., Xp=1) =

P(Xo =10,...,Xn 1= in_1,Xn =1)
 P(Zy =k, Xo =0, s X1 = in—1|Xn = )P(X,, = 1)
B P(Xo =0y, Xn1=in_1|Xn = )P(X,, = i)
 P(Z, =KX, = 0)P(Xo =0, X1 = in—1]Xp = 9)
N P(Xo =gy, Xn1 = in_1|Xn = 1)
= ().

Asi se concluye que P(Z, = k|F,) = bp(Xn).

ii) Pruebe que si X, A y Z son v.a. aleatorias a valores en N definidas en un e. de
p. (2,3, P), tales que X es medible ¢/r a una tribu F C 3, y A es independiente
de F y de o(Z), entonces

E(f(X)9(Z2)h(A)|F) = E(g(2)|F) f(X)E(h(A))

para toda f,g,h: N — R acotada.
Solucion:
Como X es F medible, E(f(X)g(Z)h(A)|F) = f(X)E(9(Z)h(A)|F), ahora ocu-
pando propiedades bdsicas de la esperanza condicional
E(g(z)h(A)|F) = E
= E
= E
= E
Con lo que se tiene el resultado.
iii) Justifique la identidad casi segura:
Lixi=5 =H{Xn=j+1,4,=0,2,=1}
+ l{Xn:j7An:07Zn7£1} + l{Xn:ijn:l,Zn:O}

+1ix,=j-1,4,=1,2,#0}

Y L (Xumjk Auk)
k>2

Luego, calcule P(X,,41 = j|F,) y deduzca que (X,,) es cadena de Markov homo-
genea irreducible con matriz de transicién P dada por

iv)

bl(i)ao Sij:i—l,

o (1 —=01(¢))ag + bo(i)a; sij=1,
PI=Y (1= bo()as sij=i+l,
aj_; sij >+ 2.

Suponga que existe una medida invariante 7 = (7(n)),en para P y escriba la
ecuacién que satisface. Luego, muestre que gy := Zf\io 7(1) satisface

N

gy = m(N)bo(N)ar + 7(N + 1)bi(N +1)ag + Y argn -

k=0
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Deduzca que
an (1 = ag) < m(N)bo(N)ar + (N + 1)bi (N + L)ag + gn-1(1 — ao)
y que

7T(N—|—1) > 1—a0—b0(N)a1
7T(N) - bl(N+1)a0

Solucion:

Primero veamos las ecuaciones de las probabilidades estacionarias:

7(0) = w(0)(ag + a1) + w(1)agb1 (1) = 7(0)a1bo(0) + w(1)b1(1)ag + 7(0)ag,

N

a(N) = Y w(i)an—i — 7(N = Darbo(N — 1) — m(N)agby (N)
=0
+7(N)arbg(N) + (N + 1)aghi (N + 1),

ahora probemos las ecuaciones de los qn por induccion.
Es claro de la ecuacion de w(0) que qo cumple la ecuacion. Supongamos ahora
que hasta N — 1 se tiene. Ahora

gy = 7(N)+qn-1
N—-1
= 7(N)+w(N —1)bg(N — 1)as + m(N)bi(N)ag + Z ALqN—1—k
k=0

N
= Y w(i)an—i — 7(N — Darbo(N — 1) — w(N)agby (N)

N—-1
+7(N — 1)bg(N — 1)a; + 7(N)bi1(N)ag + Z ArqN—1—k
k=0
N
= 7(N)bo(N)ay + (N + )by (N + Dao + Y _ argn—i -
k=0
Ahora, como los gy son crecientes
N N
Z akqN-k = Z akqN—k + GogN
k=0 k=1
N
< an—1 Z ay + aogN
k=1
oo
S gn-1 Z ag + aogN

=1
= gn-1(1 —ap) +aoqn,

luego concluimos que

qN(l — ao) < ﬂ(N)bo(N)al + 7T(N + 1>b1<N + 1)a0 + qN_1(1 — ao) s
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7T(N+ 1) > 1—ag —bo(N)a1
AN) © (N + Da

v) Supondremos ahora que, condicionalmente a {X,, = i}, cada uno de los i men-
sajes esperando en la cola intenta usar el canal en instante n+ 1 con probabilidad
v € (0,1), independientemente de los demés i—1. Pruebe que bajo este supuesto,
el protocolo es inestable.
Solucion:
De la condicion se tiene que by () :(li)uk(l — )k con lo que
7T(N—|—1) > 1—ag —bo(N)a1
TF(N) - bl(N—l- 1)&0

— 00, pues ag < 1.

Con esto se contradice el hecho que ), -, m(n) =1, por lo que no pueden existir
probabilidades estacionarias.

P2. Criterio de Foster para recurrencia positiva

Sea E un conjunto numerable. El objetivo de este problema es probar el siguiente
resultado:

Teorema (Foster)

Sea (X,) cadena de Markov homogénea a valores en F con matriz de transiciéon P
irreducible. Suponga que existen una funcién h : £ — Ry, un conjunto finito F' C F,
y € > 0 tales que
Zpikh(k) <oo paratodoi€ F y
keE
sz-kh(k:) < h(i) —e paratodoi & F.
kel

Entonces (X,,) es recurrente positiva.

i) Sea 7 = inf{n > 1: X,, € F} y defina Y}, = h(X,)1{;>,). Pruebe que para
i F, P; casi seguramente se tiene

Ei(Yni1|Fn) < Ei(M(Xn+1)Lrny [ Fn) < Yo — el(rany.
Muestre que E;(Y;,) < oo y deduzca que de lo anterior que
Ei(r) <e 'h(i) V igF.

Solucion:

Es claro que {T > n+ 1} C {7 > n}, por lo que 1i;5p41y < lirsny, luego por
monotonia de la esperanza condicional E;(Yn41|Fn) < Ei(h(Xpnt1)1rony[Fn)-
Ahora, como T es tiempo de parada {T < n} € F, y por lo tanto 1sny es Fo
medible, con lo que

Ei(h(Xn+1)1{T>n}|fn) = Ei(h(Xn+1)|~7:n)1{T>n}'
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Al ser (X,) cadena de Markov

Ei(h(Xn+1)’fn)1{T>n} - EXn(h(Xl))]‘{T>n}
= D Ei(MX))x, -l ron)

JjeEE

= D Ei((X0)) =3 L rony
JEr

= Z <Z h(k)pjk> Lix, =3 r>n)
J¢F \keE

< () = &) 1xu—y Lirsn)
JEF

= > (W) — &) Lix,—jp Lron)
i€E

= (h(Xn) - 6) 1{T>TL}

= Yn - 51{7->n} .

Tomando esperanza

Como E;(Yy) = h(i) < 0o, E;(Y,) < 0o para todo i ¢ F.
Como el limite de E;(Y,,) es decreciente y h positivo, imE;(Y,) = ¢ > 0, y por
lo tanto E;(Yy,) — E;(Yay1) = ePi(7 > n), sumando en n > 0, obtenemos

eE;(1) < Ey(Yy) — ¢ < E4(Yo) = h(i).

ii) Sea j € F. Pruebe que

(1) =1+ p;iEi(r)

idF
y deduzca que
Ej (7' ) < 00.
Concluya el resultado deseado.
Solucion:

Definamos primero la funcion f(i1,ia,...) =inf{j > 1:4; € F} +1, y notemos
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que T]‘{XlﬁF} = f(XQ,Xg, .. )1{X1¢F} Ast

Ej(r) = Ej(rlixiery + Tl{x,¢F})
= Eij(lix,ery) + Ei(T1{x,¢ry})
= Pj(X1€F)+E;j(E;j(tlx,¢ryX1))
= P](Xl €F)+IE ( ( (XQ,Xg,...)]_{X1¢F}|X1))
= Pj(Xy € F) + E;(E; (f(X2, X3, )[X1)1{x, ¢ ry)
= Pj(X1€F)+Ej(Ex, (f(X1,X2,...))1{x,¢r})
= Pj(Xy € F) + Ej((1 4+ Ex, (7)) 1{x,¢ /)
= Pi(X1€F)+Pi(X1 ¢ F) +E; (O Ei(r)1ix,—)
i¢F
= 14+ Ej(Bi(r)lix,—)
it F
= 14+ Ei(7)pji
i¢F
Ast por la parte anterior
E;(r) = 1—|—ZE T)Pji
i¢F
< 14> (e7h()pji
i¢F
< + et ijih(l) < 00
i€ER

por hipdtesis.
Finalmente por la tarea se concluye que (Xy,) es recurrente positiva.

A continuacidn, se aplicard el teorema de Foster a la cadena de Markov (estudiada
en clase auxiliar) definida por:

Xn+1 = (Xn - 1)-1— + Zna

donde las (Z,,) son variables aleatorias en N i.i.d. e independientes de Xy. Se de-
mostrard que si E(Z,) < 1, la cadena es recurrente positiva.

iv) Pruebe que para todo i € N
Ez(Xl) < 00

y que para ¢ suficientemente grande,
Ei(X1)<i—¢

para cierto € > 0 (que no depende de 7). Concluya el resultado.
Solucion:
Sea h = id, es decir h(i) =1, Vi € N. Asi

> pih(k) = pirk =Ei(X1) =Ei((i — )4 + Zo) = (i — 1)3 + E(Z0) < o0
keE keE
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De este mismo modo para i > 2, (i — 1)y = (i — 1), con lo que si F = 0,1 y
e=(1-E(Zy))/2 >0, para todo i ¢ F se va a tener

D pinh(k) = pirk =Ei(X1) <i—e=h(i)—¢,

keE keE

por lo que gracias al teorema de Foster se concluye que (X,) es recurrente posi-
tiva.

Observacion: Se prob6 en auxiliar que (X,) no puede ser recurrente positiva si
E(Z,) > 1. Luego, (X,,) es recurrente positiva ssi E(Z,) < 1.



