Tarea 1. Procesos de Markov. Julio 2007

Profesor: Joaquin Fontbona
Auxiliares: Aitor Aldunate.

Problema I: Teorema de clase monétona funcional
Sea X un conjunto y B(X) el espacio de funciones acotadas f: X — R.

a) Sea H C B(X) un subespacio vectorial tal que

i) H contiene a las constantes

ii) Para toda sucesion creciente { f,, } de elementos de H tal que sup sup |fn(z)| < 0o
neN zeX
se tiene que [ :=lim, . fn € H.

Sea C una clase de subconjuntos de X cerrada para interseccién y suponga que H O
{14 : A €C}. Pruebe que H contiene a {f € B(X) : f es 0(C) — B(R) — medible }.

b) Sea F' un conjunto de funciones a valores reales definidas en X. Se define la tribu
generada por F' por

o(F)=o({f1(C): f € F,C € B(R)}).

Pruebe que
U(F) - O—({ﬂf:lfi_l(ci) : fZ S Ci e ﬂ(R),k € N})7

y que si D es una clase que genera $(R), entonces
o(F)=oc({N f;1(Cy) : fi € F,C; € D,k € N}).

c) Sea H C B(X) como en la parte a) y satisfaciendo ademas
iii) H es cerrado para la convergencia uniforme

Suponga que Hy C H es un subconjunto cerrado para multiplicacién. Se probara que
H contiene a {f € B(X) : f es 0(Hp) — (R) — medible }.

1) Verfique que para todo polinomio p y toda f € Hy se tiene p(f) € H. Deduzca
que para toda funcién continua ¢ : R — R se tiene ¢(f) € H para toda f € Hp.

2) Ayudandose de la sucesién de funciones ¢, (y) := [L A ((y —a) V 0)]%, muestre
que para cada a € R, se tiene 1s-,3 € H. Pruebe también que para todo
ai,...,ar €ERy fi1,..., fi € Hp, se tiene 1{f1>a1:-~~7fk>ak} € H.

3) Pruebe el resultado deseado.



