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PRESENTACION

Estos Apuntes han sido elaborados como apoyo al curso de Calculo Numérico, que se dicta actualmente en
la Escuela de Ingenieria y Ciencias de la Universidad de Chile. Se trata de un curso obligatorio, semestral,
de Plan Comtn, que los alumnos siguen en segundo o tercer ano.

La ubicacién temprana de dicho curso en la malla curricular de la carrera de Ingenieria Civil tiene
varias consecuencias. Por una parte, los estudiantes desconocen los problemas de ingenieria que requieren de
métodos numéricos para su resolucién y por lo tanto carecen de esta motivacién. Por otra parte, cuentan con
una sélida formacién basica en matematicas y conocimientos frescos que, en teoria, les permitirian seguir sin
dificultad todas las demostraciones que aqui presentamos. La cantidad de materia incluida en el programa
del curso y el breve lapso en que ésta debe ser cubierta, no permiten en la practica un desarrollo tan detallado.

El Departamento de Ingenieria Matematica (DIM) ha decidido impulsar la creacién de una Serie de
Apuntes Docentes para los cursos de matematicas de Plan Comin, que faciliten el aprendizaje de estos
tépicos y que recojan la riqueza diversa de una préctica extensa y seria. Este esfuerzo colectivo alberga y
agrega valor al trabajo que aqui se presenta.

Especial mencién merecen los aportes de Regina Mateluna y Eduardo Moreno. A Eduardo debemos el
bello formato final, todos los gréficos, los ensayos computacionales y un entusiasmo contagioso que aligera
la mas pesada carga y convierte las dificultades en ocasién para el ingenio creativo. Regina puso su amable
eficiencia, con el profesionalismo y compromiso que caracteriza a los funcionarios del DIM, en la transcripcién
de los manuscritos.

Otro de los motivos que originaron este Apunte, fue la incorporacién de un Laboratorio Computacional
asociado al curso. En él se desarrolla una actividad complementaria a la docencia en aula, es de caracter
obligatorio, comun a todas las secciones paralelas en que se imparte esta asignatura e incluye una evaluacién.
Se hizo asi imprescindible aumentar la coordinacién entre los profesores, homogeneizando el tratamiento de
los contenidos previstos en el programa.

Esta primera versién del Apunte es apenas un esfuerzo de sintesis para iniciar un didlogo, sobre bases
concretas, entre los profesores que habitualmente dictan el curso de Calculo Numérico, lo que permite confiar
en la aparicién de mejores versiones posteriores a ésta.

Maria Leonor Varas S.
Santiago, Diciembre de 1999.
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CAPITULO 1

ERRORES

A lo largo de todo el curso de Calculo Numérico hablaremos de errores. Todo el cdlculo numérico se trata
de que frente a la imposibilidad de conocer una cantidad o la solucién a un problema tal cual ella es,
condenados a errar, nos interesa saber cual es nuestro grado de imprecision, o de que depende que éste
aumente o disminuya.

Muchos de los métodos numéricos consisten en generar sucesiones que convergen a la solucién del pro-
blema, cuando el numero de términos de la sucesion tiende a infinito. En estos casos, estudiar el método
obligatoriamente significa estudiar el error de no llegar jamds al limite, de truncar la sucesién en algun
término. Este tipo de error, propio del método se llama error de truncacién. Ademds de saber cuanto
error se comete al truncar la sucesién en un término, tendremos que estudiar como evoluciona este error de
truncacion y por lo tanto deberemos definir de manera precisa la velocidad de convergencia, para saber
con cuanto trabajo se mejora un resultado preliminar.

Definicién 1.1. Sea {z,} una sucesién que converge a x, en un espacio vectorial normado. El error de
truncacién n-ésimo sera

en =T — Tn-

Sea {f,} una sucesién de nimeros reales positivos que converge a cero (tipicamente §,, = nl—p para algin
p entero positivo). Se dird que la sucesién {x,} converge con una velocidad de convergencia caracterizada
por un “o grande de £,”, 0(8,), si existe una constante positiva K, tal que al menos a partir de cierto
umbral, Vn > Ny

llenll < KBn.

Otros métodos son tan ambiciosos como para calcular la solucién analitica directamente, como lo hace por
ejemplo el conocido método de Gauss para resolver sistemas lineales (cuya solucién aqui supondremos que
existe y que es unica). Estos métodos no estan libres de error, pues como no podemos trabajar con nimeros
con infinitos decimales, habrd que redondearlos y al manipular (dividir, multiplicar, restar, etc...) estos
nimeros aproximados se producird una propagacién de errores. Hay situaciones (métodos y problemas)
donde un pequeno error inicial se propaga mucho y se obtiene un resultado que difiere del resultado real
mucho mas que la diferencia inicial. Esto se llama inestabilidad. Un ejemplo de problema inestable
es circular por las calles de Santiago en las horas de mayor trafico. Si para llegar a un destino a las 8:30
AM. debemos salir a cierta hora de nuestra casa, sabemos que un atraso de 5 minutos en la hora de salida
puede significar 30 minutos de retraso en la hora de llegada atin optimizando la ruta. En cambio si para



2 CAPITULO 1. ERRORES

llegar desde San Bernardo a la Escuela de Ingenieria usamos la carretera Norte-Sur, tendremos un método
inestable, pues de ocurrir un accidente en esta via se producird un atochamiento de dificil y lenta solucién
en comparacion con otras rutas que tiene salidas alternativas.

Entre los problemas inestables uno de los mas famosos son ciertos sistemas lineales llamados mal con-
dicionados. La solucién de un sistema de dos por dos, geométricamente corresponde a la interseccion de
dos rectas del plano. Si las dos rectas son paralelas o bien coinciden (habra infinitas soluciones) o bien no
se intersectan (no habrd solucién del sistema). En ambos casos las dos filas de la matriz del sistema serdn
linealmente dependientes y por lo tanto la matriz no serd invertible. Pero si estas dos rectas son casi paralelas
(si la matriz es casi singular) entonces habra solucién tunica, pero moviendo muy poco una de las rectas, el
punto de interseccién (la solucién) se desplazard mucho. Esto es lo que ocurre con el sistema del ejemplo
que sigue.

Ejemplo 1. Consideremos el sistema

oo 1ini] (5) = (35)

>, si cambiamos ligeramente la matriz, el sistema

o5 100] ()= ()

tendra por solucién el vector <0> , que difiere mucho maés de la solucién anterior que la perturbacion sufrida

. 1
cuya solucién es <1

por la matriz.

Para cuantificar estas perturbaciones y ser mds precisos habria que tener normas matriciales relacionadas
con las normas vectoriales con las cuales mediremos el desplazamiento de la solucién. Esto serd materia de
otro capitulo posterior.

De los métodos inestables el mdas llamativo, por su inocente apariencia, es la resta de dos numeros
parecidos. Para precisar el sentido de esta afirmaciéon necesitaremos algunas definiciones acerca de como
medimos el error cometido por niimeros que aproximan a otros.

Definicién 1.2. Si 2* es un niimero que aproxima al nimero z, se define el error absoluto cometido
por z*, como

Ea(z") = |z — 27|
y el error relativo cometido por z*, como

o _ |z ="
Er(z™) = BN

Si se conoce una aproximacién z* de un nimero desconocido z y se tiene una cota superior del error
absoluto, es decir, un numero ¢ tal que

entonces se tiene un intervalo de confianza o intervalo de precisién para z,

T E€z" —¢e,z" +e]



Reciprocamente, si se conoce un intervalo de confianza para z, x € [a,b], entonces z* = “T"'b, es la mejor
aproximacién de x con que se cuenta y su error absoluto se acota por

b—a

Eu(z*) < 7

En nuestros cédlculos cotidianos acostumbrados a redondear cifras que nos parecen excesivas o irrelevantes.
Asi, por ejemplo un alumno que aparece en acta con nota 4.0 final pudo haber tenido un promedio desde
3.95 hasta 4.04, lo que redondeado a un decimal (o 2 cifras) se transforma en la nota del acta, cuyas dos
cifras nos resultan significativas. Lo que entenderemos en este curso por cifras significativas (o digitos
significativos) se relaciona con el error relativo.

Supongamos que tenemos un numero real x de n cifras escrito en “notacién cientifica” como
z = s(0.a1as ... a,) x 10¢

con signo s y digitos a; € {0,1,2,...,9} donde a; # 0. Si redondeamos este nimero a p < n cifras
obtendremos una aproximacién z* cuyo error se acota como

1
jo = 2% < (0.0...05) x 10% = - 1077 x 10°

Como a; > 1 entonces

|z| > 0.1 x 10* = 10**

Por consiguiente, el error relativo cometido por z* quedard acotado por

:|x—a:*| %'loa_p—l.lolfp‘

En(z* _
r(@") iz = 1007 2

Definicién 1.3. Un numero z* se dird que tiene ¢ digitos significativos, si

Ep(z*) < = .10,

1
— 2

Obviamente el nimero 10 que aparece en la cota se debe a que acostumbramos a usar una representacién
de los numeros en base 10 y que por lo tanto los digitos que usamos son 0,1, ...,9. Si representdramos los
nimeros en base 2, los Unicos digitos que requeririamos serian 0 y 1.

Ejemplo 2. El ntimero
1011.01 en base 2,
corresponde a

1-2240-2241-2'41-2°40-271 +1-272 =11.25 en base 10.

Una notacién més clara, que identifique la base, seria

(1011.01)2 = (11.25)10.

Los errores en los niimeros se originaran preferentemente en la forma en que los computadores los repre-
sentan y esto no se refiere solo a una base.
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Representaciéon de punto flotante.

Cada computador usa una base 8 preestablecida y representa cada nimero con una cantidad finita de digitos,
p, de la forma

+0.a1as...... ap - B¢

llamada representacién de punto flotante.

Excepto que se trate del cero, los digitos a; pueden tomar valores entre 0 y (8 — 1), con a; # 0,cuando
se quiere tener representaciéon tinica la que se denomina “normalizada”. El exponente a, también tendra un
recorrido limitado; serd un entero, m < a < M. De este modo, la precisién de un computador, quedara
caracterizada por:

La base,
(1.4) el maximo largo de la palabra, p
el rango del exponente, dado por m y M.

El conjunto de numeros representables mediante un computador con estas restricciones es un conjunto
finito y cualquier nimero real que no pertenezca a este conjunto deberd ser aproximado por alguno del
conjunto.

Ejemplo 3. Consideremos el conjunto de numeros representables por una maquina con

p=2
p=3
m=—1
M =1.

Este conjunto serd

4= J0 0111 +0.110 +0.101 +0.100 +0.111-2" +0.1110- 2!
- +0.111-2 £0.110-2 +0.101-2 =+0.100-2 =£0.101-2=' =£0.100-2~"
lo que corresponde a
0 +£I +2 432 i +IL 43
A=
+I +3 £3 41 2 2l
————90009—0—0—0—=F Q Q 0 i
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

Figura 1.1: Representacién de numeros positivos de A

Es bastante evidente que estos nimeros no se distribuyen de manera uniforme en [—%, %] y que si se
quiere aproximar % por un nimero de A, se cometerd un error mucho mayor que si se aproxima 3% por un

numero representable por esta maquina.



Todo niumero cuya representacién de punto flotante requiera de un exponente mayor que M, serd consi-
derado oo y el programa avisard que éste no es un numero (Matlab avisa NaN). Todo nimero cuya represen-
tacién de punto flotante requiera un exponente menor que m serd considerado cero. Por ejemplo si se quiere
invertir una matriz que tenga un valor propio con estas caracteristicas, el programa dird que esa matriz no
es invertible. Para aproximar un nimero no representable (que no pertenece al conjunto finito A) debido a
que su representacién de punto flotante tiene més digitos que p (el maximo largo de palabra admitido), por
uno representable, el computador puede truncar o redondear a p digitos. El error cometido serd distinto,
dependiendo si hace lo uno o lo otro.

Sea x el numero no representable por largo excesivo
z=s-0.a1az...apap41... - ¢, conm < a < Myconse{-1+1}

y fl(x) su representacién de punto flotante de largo adecuado. Entonces el error cometido por fl(x) serd

e por redondeo

EA(fI(z)) = | — fi(2) < 56°77
=@l 1,
(1.5) Er(fl(x)) = T < 55 ;

e por truncacién
Ea(fl(x)) < p*7°
Eg(fl(z)) <87
Hacemos ver que para acotar el error relativo se debe recordar que a; > 1y que por lo tanto
|z| > 0.1-p> = ga-t.

A partir de estas relaciones también podriamos generalizar la definicién de digitos significativos de (1.3)
a distintas bases y decir que un niimero redondeado a su representacién de punto flotante de largo admisible,
tiene todos sus p digitos significativos.

Volvamos al problema de los métodos inestables. Supongamos que se quiere restar los numeros z e y de
los cuales se tienen valores redondeados z* e y*.

Ejemplo 4. Sean
x = 1234566.5 ¥ = 1234567
y = 1234568.4 ¥ = 1234568.

El error relativo de cada una de estas aproximaciones es

0.5
ER(z") = msor = (0.4...) - 107¢
r(#") = 10315665 = (04+) - 10

0.4
= _(0.3.)-107.
r(U") = To3a568.4 = (0310

Es decir se trata de aproximaciones con 7 digitos significativos, segin la definicién (1.3). Como

z=y—xz=19 y 2" =y* — " =1,

entonces, el error relativo de la resta serd Egr(z*) = % = % = 0.4..., es decir z* es una aproximacién
con apenas 1 digito significativo. La pérdida de precision que ha ocurrido es de 6 digitos significativos o

equivalentemente, corresponde a un aumento del error relativo de 10° veces.
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Propagacién de Errores.

Si se desea evaluar una expresién que depende de n nimeros z1,Zs, ..., Tn, que solo se conocen de manera
aproximada como 27, 23, ..., 2, entonces el error cometido por cada una de estas aproximaciones A; = z; —z],
contribuira al error de la expresion final

2 — ¥ = (10(1‘1,:1?2, ,l’n) — 30(:17;;-7:;) :x;)

Si las segundas derivadas parciales de ¢ son continuas entonces, desarrollando en serie de Taylor se tendra
que 3¢ en el segmento que une ambas n-tuplas, z = (21, T2, ..., )  y o* = (2}, 23,..., 2}, tal que

. Op
z=2z ;3 A+Z

3,j=1

ax,ax j Aildj.

Si los errores A; son pequefios podemos despreciar los términos cuadraticos y estimar el error resultante
como

(1.6) z—2"m

]:

X

.

1

En la evaluacién de ¢ hay una segunda fuente de error que no se ha considerado en esta expresién. Por
ejemplo si ¢(x1,22) = 1 + T2, entonces el computador aproximard la operacién suma, pues atn si ambos
argumentos son nimeros representables (pertenecen al conjunto finito A) el resultado de la operacién suma
puede no serlo y deberd ser aproximada. Por lo tanto en lugar de obtenerse z* = ¢(z7, 23, ..., ), se obtendra

z = fl(p(x")).

Si consideramos el error producido por cada operacién entonces deberemos preocuparnos del orden en
que se hacen los cédlculos, es decir del algoritmo usado para obtener el resultado de una expresiéon compleja
(no elemental). Por ejemplo si se deben sumar tres nimeros, la asociatividad de la suma no se cumplird
para la suma numérica o aproximada por el computador.

Ejemplo 5. Si ¢(x1,x9,23) = 21 + 29 + 3, cOn

z1 = 0.23371258 - 10~*
29 = 0.33678429 - 10>
x5 = —0.33677811 - 102

entonces, con largo maximo de palabra p = 8 y redondeo se obtienen dos resultados distintos que se comparan
con el valor exacto

Ffl(z1 + fl(zo + x3)) = 0.64137126- 103
FU(fl(x1 + z2) + x3) = 0.64100000- 103
z1 + 9 + 23 = 0.641371258 - 103,

mostrando la superioridad del primer algoritmo.

Para formalizar la influencia en el error del algoritmo utilizado, consideremos que la expresion ¢ se calcula
a través de una sucesién de operaciones elementales

z=p(@) = (eI pO(2)...) =Moo  0p0().

Es evidente que la matriz Jacobiana de ¢ que participa en (1.6), Dyp(z*), serd el producto de las matrices
jacobianas de ¢*) | en el mismo orden en que se componen estas funciones.



Sean

(k1) = H(k) (x(k)),Vk: =0,1,....r, con 29 =z,

El error aportado en cada etapa del célculo sera
A7) A = f1e )~ g ®) (@) =110 @ H) =D G0+ M) (34— oY) (o).
El segundo sumando se aproxima (despreciando los términos cuadraticos como hicimos para obtener
(1.6)) por
D) (ac(k))Ax(k).

Para el primer sumando recordaremos la expresién (1.5) para el error relativo de la representacién de
punto flotando de un nimero y, que permite escribir

fl(y) = y(1 +¢y), con |gy| = Er(fl(y)).

Como (k) (i(k)), generalmente serd un vector, su representacion de punto flotante deberd satisfacer una
ecuacién matricial similar a la anterior,

FUEO ER) = (1 + BED)0 @),
con lo cual en (1.7) se tendra

(1.8) Az B+ R) (7(R)) 4 Do®) () Az R

Despreciando términos cuadraticos del error podemos considerar a la matriz E(*tY como diagonal y
aproximar el primer sumando por

Q1 = E(k+1)$(k+1).

De este modo el aporte de un paso del algoritmo a la propagacién del error serd
(1.9) Az = ap ) + DM (W) Az®)|

y el error acumulado a lo largo de todo el algoritmo (despreciando nuevamente los términos cuadraticos y
recordando que el Jacobiano de la composicién es igual al producto de los Jacobianos) se aproxima como

(1.10) Az~ Az x DO - DO Az + Do(r) - ... - DeWMay + ... + apqs.

Para ilustrar este esquema de andlisis de la propagacion del error revisaremos el ejemplo (5) de la suma,
donde el algoritmo 1 se resume como

0 e B 1 u\ oM
ac:ac(): To —)w(): = —>x():u+v:z.
s To + T3 v

Por lo cual

©_[1 0 0 W _ w_[0 0 _ 0 @ _
Dy [0 1 1]’D‘P 1), B [0 o Rl A R

s = e2(x1 + 2 + x3).
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La propagacién total del error sera

Aﬂ?l 0
Az =[1,1,1] ii; +[1,1] <51($2 +$3)> +ea(z1 + 22 + 73).

El primer sumando corresponde a la propagacién del error establecida en (1.6), es decir, aquella que no
depende del algoritmo de célculo, que es propia de la expresiéon o del problema. En cambio, el error relativo
aportado por el algoritmo 1 serd el médulo de

To + I3
— &1 +éo.
1+ T2 + x3

Como todos los errores relativos usados satisfacen |e;| < e (en caso de redondeo ¢ = %ﬂl_p, y en el caso
del ejemplo § = 10,p = 8) y para el algoritmo 2 se deduce fécilmente una férmula similar de propagacién
del error, cuyo aporte sera el médulo de

1 + X2

———————¢€3 + €4,
r1 + T + 23 3 4
se concluye que la superioridad del algoritmo 1 sobre el algoritmo 2 se debe a que

|22 + 73] |21 + 73]
|£C1 +$2+£E3| |£C1 +$2+£E3|.

Problemas Resueltos.

1. Para calcular z = a® — b? se proponen dos algoritmos
Algoritmo1: n=a+b, mu=a-5b, z=n-p.
Algoritmo 2: n=a-a, mu=5b-b, z=n-—_pu.

Determinar para que valores de a y de b, el algoritmo 1 es superior al algoritmo 2.

Esquema del algoritmo 1

© _ (a) 9 ) _ (a+b\ _ (n) &P o) _  _
€T —<b>—>x _<a—b =\ — " =n-pu==z.

Por lo tanto

o_ |1 1 D) (WY1, o, _ _(ela+b)
Dy —[1 _1],D<p (")=[a —b,a+b], Dp=][2a,—2b], al_(sz(a—b)

Qo = E3Z2

Az = 2aAa — 2bAb+ [a — b,a + b) C;EZ J_r Zg) + e5(a® — b?).

La contribuciéon del algoritmo 1 a la propagacion del error serd
(a® —b*)(e1 + 2 +€3).

Esquema del algoritmo 2:

O <b> EQNON () ELRRE (b) O J



Por lo tanto

1 0 3 0
D (0 = [0 1] , DM (z1)= [0 Qb} , D@ () =[1,-1], EM = [01 0} ;

0 O e1a? 0
Em:k J,E@:&,m=<5>,mzaway%zaw—y%

2
Az = 2aAa — 2bAb + [1, 1] [(1) 201)] <510“ ) +L-1] <520b2> +ea(a® — 7).

La contribucién del algoritmo 2 a la propagacion del error serd

a’e; — b%ey + (a® — b?)es.
Las cantidades a comparar seran entonces las cotas de los aportes en médulo

del algoritmo 1 3ela® — b7
y del algoritmo 2 e(a® +b* +|a® — b?|).

Si 1< ‘;—2 < 3, lo que equivale a que —a® — b%> < 2(a® — b?) < a® + b?, entonces el algoritmo 1 serd
mejor que el algoritmo 2.

. Un tipo especial de error de truncacién se produce al reemplazar un dominio continuo por uno discreto.
Por ejemplo, si en lugar del intervalo real [a,b], dominio de una funcién, f, a valores reales, solo
contamos con una malla

h—
T ={z;}}-y Cla,b], conz; =a+ihy h= -4
n

Si se quiere calcular el valor de la derivada de f en un punto de la malla T', habra que recurrir a una
aproximacion mediante alguna expresién que involucre solo a los nodos de la malla. proponemos dos
alternativas

f(@ip1) — f(2:)
h

J(@ip1) = f(zio1)
2h )

D f(z;) =

Dy f(z;) =

Suponiendo que se trata de una discretizaciéon fina del dominio, es decir, que el paso h es pequenio, y
que la funcién f es muy regular (con varias derivadas continuas), nos interesa saber cual de las dos
alternativas comete un menor error de truncacién.

Desarrollando en serie de Taylor en torno a z;, se tendrd que

2
3& € [zi, i), tal que f(zip1) = fzi) + hf'(zi) + %f”(fl)

y por lo tanto el error de truncaciéon de la primera alternativa sera

Dy f(a) — /(@) = 5 ().

Por otra parte, si la regularidad de f lo permite, se tendrd que existen & € [x;—1, ;] ¥ & € [24, Tit1],
tales que

h? h3
f(@i1) = f(zi) = hf' (i) + 7]“'(3%') - gf"'(fz)

h? h3
F@in) = flai) + hf'(2i) + 5 f"(2i) + gf"'(&)-
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Restando ambas expresiones y dividiendo por 2h, se obtendra

2

Daf(e:) — '(2:) = " (77(&3) + £7(&2).

12

Estas expresiones son vélidas si f' es continua y en tal caso existird un punto intermedio donde el
valor de esta derivada tercera sea igual al promedio f"'(&4) = %(f”’(fz) + f""(&3)) y por lo tanto el
error de truncacién en este caso serd

2

Dafi) - () = 1" (&),

que serd menor que el error de truncacién de la primera alternativa si || f"'||o & || f"||c sobre el dominio

[a, b].

. Sabemos que restar cantidades muy parecidas propaga mucho el error. Una manera de evitar este pro-

blema es transformar la expresién original en otra mateméticamente equivalente, pero numéricamente
mas estable. Si la expresion original es

y la evaluacién se realiza en un punto x donde las funciones G y H toman valores parecidos y del
mismo signo, puede ser ttil calcular
G*(z) — H?(x)

PO =g v 1w

Consideremos el problema de evaluar F(x) = 1 — cos(z) en x cerca de cero.

2
La técnica anterior nos llevara a evaluar F'(z) = fﬁn (2) que es completamente estable.
cos(z)?
. Se quiere evaluar F(z) = sen(z) — cos(z) en z cercano a 7, la técnica del problema anterior no

nos ayudard a encontrar una expresién estable. Se propone en cambio desarrollar ambas funciones
(sen(x),cos(x)) en serie de Taylor, en torno a %, pagar un costo aceptable en errores de truncacién y
ganar en estabilidad.

\/§ \/§ ™ \/§ ™ 2 \/ﬁ ™ 3
sen(e) = —+ (- 7)) - @ - ) -5 @—-7)"+.
\/§ \/§ \/§ ™ 2 \/ﬁ ™ 3
cos(z) = 5 7(35— Z) - T(w— Z) + ﬁ(w— Z) + ...
Si se calcula F(z) = v2(z — T) — 2 (z — T)3 + %(w — 7)° en lugar de F(z), se cometerd un error de
truncacion de
Vi ow,
5000~ 7

para algin ¢ entre z y F, que serd menor en médulo que 107! si [z — X| < 0.1199, a cambio de la
mayor estabilidad de la férmula obtenida.
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Ejercicios Propuestos.

1. De los numeros x,y, z se posee la siguiente informacién

z € [100,100.5], y* = 0.0234 E4(y*) < 0.0006, z* =245 Eg(z*) < 0.03.

;,Cudl de estas cantidades se conoce con mayor precision, es decir, con mas digitos significativos?
2. La pérdida de carga friccional en una tuberia de didmetro D mt. y largo L mt. estd dada por

L&

hy =8
f fD3ﬂ-2g’

donde f denota el factor de friccién, @ es el caudal medido en m?/seg. Considere los siguientes
intervalos de precisién

I(g) = [9.8,9.9]m/seg, I(L) = [100.5,110.5lmt, I(D) = [25.5,27.5)cm.,
I(Q) = [80,90]it/seg.

Considerando que los valores 7 = 3.1415, f = 0.025 son exactos, determine cuantos digitos significativos
deben tener las aproximaciones de todas las variables para que hy se pueda conocer con al menos 5
digitos significativos. Suponga igual distribucion del error y atienda a las unidades. No considere la
propagacion del error debida al algoritmo.

3. Obtenga expresiones estables para evaluar las cantidades

1 1-z o << 1
- ara

1+20 1+a 200 ’

\/ : \/ :
T+ —— — — para z>>1,

x x

1—
1= cos(z) para |z| << 1.
x

4. Sean a, b, ¢ tres nlimeros positivos menores que uno, con N decimales. Se define una operacién producto
sustituto

a*b

como sigue:

sume %10*]\’ al producto exacto de a por b y luego borre las posiciones decimales desde la (N +1)-ésima
en adelante.

(a) Obtenga una cota para |(a*b)*c — abc]|.

(b) ;En cudntas unidades del N-ésimo decimal pueden diferir (a*b)*c y a*(b*c)?

1
5. La funcién tg (%) se puede calcular como tg (%) = + (};2228) ’.

Serd estable esta férmula para 2z ~ 0,2z &~ $7 De ser necesario obtenga una alternativa estable en cada
€aso.
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6. Suponga que tiene un programa que entrega el valor de arcsen, en representacién de punto flotante
con largo de palabra ¢t y para argumentos que sean en mddulo menores que uno, comete un error &,
con |e| < 0.5-10'~t. Dada la relacién

T
arctg(z) = arcsen | ———
) (=)

que permite calcular arctg usando el mencionado programa, interesa saber para cuales valores de x
esta férmula serd estable, estimando el error relativo.

7. Para calcular la varianza de un conjunto de n observaciones se proponen dos férmulas:
n n n
1 1 1
S? = E 2 —nz*|, S%= E (z; — %)%, con T = — E x;.
n
i=1

n—1\*4 n—14
=1 =1

;,Cual de las dos féormulas serd mas confiable?



CAPITULO 2

APROXIMACION DE FUNCIONES

El problema que abordaremos en este capitulo es el de reconstruir una funcién f definida sobre un dominio real
y a valores en IR, a partir de informacién incompleta o bien contaminada por errores. En tales circunstancias
la reconstruccién no podré ser perfecta y por lo tanto se tratard de una aprozimacion de la funcién f. En
cursos de matemaéticas previos a éste se ha resuelto este problema, en distintos contextos. Algunas de estas
soluciones conocidas son:

e desarrollo en serie de Taylor en torno a un punto dado;
e desarrollo en serie de Fourier;

e aproximacion polinomial de una funcién continua sobre un intervalo cerrado, segin el teorema de
Stone-Weierstrass.

Los polinomios serdn nuestra principal herramienta y por lo tanto recordaremos este importante teorema
y su demostracién. Este dice que el conjunto de los polinomios es denso en el conjunto de las funciones
continuas, lo que equivale a decir que toda funcién continua puede ser considerada como el limite de una
sucesién de polinomios, en la norma de la convergencia uniforme.

Teorema 2.1 (Stone-Weierstrass). Sea f : [a,b] = R continua. Ye > 0 3p, polinomio, tal que

Voefa]  |f(2) - pla)] <e.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que [a,b] = [0,1] (si no es asi, mediante el
cambio de variables u = $=%, se obtiene el caso propuesto). Definamos el polinomio de Bernstein de grado

n asociado a f como

n

Bu(fir) =Y <Z>f(g)w’“(1 )k,

k=0

Notemos que para cada z, B, (f;z) corresponde a un promedio ponderado de los valores de f sobre la malla
equiespaciada de (n + 1) puntos en [0, 1]:

n—1

. k., 12
{xk}kzo = {E}kZO = {O’E’E’“' ’1}7

’
n

13
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donde los ponderadores son A\ (z) = (})2* (1 — 2)"* y satisfacen

(2.2a) 0<M(z) <1  Vk=0,1,..,n Vzel01]

<
(2.2b) zn:)\k(ac) =1 Yz € [0,1]
k=0

y son mayores cuando % estd mas cerca de .

Separando los extremos de la sumatoria se obtiene
Bn(f;0)=f(0) v Ba(f;1)=f(),

es decir, el polinomio de grado n, B, (f;x), coincide con f (o interpola a f) en los extremos del intervalo.

(Un ejercicio ilustrativo consiste en graficar estos polinomios para distintos n y con f una funcién de

forma interesante como por ejemplo f(z) = ﬁ en [-5,5] como se aprecia en la figura 2.1).
Como f es continua, se tendrd que es acotada y uniformemente continua en [0,1] y por lo tanto para
todo € > 0 36 > 0 tal que

k k k
1 = tal que |— — 2| < 6, |f(Z) — <
Vae (1] Vo talque |t —al <4, |f(5) - f(@)] <

N ™

y por lo tanto, usando (2.2b)

n

f@) - Bapol s Y 11E) - @} )a -

I§Ii=17<5
£ - swi())da ot
\iiozé
(2.3) <z Xn; (Z) (1 —z)"*
1k —ai<s
+2M kzn; <Z> 2d(1 = z)nh
1k _21>s

M= 1))
con max |f(®)I

Para el primer sumando se tiene por (2.2b)

(2.4) zn: <Z> 2b(1—z)" k< Xn: (’;) 2F(1—2)"k = 1.

k=0 k=0
Ik —a<s

Para acotar el segundo sumando debemos trabajar més. Notemos que |£ — z| > § = (k — nz)? > n?6>
y que se puede demostrar sin mayor dificultad que
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n

3 (k —nz)? <Z> 2b(1—2)" % = an(1 - 2).

k=0

Con lo cual podemos acotar el segundo sumando

AN
[E—
3
=
|

3

)
S—

[V}
/\:
N~

8
=
—~
[Em—Y
|
5]
S—

7

=

(2.5) < =%

Usando (2.4) y (2.5) en (2.3) se obtiene que

(2.6) £) = Balfi)] < 5 +2M — .

Por lo tanto Vn > % se tendra que Vz € [0,1]
|f(z) = Bn(f;2)] <

+ - =¢.

N ™
IR

O

Este teorema no aborda directamente ninguno de los problemas especificos que resolveremos en este
capitulo. De hecho para ajustar un polinomio a una funcién dada, con una precisién € dada, habria que
conocer los valores de f sobre una malla equiespaciada {%}Z:o tan abundante (n tan grande) como resulte
de la condicién que sigue a (2.6) en la demostracién. El polinomio resultante como aproximacién de f
solo coincidira con f en los extremos del intervalo, pero a medida que aumenta n se puede observar como
reproduce cada vez mejor la forma de f. Este tipo de objetivos es propio del Disefio Gréfico Asistido
por Computadores, materia muy interesante que este curso no aborda.

El primer problema que trataremos sera el de aproximar una funcién mediante un polinomio que coincida
con ella en todos los puntos donde se conozca su valor, es decir, que interpole a la funcién f en todos los
puntos z;,i = 0, 1,...,n, tales que se conozcan los valores f(x;). Denotaremos por P, al conjunto de todos
los polinomios a coeficientes reales de grado menor o igual que n.

INTERPOLACION POLINOMIAL

Sean f : [a,b] - IR, una malla T' = {z;}? , C [a,b], y los valores de f y; = f(z;) parai = 0,1,...,n. Se
desea encontrar p € P, un polinomio de grado menor o igual que n, que interpole a f sobre todos los puntos
de la malla T, es decir,

p(x;) = f(z;) =y; paratodoi=0,1,..,n.
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Polinomio Bernstein de grado 4

T T~ T

0.1
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Polinomio Bernstein de grado 30
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Figura 2.1: Aproximacién por polinomios de Bernstein de la funcién
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Este problema tiene solucién tinica si los puntos de la malla T', también llamados nodos de interpolacién,
son todos distintos.

Teorema 2.7. Silos (n+ 1) nodos de interpolacidn de la malla T son todos distintos, entonces existe un
inico polinomio de interpolacién de grado menor o igual que n, p € Py, p(x;) =vy;, Vi=0,..,n.

Demostracion. Probaremos en primer lugar la unicidad. Supongamos que hay dos polinomios de interpola-
cién de grado menor o igual que n, p,q € P,

p(zi) =q(z;))=y; Yi=0,1,...n.
Entonces el polinomio h = p — ¢ serd también un polinomio de grado menor o igual que n que tendra
(n + 1) raices

h(z;) =0, Vi=0,1,..,n.

Pero esto solo es posible si A es el polinomio nulo, es decir p = g.

La demostracién de la existencia del polinomio de interpolacion es constructiva. Sean

—=
—~
8
|
8
<
~—

i=9
(2.8) lni(z) = 22 parai=0,1,...,n.
[T (zi — ;)
i
Se verifica facilmente que Vi = 0,1,....;n
éni € Pn

)

1 sii=k
5"”'(“):5"’“:{ 0 siitk

y que por lo tanto
n
(2.9) Ly(z) = Zyién,i(x)
i=0
es de grado menor o igual a n e interpola, es decir, es el unico polinomio de interpolacién. O

La expresién (2.9) del polinomio de interpolacién recibe el nombre de polinomio de Lagrange y los
polinomios definidos en (2.8) se llaman polinomios de base de Lagrange.

La calidad del polinomio de interpolacién como aproximacién de f se establece en el teorema acer-
ca del error que sigue. Denotaremos por ¢o(zg,1, ..., Tn, ) al menor intervalo cerrado que contenga a
LOyL1y-rey Ly, L

Teorema 2.10. Si f es (n + 1) veces continuamente derivable sobre [a,b], entonces Vr € [a,b] J¢ €
co(xo, 1, -, T, x) tal que
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Demostracion. Consideremos un z arbitrario y fijo en [a,b] (z # z; Vi = 0,1,...,n, pues obviamente
en(z;) = 0) y la funcién definida sobre [a, b]

en(z), donde w(t) = H(t —xj).

R es una funcién con (n + 1) derivadas continuas que se anula en (n + 2) lugares distintos

R(z;)=0 Vi=0,1,...n y R(xz)=0.

Utilizando el teorema de Rolle reiteradamente se concluird que:
existen (n + 1) puntos &} € @o(wo, 1, ..., Tn, ) donde se anula R, R'(¢}) =0,
existen n puntos & € ¢o(zg, T1, ..., Tn, ) donde se anula R”, R"(£?) =0,

existe 1 punto ¢ € @o(xg, 21, ..., Tn, z) donde se anula R, R+ (¢£) = 0, es decir

w™t(g)

o(n ) gy
211) 0 -

en(z) = 0.

Pero e,(t) = f(t) — Lo(t) y L, es un polinomio de grado n, de modo que su derivada (n + 1)-ésima se
anula y resulta

et (t) = f (1),

n

Por otra parte w(t) es un polinomio ménico de grado (n + 1) y su derivada (n + 1)-ésima sera
w™ (€)= (n +1)!
En resumen, en (2.11) se tendrd

o) = DS
" (n+1)!

con lo cual concluye la demostracion del teorema. O

Como consecuencia de este teorema se obtiene el resultado de convergencia que sigue.

Corolario 2.12. Si f es (n + 1) veces continuamente derivable sobre [a,b] y L, es el polinomio de interpo-
lacién de f sobre la malla T' C [a, b], entonces

Vz € [a,b] |f(z) — Ly(x)] < MA™T!,
donde M = sup |f("+tV(t)| y h es el maximo paso, o distancia entre dos nodos consecutivos incluidos los

t€fa,b]
extremos, es decir,

h = max{zo — a,b — z,, 0§?§a§71($i+1 —x;)},

si los nodos estuvieran ordenados (lo que no es un requisito, excepto para facilitar la notacién).
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Demostracion. Segun el teorema (2.10) se tendra que

M n
Vz € [a,b z) — Ly(z)] < ——— sup t— x|
o] 17(0) = L@l < gy zom TT1e =

El supremo que aparece en esta expresion se realiza en alguno de los extremos del intervalo. Sin perder
generalidad, supongamos que esto ocurre en ¢ = a, con lo cual

n
sup H |t —z;| = |a — zolla — 21]...]a — 2p| < h-2h...- (n+ 1)h = (n+ 1)!A"H
tE[a,b}jZO

Notas:

2.13. La malla T que produce la menor cota de error es la malla equiespaciada, es decir aquella en que los
nodos se distribuyen uniformemente en el intervalo [a,b] y por lo tanto el mdximo paso es el menor posible,

h = z—T%’ zi=a+ (i+1)h, parai=0,1,..,n.

2.14. El error del polinomio de interpolacion es menor al centro del intervalo y mayor en los extremos. Esta
observacion se basa en el comportamiento del término

jw(@)| = ][ |z — 1.
=0

2.15. la convergencia que se establece en el corolario (2.12) sugiere que densificando la malla T sobre [a, ],
es decir, aumentando el nimero de nodos de interpolacion de modo que el paso mdzximo, h, tienda a cero,
se obtendrd que el error, ey, tienda a cero. Pero esto solo serd cierto si la derivada (n + 1)-ésima de f no
crece con el orden de derivacién mds rdpido de lo que h™t! tiende a cero.

2.16. Como corolario del teorema (2.10) se tiene un resultado de exactitud. Si f € P, entonces el error
cometido por el polinomio de grado menor o igual a n que lo interpola sobre la malla T serd cero (debido
al factor f(”H)(f)), es decir, f y su polinomio de interpolacion coinciden (el polinomio de interpolacion es
exacto). Este resultado es en extremo evidente debido a la unicidad del polinomio de grado n que pasa por
(n + 1) puntos dados. Lo que nos interesa recalcar aqui, es que este hecho sea explicito en la expresion del
error dada en dicho teorema.

2.17. La expresion del error dada en el teorema (2.10) tiene gran similitud con el error del polinomio de
Taylor de grado n, T,. De hecho, si colapsdramos todos los nodos de la malla T en un solo nodo x¢ (el
teorema de existencia y unicidad del polinomio de interpolacion prohibe expresamente la repeticion de nodos
que aqui proponemos), entonces la expresion del error dada en el teorema (2.10) coincidiria completamente
con el error del polinomio de Taylor. Esta observacion sugiere que el polinomio de Taylor es un polinomio
de interpolacion con nodos repetidos xo = X1 = ... = T, Y que al repetir nodos de interpolacion se obtiene
interpolacion de derivadas, puesto que Tr(Lk) (z0) = f¥)(x0),Y0 < k < n. Esta similitud es suficientemente
interesante como para estudiar el comportamiento del polinomio de interpolacidon cuando los nodos tienden
a colapsarse.

2.18. El conjunto de polinomios de grado n, {{y ;}7_q, definido en (2.8), forma una base de Py, muy distinta
de la base candnica; todos los elementos de la base son polinomios del mismo grado (en cambio en la base
candnica son todos de distinto grado) y no se pueden definir cuando los nodos se repiten. La ventaja
que compensa estas deficiencias es la extrema simplicidad de los coeficientes de la combinacion lineal que
representa al polinomio de interpolacion en esta base (los valores y;,¥i = 0,1,...,n). De estas dos iltimas
notas surge el interés por contar con una base de P, formada por polinomios que estén definidos para nodos
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repetidos, que sean de distinto grado y que permitan escribir la combinacién lineal que representa al inico
polinomio de interpolacidn con coeficientes simples de calcular. La base de P, que satisface todos estos
requisitos es la base de Newton asociada a la malla T, definida por

n—1

(2.19) {1, (z — 20), (x — 7o) (x — 71), oy [[ (= — )}

=0

Los coeficientes del polinomio de interpolacion en esta base son conocidos y se llaman diferencias dividi-
das.

Definicién 2.20. Dada una coleccién cualquiera de puntos distintos {¢;},, se definen las diferencias
divididas por recurrencia como

o f[t;] = f(t;) serd la diferencia dividida de orden 0 en ¢; Vi =0,1,...,m.

o fltistiz1, - tivk] = f[t”l""’ti;rfl;fy"""’ti+’°‘1] serd la diferencia dividida de orden %k en

ti,ti+1,. .. ,tiJrk, vk Z 1,Vi = 0, 1, ey — k.

Los célculos de estas diferencias divididas se ordenan en un arreglo triangular

to Yo
> f[tO’ tl]
t Y1 > flto,t1,12]
> f[tl, tQ] :
to Y2 :
tmfl Ym—1
> f[tm—la tm]
tm Ym
) ) )
orden 0 orden 1 orden 2......

Tabla 2.1: Tabla de Diferencias Divididas

Si bien la definicién de las diferencias divididas dada en (2.20) facilita su célculo ordenado y permite
establecer varias propiedades, hay importantes propiedades que se deducen de una expresién que suele
usarse como definicién alternativa a la que hemos privilegiado. Por esta razén serd ella quién encabece la
lista de propiedades que sigue.
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Propiedades de las Diferencias Divididas.
Propiedad 2.21.

w_ flx)

flze, zig1, - Tigp) = Z s )
=t 11 (w5 — zp)

p=i
P#J

Propiedad 2.22. las Diferencias Divididas son invariantes bajo permutaciones de los nodos en que se basan,
es decir, el orden en que aparecen los argumentos x;, 1, ..., £i+k, €8 completamente irrelevante.

Propiedad 2.23. Las (n + 1) Diferencias Divididas f[zo], f[zo,21], ..., f[Z0, %1, ..., Z,] son los coeficientes del
polinomio de interpolacién en la base de Newton de P,,, dada por (2.19). Es decir, definiendo por recurrencia
los polinomios de Newton

No(z) = flxo]

k—1
(2.24) Ni(z) = Nj—1(z) + flzo, @1, . 7] H(gg —x;) V1<k<n.

i=0 B
El polinomio N, (z) serd el polinomio de interpolacién de f sobre la malla T'.
Propiedad 2.25. Si f tiene k derivadas continuas en [a, b] entonces existe
§ €CO0(Ti, Tit1, s Tivk)

tal que

IG)

flas, Tig1s - Tigr) = I

(Hacemos notar que si k = 1 se tiene el teorema del valor medio y por lo tanto este es un T.V.M.
generalizado).

Propiedad 2.26. Si f € P,, entonces todas las Diferencias Divididas de orden mayor que n, basadas en
cualquier conjunto de nodos, serdn nulas.

Propiedad 2.27. Definiendo las Diferencias Divididas con nodos repetidos como el limite cuando todos los
demds nodos tiende al primero se cumple que, si f tiene k derivadas continuas en una vecindad de xo,
entonces

_ f(k) (z0)

f[ﬂfo,l‘o,...,ﬂfo] T
N———— !

(k+1)veces

Demostraciones. Algunas de las propiedades anteriores son consecuencia directa de las previas, como por
ejemplo (2.22) que se deduce de la expresién dada en (2.21), asf como (2.26) y (2.27) se deducen de (2.25).
Las propiedades restantes se demostraran por induccién.

Comenzaremos por demostrar (2.21).
Si k = 0 la afirmacién es evidentemente cierta.

Supongamos que la afirmacién es cierta para (k — 1) y probemos para k. Por definicién

1
flTi wivr, oy Tign] = ———{f[Tiv1, o Tign] — flTi Tiv1, s Tiprl}
LTi+k — T4
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Usando la hipétesis de induccién se tendra que

i+k itk—1
_ 1 S f(z;) ' f(z;)
fos@ivtsntinn] = e D o= X G
Titk — T | .= —
=t I (@ — ) =t I (w5 — =)
\ "ot oy
(
__ 1 f(@ivk)
Tipp — x; | THESL
(Titk — Tp)
\ p=i+1
k=1 1 . )
+ Z F@) | =gz T k-1 T ik
J=irl IT (zj—=p) [T (z; — =) [ (zi—ap)
p=ida p=i p=i+1
P#] P#]

de lo cual se obtiene facilmente la expresién propuesta.

Con el fin de demostrar (2.23) probaremos por induccién sobre k que Vk el polinomio de grado k, Ny (z),
interpola a f en xg, 1, ...,z y por lo tanto es el unico polinomio de interpolacién asociado a estos datos.

Si k =0 es claro que Ny(z), definido en (2.24) interpola a f en zo.

Supongamos que Nj_i(z) interpola a f en xg,x1,...,2k—1 y probemos que Ni(z) interpola a f en
L0y L1ywey Lk -

De la definicién dada en (2.24), se ve facilmente que

k—1
Vji=0,1,..,k =1, Ni(z;) = Ne1(z;) + flzo, 21, zi] [[ (2 — )
=0

= Np-1(z;)
= f(z;), por hipétesis de induccién.

De este modo todo lo que resta probar es que Ni () = f(zg)-

La hipétesis de induccién dice que Ni—_1(x) es el dnico polinomio de grado (k — 1) que interpola a f en
los k nodos zg, 1, ...,Zx—1, y por lo tanto se le puede expresar como el polinomio de Lagrange
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Usando esta expresion y la propiedad (2.21) se tendra que

i=0 p=0
i#j P#J
k—1 b1
1 =) T (g — )
i#j i=0
= flo) + 3 f@) {35 + 5
7=0 (xj —zi) ] (x5 —mp)
i=0 p=0
i#j P#J

= f(zk).

Hemos probado asi que N, (z) interpola a f sobre la malla T' como se afirma en (2.23).

Para demostrar (2.25) basta estudiar el error cometido por el polinomio de interpolacién usando la
expresion de Newton. Probaremos que

n

(2.28) f(x) — Nyp(x) :H(w—zi)f[zg,zl,...,acn,ac].

i=0

En efecto, dado z cualquiera en [a,b] (obviamente x # z;,Vi = 0,1,...,n) consideraremos la malla de
(n+2) nodos T =T U {z} y el polinomio de interpolacién de grado (n + 1) correspondiente

n

Nnt1(t) = Nu(t) + flzo, 21, .0, Tn, 2] H(t - ;).

i=0

Por construccién, este polinomio interpola a f en t = z, es decir,

n

f(ilf) = Nn+1($) = Nn(l') + f[mo,l'l, ...,l‘n,ﬂf] H(ﬂf - l’i),
i=0
lo que prueba (2.28). Hemos encontrado as{ una nueva expresién del error del polinomio de interpolacion,

para el cual contdbamos con el teorema (2.10). Juntando ambos resultados obtenemos que si f tiene (n+ 1)
derivadas continuas en [a, b] entonces I¢ € ¢o(xg, 1, ..., Tn, ) tal que

n f] @ =0s(g
en() :f[x(]axl:"'amnax]g(m_xi) == (n+1)!
y por lo tanto
(n+1)
f[l'o,l‘h---,ﬂ?mﬂf] = f(’n,Tl()é;)

Como n es arbitrario y podemos incluir el punto z, cualquiera, en la numeracién de los nodos, se concluye
la demostracién de (2.25). O

Notas.

Los nodos zg, 1, ...,Z, no estdn obligados a seguir ningin orden y ademés hemos probado que las
diferencias divididas son invariantes bajo permutaciones de los argumentos. Sin embargo las diferencias
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divididas que participan en el polinomio de interpolacién corresponden exclusivamente a la diagonal superior
de la tabla (2.1) y los polinomios de la base de Newton también privilegian un orden. Es decir, una vez que
se ha decidido un orden debe ser respetado tanto en la confeccién de la tabla de diferencias divididas como
en los polinomios de base.

La expresién del polinomio de interpolacién de Newton dada por recurrencia en (2.24) corresponde a

(2.29)
Nu(x) = f(20) + flzo, 1](T — 20) + flT0, 71, 22] (T — T0) (T — 1) + ... + flT0, 71, .+, Tn] H(m — ).

En los Problemas Resueltos 3. y 4. se proponen alternativas practicas para usar del modo mas provechoso
esta libertad en la eleccién del orden de los nodos.

La propiedad (2.27) resuelve el problema de la repeticién de nodos y permite relacionar el polinomio de
Taylor con el polinomio de interpolacién como se muestra en el problema 2. . En el problema 6. se muestra
como utilizar esta relacién para satisfacer condiciones de interpolacién diversas.

Los seis problemas que se resuelven a continuacién tienen por finalidad extraer consecuencias practicas
de resultados aparentemente tedricos, establecidos previamente.

Problemas Resueltos.

1. Considere los datos de la tabla que sigue y calcule el polinomio de Newton del mayor grado posible.

zi: -2 -1 0 1 2 3 4 5
flz): 0 —4 0 0 8 60 216 560

i Puede estimar el error cometido?

2. Compare el polinomio de Newton de grado n y el polinomio de Taylor del mismo grado en torno a
xo- Utilizando la propiedad (2.27) muestre que el polinomio de Taylor es un polinomio de Newton con
nodos repetidos.

3. Considere la base de P,, siguiente

Encuentre la expresién del polinomio de interpolacién de grado n en esta base.
4. Considere una tabla ordenada (zo < 21 < ... < &n) y extensa (N grande).

ZT; : i) I N

fli) s f(zo) [f(z1) - flan)

Se desea aproximar f(z) por Ny(z) con n << N y z estd ubicado aproximadamente al centro de la
tabla

T < T < Tixqq coOn it~ N/2

. Cudl serd la mejor estrategia para calcular N, (z)? Utilice esta estrategia para calcular N3(0.5) en el
ejemplo del problema 1.
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5. Demuestre que Vn Y ¢, ;(z) =1, donde £, ;(x) corresponde al i-ésimo polinomio de base de Lagrange
i=0
de grado n definido en (2.8) .
6. Considere conocidos los siguientes datos:
o <21 < T2 < T3
f(@o), f'(z0), f" (w0), f(a1), f(x2), f(23). f'(w3).

Calcule el polinomio de Newton de grado 6 que interpola todos estos datos, es decir,

Nﬁ(mz) :f(xz)a V’LZO,].,2,3
Né(xz) :f’(xi)a parai:ovg
Ng' (zo) = f"(20)

y pruebe que si f es 7 veces continuamente derivable, entonces el error cometido es

(7)
eg = (x — x0)*(x — 1) (x — 22) (x — 13)2% para algin & € [z, z3].

Compare el error en cada uno de los subintervalos

(.’Eo,.’El), (171,(172), (.’EQ,.’Eg).

7. Considere el problema de construir un acceso a un paso sobre nivel de altura h sobre un camino plano,
a partir de un punto que estd a distancia £ como lo muestra la figura.

La subida no debe tener pendiente mas pronunciada que el &ngulo de 45° y los empalmes deben tener la
suavidad correspondiente a primera derivada continua. Debemos encontrar la funcién que representa la
subida y determinar la distancia minima ¢ a la que ésta debe comenzar para que la pendiente satisfaga
la restriccién impuesta.

Desarrollo de los problemas.

1. En primer lugar construimos la tabla de diferencias divididas asociada a los datos dados:
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zi  f(@i)
-2 0
> -4
-1 -4 > 4
> 4 > =2
0 0 > =2 > 1
> 0 > 2 > 0
1 0 > 4 > 1 > 0
> 8 > 6 > 0 > 0
2 8 > 22 > 1 > 0
> 52 > 10 > 0
3 60 > 52 > 1
> 156 > 14
4 216 > 94
> 344
) 960

Ny(z) =—4(z+2)+4(z+2)(xz+1) -2z +2)(z+ 1)z + L(z+ 2)(z + 1)z(z — 1).

Como no sabemos de f nada més que los datos de la tabla, no podremos acotar el error cometido.
Una manera de estimar el error, cuando se tiene una tabla mas extensa que lo que se utiliza para
construir el polinomio de grado n, es con el término siguiente es decir,

n

(2.30) en(z) & H(ac — ;) fTo, T1, o, Tny Ty ].

i=0
En nuestro caso
es(z) ~ 0.
Una diferencia dividida nula no significa nada en particular. En cambio, si la tabla es extensa y si
a partir de cierto orden k todas las diferencias divididas se anulan, entonces se tendrd que f es un

polinomio de grado (k — 1). En el caso de nuestro ejercicio, efectivamente, los datos corresponden a
f(@)=(x—1)2z(z+2) € Pyyesz) =0 Vaz.

2. El polinomio de Taylor de grado n en torno a zq es

2 /" (@0)
2!

n " (o)

To(z) = f(xo) + (z — zo) f'(z0) + (z — 20) nl

+...+(x—xz0)

De la propiedad (2.27) tenemos que
To(z) = flzo] + (x — o) f0, 20] + (2 — 20)* f[w0, 20, To] + ... + (& — 20)" f[20, T, ..., 0]
—— ——
(n+1)veces

lo que coincide con el polinomio de Newton de grado n correspondiente a la malla T' = {x;}, con
ri=z¢9 Vi=1,2,...,n.

3. El polinomio de interpolacién en esta base corresponde al polinomio de Newton que resulta de ordenar
los nodos al revés

Tnp Tp—1 Tp-2 T Zo

o oo bl

Zo T T2 In—-1 Tn
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y sera
(2.31) Np(z) = flza] + (@ — 20) flzn—1,20] + (2 — 20) (@ — Zp_1) fTn—2, Tn_1, T4)

+...+ H(m — ;) flzo, z1, ..oy T

j=1
y equivale a utilizar la diagonal inferior de la tabla de diferencias divididas. Esta expresién recibe el
nombre de polinomio de Newton atras.

Para ejemplificar y como sabemos que los datos de el problema 1 proviene de f(z) = (z +2)(z — 1)%z,
lo que coincide con N4(z) obtenido antes, calculemos el polinomio de grado 4 en la nueva base de
Newton atras:

Py(z) = 560 + 344(z — 5) + 94(x — 5)(z — 4) + 14(z — 5)(z — 4)(z — 3)
+(x=5)(z—4)(z —3)(z—2)
= 560 + 3442 — 1720 + 94(2® — 9z + 20) + 14(2® — 122* + 47z — 60)
+ 2t — 1423 + 712% — 1542 + 120
=2z — 32> + 24
=z(2® — 3z +2)
=xz(z+2)(z - 1)2

4. La misma idea de reenumerar los nodos puede utilizarse para seguir un camino zigzagueante en la tabla

de diferencias divididas.

Tix—3 Yix-3

> fleg—_3, T 2]
Tix—2  Yix—2 > flri 3,z 2,74 1]
> flepw—2, T 1] >
Tix -1 Yir—1 > flzi—2, @i 1, 27]
> f[.’L'i*_l,CUi*] >
Ty Yi= > flee—1, T, T4
> flwie, is 1] > flri 1, T, Tie g1, Tis 2]
Tix41  Yir41 > flie, i1, Tis g2]
> flTicg1, Tieg2] >
Tiego Yo > flriq1, Tie g2, Tis43)

> flzicta, Tie13]
Ti*43  Yi*43

La reenumeracién de nodos segiin su cercania a = serd

Tjx  Tijr41  Tix—1 Tix42 Tijx—2  Tix43
3 $ 3 $ $ 3

T T T2 T3 T4 Ts
y la expresién del polinomio de interpolacién, que se llamard de Stirling, es
(2.32) Np(x) =y + (x — x4 ) flwi, @i 1] + (2 — T ) (@ — Tirg1) f@ie s T 1, Tie 1] + -
+ (=i ) (= Xirg1) e (T — Tiw—g) FlTix s Tin g1, Tix 1, ooy Tix — gy Tix —_p]

con

(n+1) (n—1)

p=n/2 q=-3 sim es par
p=—"—5~ q=-—— sinesimpar.
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En el caso del problema 1 con x = 0.5

Ny(z) = -2z(z —1)+2z(z—1)(z+ 1) + lz(z — 1)(z+ 1)(z — 2)
=z(z —1)*(z +2)
N4(0.5) = 5/16.

5. Se tiene:
n n
Zénﬂ(:ﬂ) = Zyzém(ax) si Yi = 1 Vi= 0, 1, . n
i=0 i=0
Es decir, Z lni(z) = Lp(z) si f(z;) =y; =1 Vi=0,1,...,n, corresponde al polinomio de interpo-

laciéon de Lagrange de grado n que interpola a la funcién constante f(z) =1 Vz € R.

Pero esta funcién f € Py y Vn > 0 el polinomio de interpolacién serd exacto, es decir

L,(z) = f(z) Vze R.
Asi

Zﬁnl(m) =f(z)=1 Vz€ R.

6. De la analogia con el polinomio de Taylor y por la propiedad (2.27) se propone construir la tabla de
diferencias divididas con nodos repetidos:

zo  f(2o)
> f'(zo) )
T f(:l?o) > I (zo) (;0)
> f'(x0) > flzo, xo, w0, 1]
zo  f(wo) > flwo, zo, 1] > flzo, xo, o, T1, x2)
> f[.’Eo,.’El] > f[.’Eo,.’Eo,.’El,.’EQ] >
1 f(21) > flzo, 21, 72 > flwo, w0, 71,72, 23]
> flr1,22] > flzo, 21,72, 23] >
Ty f(x2) > flxy, 22, 3] > flwo,x1, 72,73, 23]
> flwe, 23] > fla1, 2, w3, 23]
z3  f(x3) > flz2, x5, 23]
> f'(zs)
r3  f(x3)

> flxo, o, 0,21, T2, T3]
> flwo,xo, 0,71, 72,73, 73]
> f[x0,$0,$1,1'2,x3,$3]

x0)2f ( )

Ng(x) = f(zo) + (x — o) f'(w0) + (x — + (z — 20)® f[2o, 70, T, 1]
+(x—ﬂUo)S(m—ﬂfl)f[ﬂfo,ﬂvogﬂvoaﬂvhﬂfz] (x—xo)g( —x1)(x — z2) f[%o, %o, To, T1, T2, T3]
)

+ (z — 20)*(z — z1)(z — m2)(z — x3) f[20, T0, T0, T1, T2, T3, T3]
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Se observa ficilmente que

Ne(zo) = f(z0)

No(er) = £(z0) + (o1 — 20)f'(z0) + (o1 — 20)* L) 4 (a1 — )" floo, 20,20, 1]
"(xq To, T, T1] — ”@
— f(-r(]) + (-7:1 _xo)fl(xo) + (331 _-7:0)2f ;' ) + (5171_-7;0)3 {f[ 0 (Oxl_]wo)f }
= f(@o) + (21 — @0) f'(w0) + (21 — @0)* flz0, ¥0, 1]
= Fla0) + (o1 = 20)f(z0) + o — a2 L2 (20))
= f(z1).

Para la interpolacién de derivadas se debe calcular N¢(z).

Ng(x) = f'(z0) + (x — 20) f" (z0) + 3(2 — 20)* f[z0, T0, 0, 71]
+{3(z — 20)*(z — 1) + (z — 20)°} fwo, w0, 20, 1, 2]
+{3(x—z0)?(z—z1) (T —22)+ (z—20)* (x—22) + (x—20)* (. — 1) } [0, T0, T0, T1, T2, T3]
+{3(z—w0)(x—1) (2 —32) (x—23) + (2 —20)* (z—22) (T —23) + (T —w0)* (2 —31) (2 — 3)

(x—xo) (x — )(x—xg)}f[xo,xo,xg,xl,xg,xg,xg].
Derivando una vez més y evaluando ambas expresiones en x, se observa facilmente que
Ng(zo) = f'(z0) y Ng (x0) = f" (o).
Desarrollando cada una de las diferencias divididas y evaluando la expresién de N§ en = z3 se obtiene
Ng(z3) = f'(zs3).
Obviamente el error de este polinomio con nodos repetidos serd

)
o

es(z) = (x — x0)3(x — 23)%(x — 1) (x — )

Si h = Maz{(z1 — z0), (z2 — 21), (3 — 22)} con nodos ordenados, entonces

z € (z0,21) = |eg(z)| < 18R"M
x € (z1,12) = |eg(x)| < 32R"M
z € (22,73) = |eg(z)| < 54h" M,

con M = max |f(7(x)].

z€[xo,23]
Es decir, la cota al centro del intervalo aiin es menor que al extremo derecho donde se agregé 1 condiciéon
de interpolacién (en f'(x3)), pero es mayor que al extremo izquierdo donde se agregaron 2 condiciones
de interpolacién (en f'(xo), f"(xq))-
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7. Sea S(z) la funcién que representa el acceso al paso sobre nivel. Las condiciones de interpolacién de
este problema son4: S(0) = h,S(¢) =0, S’(0) = 0,.5’(¢) = 0. Por lo tanto S puede determinarse como
el unico polinomio de grado menor o igual a 3 que satisface estas cuatro condiciones de interpolaciéon
de la tabla de Diferencias Divididas con nodos repetidas

0 h

> 0
0 h > -4

> -k > 2
£ 0 > &

> 0
¢ 0

De la que se obtiene
h 2h

S(m):h—x2£—2+m2(x—f)-£—3.

La maxima pendiente se obtiene en zg tal que S"(x0) = 0.

h 2h
S'(x) = —2$£—2 + [2z(z — 0) + $2]g_3’
h 2h
S"(z) = _QZ_Q +[2(x— )+ 4:U]Z—3
y por lo tanto
l ) 3h
1130—5, 5(1170)——2—8

Para que la subida no sea mas pronunciada que lo permitido se debe tener que

3h
> —.
£2 2

Interpolacién de Hermite.

Supongamos que se conocen los valores de f y de su derivada f' en los (n + 1) puntos distintos de la malla
T = {z;}1,, es decir, conocemos los 2(n + 1) reales yo, Y1, .--; Yn, Yo, Y1 ---» Y, tales que

yi = f(xi) -
y; — fl(wz) }'L =0,1,...,n.

Consideremos el problema de encontrar un polinomio (de un grado adecuado, que determinaremos luego)
que interpole a f y su derivada en la malla 7', es decir, buscamos p polinomio tal que

Estas son 2(n+ 1) condiciones “independientes” de interpolacién y como dim(Pap41) = 2n+ 2, buscamos
un polinomio p € Pyy,y1. Este polinomio efectivamente existe y es tinico, se llama polinomio de Hermite y
se expresa como

n n

(2.33) Ha@) = 3 yihile) + Y ylh(a),
3 0

i=0 i=
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donde hi,lNLi € Pont1, Vi=0,1,...,n, son tales que

z(mk) = 6
~;(mk):0 Vi=0,1,...,n,
hi(zg) =0 Vk=0,1,...,n,
Px) = b

y se expresan en términos de los polinomios de base de Lagrange, definidos en (2.8), como
hi(e) =[1-2,,

n (i) (z — )] (bni(2))* |, _ .
(2.34) hi(n) = (2 — 23)(€us(1))® } =0,1,..,

Esta construccién prueba la existencia del polinomio de interpolacién buscado. A continuacién probare-
mos la unicidad.

Demostracion de la unicidad del polinomio de Hermite. Supongamos que tenemos 2 polinomios p, q € Papt1
tales que

g=DP—q€ Popt1yg(z;) =0 i =0,1,...,n, es decir, los nodos z; i = 0,1,...,n son raices de g, lo que
implica que g se puede factorizar como

n

y por lo tanto

con w(z) = ﬁ (z —x;).

=0

Pero debido a las condiciones de interpolacién de la derivada se tiene que

y como w(z;) =0Vi=0,1,...,n, se cumple que

(2.35) g (zi) =w'(xi)h(z;) =0 i=0,1,..,n
Pero
(2.36) ZH z—z;) y wi(z)=|[(z;i—z;)#0 Vi=0,1,..,n
k=0 =0 j=0
ik i

De modo que (2.35) implica h(z;) =0 Vi=0,1,...,n, es decir, los (n + 1) nodos xg, x1, ..., T,, son raices
de h € P,, lo que solamente es posible si h es el polinomio nulo, lo que a su vez implica que

9(x) = w(x)h(z) =0 Vz,

que equivale a p(z) = q(z) V. O
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La expresién del polinomio de Hermite dada en (2.33),(2.34), tendrad varias aplicaciones interesantes,
como veremos en otros capitulos.

Por ahora hacemos ver que la funcién auxiliar w(z) y (2.36) permiten escribir el i-ésimo polinomio de
Lagrange, definido en (2.8), mediante la muy cémoda y popular expresién

w(z)

Producto de la propiedad (2.27) y tal como se hizo en el problema 6.- tenemos otra expresién del polinomio
que resuelve el problema de interpolacién de Hermite, como un polinomio de Newton con nodos repetidos,

es decir, basado en la tabla

€Z; . Xy o 1 1 In Inp
f®i) & %o % Y1 Y1 - Yn YUn

Con esta interpretacién del polinomio de interpolaciéon de Hermite podemos concluir la férmula del error.

Teorema 2.38. Si f € C*"*2[a,b], entonces Y € [a,b] 3¢ € ¢o(wg, 1, ..., Tn, x) tal que

~ B n 2f(2n+2)(£)
en(w) = f(z) = Hu(@) = [« = 20 5.

i=0

Demostracion. Seguiremos las mismas técnicas usadas en la demostracién del teorema (2.10) lo que nos

evitard repetir los comentarios y explicaciones. Sea z fijo en [a,b] cualquiera distinto de z;, i = 0,1,...,n.
n

Sea w(t) = [[(x —z:)?y

i=0

Como w'(t) = 3 2(t — ;) ﬁ (t — x;)? se tiene que

i=0 j=0
i
R(wl) =0 1 3 Ly -eey by
R(z;)=0 i=0,1,...,n,
R(z) = 0.
Por el teorema de Rolle tendremos que R’ se anula entre cada par de puntos adyacentes de {zo, ... ,z,, 2z}

((n 4+ 1) veces) ademds de anularse en todos los nodos, es decir, R' se anula en (n+ 1)+ (n +1) = (2n + 2)
puntos distintos.

Como R tiene la misma regularidad de f podemos repetir la aplicacién del teorema de Rolle hasta concluir
que 3¢ € @(zq, x1, ..., Zn, ) donde se anula R"+?)

) (g)

) en(x).

0= REm2(g) = e (¢) -

Pero H,, € Papy1 implica 712 (&) = fC+2)(€) y como @ € Papys €s un polinomio ménico, entonces
w2 (€) = (2n + 2).



34 CAPITULO 2. APROXIMACION DE FUNCIONES

En consecuencia tendremos que

n ! n (2n+2)
7O () - (2n +2)! H(x _ flfi)Qf ()

w(z) (2n + 2)!

Como consecuencia de este resultado se obtiene el correspondiente teorema de convergencia.

Teorema 2.39. Si f € C*"*2[a,b] y h es el mdzimo paso de la malla T = {z;}",, entonces, el error
cometido por el polinomio de Hermite H, se acota en norma de la convergencia uniforme como
n+ 1 | 2 h2n+2
1F = Hulloousy < ot sz - B0 Sy
e (2n +2)! (™2
n+1
con M = || fE" )| a4
80 Int?rpolacion‘de Hermit‘e en mal\a‘ de 11 pun‘wtos Error de Interpolacion de Hermite en malla de 11 puntos
10 T T T T T T T

Error de Interpolacion de Hermite con derivadas en -5,-4,-3,3,4,5
0.05 T T T T T T T

-0.05

-0.15

-0.25

Figura 2.3: Interpolaciéon de Hermite de la funcién ﬁ con dos mallas distintas.
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APROXIMACION POLINOMIAL POR PEDAZOS; FUNCIONES
SPLINE

Una idea muy intuitiva para disefiar una curva que interpole un conjunto de datos {(z;,y;)}; es la de unir
los puntos de abscisas consecutivas mediante rectas:

A

i i i i i

X % R X X%

Figura 2.4: Ejemplo de interpolacién lineal por pedazos

La funcién o que resulta de este método es lineal por pedazos y continua. Claramente es unica, pues existe
una sola recta que una al punto (z;,y;) con el punto (z;11,¥y;+1). Se intuye que si los datos corresponden
a valores de una funcién continua entonces al aumentar el nimero de puntos a interpolar, en el mismo
intervalo inicial, la poligonal deberia converger a la funcién, tal como lo hacen los dibujos generados por
ploteos computacionales. Pero si no se pretende mejorar el aspecto de la curva interpolante por la via de
aumentar los puntos de interpolacion, la alternativa seria hacerla menos quebrada, es decir que tuviera una
o mas derivadas continuas. Esto obliga a aumentar el grado de los polinomios a considerar. ;Coémo se
relaciona el grado con la suavidad y la unicidad de la interpolante? Las funciones Spline de interpolacién
que definimos a continuacién entregan la respuesta a esta pregunta.

Definicién 2.40. Dados una malla ordenada T' = {z;}7_; en [a,b], es decir,a < 21 < 3 < ... <z, < by
los valores y;,7 = 1,2, ..., n, para un natural m, 1 < m < n, se define la funcién Spline de interpolacién
de orden m asociada a estos datos como oy, : [a,b] = IR, tal que

1. om(z) =y, Vi=1,2,...,n,

2. Omlia; a4 € Pam—1 Vi=1,2,....,n—1,

a-m‘[a‘zl] E Pm—17

Um\[zn,b] e Pm—lﬂ

3. om € 0[2;?;]_2'

Note que los polinomios interiores a la malla son siempre de grado impar.

La poligonal dibujada en la figura (2.4) satisface esta definicién con m = 1 y por lo tanto es una funcién
Spline. Para m = 2 se obtiene la méas popular de las funciones Spline, la ctibica por pedazos con dos
derivadas continuas. Esta interpolante se encuentra disponible en todos los software matematicos. Nosotros
mostraremos su construccién y la utilizaremos para facilitar la interpretacién del modelo del cual surgen las
funciones Spline.

La unicidad de la funcién o, definida en (2.40) se obtiene luego de establecer una propiedad de optima-
lidad de gran importancia tedrica y practica: la funcién Spline es una proyeccién ortogonal.
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Siempre que una aproximante corresponda a una proyeccién ortogonal, se tendra la posibilidad de develar
el modelo subyacente, al reconocer el criterio de optimalidad representado por la distancia que ella minimiza y
los grados de libertad o la riqueza del subespacio donde se busca esta solucién optimal. El caso de las funciones
Spline es extremadamente sorprendente e interesante. Como veremos a continuacién, en el problema optimal
resuelto por la funcién Spline la unica decisién a priori que restringird el modelo subyacente, consiste en la
eleccion de la distancia a minimizar. El subespacio donde se busca la proyeccion es el mas amplio posible,
no tiene mas restricciones que la de poder definir correctamente la distancia elegida y por supuesto debe
contener solamente funciones que interpolen los datos dados. En ninguna parte se pide que la busqueda se
limite a los polinomios ni a las polinomiales por pedazos, como se podria suponer.

Definicion 2.41. Se define el espacio de funciones H,, como
b
Hyn = {u: [a,b] = R| /(u<m> (2))2dz < +o0)

y el producto de funciones de H,, como

b
Yu,v € Hyy (U, V) = /u(m) (2)v"™ (z)da.

a

Propiedad 2.42. El producto (-,-),, definido en (2.41) es un semi producto interno en H,,, es decir,
satisface todas las propiedades de un producto interno excepto tener nicleo reducido al cero,

(u,u), =074 u = 0.
Demostracion. Esta propiedad se demuestra de manera directa, probando la conmutatividad, la bi-linealidad
y que

(2.43) Yu € Ho, (U, u)m > 0.
(2.44) (U, W), = 0= u € Pp_1.

Consideremos el subespacio vectorial Iy de H,, definido por
(2.45) Ip = {u € Hplu(z;) =0,Vi=1,2,...,n}
y el traslado de Iy, el subespacio afin
I, = {u € Hplu(z;) = y;,Vi=1,2,...,n}.

(RECUERDE 1Ij es subespacio vectorial pues u,v € Iy = (u —v) € I e I, es subespacio afin o trasladado
de Iy pues u,v € I, = (u —v) € Iy)

La proyeccién ortogonal de la funcién nula o 0 de H,, en el subespacio afin I,, con respecto al semiproducto
(,"Ym, que denotaremos u*, se caracteriza (como es sabido) por

(2.46) el
(u—u",u"yy =0 Vu €,

lo que se ilustra en el esquema que sigue
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Como en toda proyeccién ortogonal, se tiene que ésta realiza una distancia minima, es decir, si definimos
la seminorma inducida por el semiproducto |u|,, = \/{u, u)n,, entonces la proyeccién ortogonal del cero en
I, se caracteriza por ser solucién del problema de minimizacién

2.4 "
(247) [ m = main fulm

A continuacién veremos que o, = u* probando que o, satisface (2.46) y que es unica.

Teorema 2.48. La funcién Spline o,, definida en (2.40) es la tnica solucidn del problema

(2.49) min |ul?,.

u€ly,

Demostracion. Es evidente de la definicién (2.40) que la polinomial por pedazos, o, tiene m-ésima derivada
de cuadrado integrable e interpola los datos, es decir, pertenece a I, y por lo tanto satisface la primera
condicién de (2.46). Para probar que satisface la condicién de ortogonalidad que resta, consideremos una
funcién w € I, cualquiera, y calculemos el producto integrando por partes

b
(u =0, om)m = (@™ =) (2)o () ()], - /(u(m_l) — o) (@)oY (z)da.

m

a

Pero en los extremos o, es un polinomio de grado (m — 1) y por consiguiente
ol (a) = ol (b) = 0,

lo que implica que el primer sumando se anula. Integrando por partes (m —1) veces y repitiendo el argumento
anterior, se obtiene que

b
(= o o) = (—1)(m=D) /(u' — 0" Y @)e @) (3)da.

Como o, es un polinomio de grado (2m — 1) en cada intervalo [z;, z;+1] su derivada (2m — 1)-ésima serd
constante en cada uno de estos tramos y la llamaremos ¢;, a su vez, en los extremos esta derivada es nula
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pues oy, es polinomial de grado (m — 1). De esto se concluye que

n—1 Ti41

(U = O, O ) = (—=1)(m=D Z i / (u' — o) (x)dx
(250) n—1 "
= (D)"Y ci{ul@ing) — om (@) — w(@) + om ()}

i=1
=0,
pues tanto u como o, interpolan los datos.
Hemos probado asi que o, es la proyeccién ortogonal caracterizada por (2.46).
Probaremos ahora la unicidad.

Supongamos que hay 2 funciones que satisfacen (2.46): u,%. Como ambas pertenecen a I, podemos
intercambiar sus roles en la condicién de ortogonalidad (segunda condicién de (2.46)):

De modo que

~ ~12 ~ ~ A~ ~

lo que implica que

Como ambas funciones u, 4 € I, se tendrd que
(@—a)(z;) =0, Vi=1,2,...,n

y considerando que m < n, se concluye que (u — @) es el polinomio nulo, lo que prueba la unicidad de

u* =o,,.

De este modo se tendra que oy, es la unica solucién del problema (2.49). (|

La interpretaciéon de este resultado es particularmente clara en el caso m = 2, la popular Spline ctbica
natural. El teorema (2.48),. en este caso, dice

b b

/(aé’(m))Qda: < /(u”(m))Qda: Vu € I,

a a

lo que significa que de entre todas las funciones que interpolan y para las cuales el cuadrado de su segunda
derivada sea integrable sobre [a, b], 02 es la mas plana posible, la de menores concavidades, la que menos se
flecta, la que minimiza la energia de flexién. Si los datos provienen de una funcién f, es decir, si

f((l?,) = Y4, Vi = 1,2, ey Ny,

entonces o, serd una buena aproximacién de f si f tiene esta caracteristica de tener energia de flexién
pequena. Por el contrario, si los datos muestran grandes concavidades de f, entonces la funcién Spline
corresponderd a un modelo errado, que no se ajusta a un criterio acorde a la realidad. Esta condicién, que
hace depender la calidad de la aproximacién de la adecuacién del modelo a la realidad, deberia reflejarse
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en el estudio del error cometido por la funcién Spline. Efectivamente, el siguiente teorema explicita esta
dependencia al presentar cotas del error que dependen de la energia de flexién de f.

Teorema 2.51. 1. Si f pertenece a H,,, entonces el error cometido por la funcion Spline, medida en
la seminorma de H,,, satisface

(2.52) |f = omlm < [flm-

2. 8ife C’[’Z"b} y si h es el paso mdzximo de la malla T, es decir,

h =max{z; —a,b— x,, 1§1211Sa;(71($i+1 —x;)},

entonces Yk = 0,1, ...,m — 1, existen constantes Cy, tal que

(2.53) 1F® = o8| o) < Crh™ K| -

Demostracion. 1. Si f € H., entonces f € I, y por (2.46) se tendra que

<f - O'm,(fm)m =0

y por lo tanto

|f - O'm|$n = <f —Om, [ — Um)m = <faf _Um>m - <Umaf _Um>m
= <faf>m - <fa0m>m
= £ = lomlm
< |£1;
lo que prueba (2.52).
2. La continuidad de la funcién de error,
e=f—onm
y las condiciones de interpolacién
e(z;)=0 Vi=1,2,..,n

permitirdn usar el teorema de Rolle reiteradamente para concluir que para 1 < k < m—1 existen (n—k)
ceros distintos de la derivada k-ésima de la funcién de error e en [a, b], que llamaremos ¢¥ i = 1,...,n—k,
tales que

e®(ef) =0.
La distancia entre dos de estos ceros consecutivos del mismo nivel k es
& — & < (k+1)h.

Para x cualquiera en [a, D], sea j el indice del cero de la derivada (m — 1)-ésima de la funcién de error
mas cercano de x, es decir

|z — f;-n_1| < mh.
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Por el teorema fundamental del Célculo se tendra que

T

eV (z) = / e(™) (t)dt

&t

y por consiguiente

(2.54) le™ Y (z)] <mh max |e™(t)].
te[¢ ™ al

Sea t el punto donde se realiza el méximo anterior. Por la continuidad de la derivada m-ésima y su
cuadrado, existird una tolerancia § > 0 tal que

Vt € [t — 8,1+ 0]
(e“")(f))?

(elm () >

Integrando entre (£ — &) y (£ + &) la desigualdad anterior se concluye que

i+o b

25 D) <2 [ (M @)2de <2 [0t = 2el,
i—6 a
y por lo tanto en (2.54) se tendra
™D (@) < "L,

Utilizando (2.52) se obtiene
(2.55) e (@) < == flm,
Ve

lo que prueba (2.53) si m = 1. Si m > 2, (2.55) prueba (2.53) con k = m — 1. Para z cualquiera en
[a, b] se elige el cero de la derivada (m — 2)-ésima mas cercano de z. Supongamos que esto ocurre para
el indice j de esta coleccién y utilizando nuevamente el teorema fundamental del Célculo, se tendrd

m— f m m(m — 1)h?
T B
g
lo que prueba (2.53) con k = m — 2.

Repitiendo este argumento m veces y utilizando la desigualdad (2.55) se obtiene finalmente que

13,m
Vz € [a,b]  |e(z)] < %lflm,

lo que concluye la demostracién del teorema.

Observaciones. El teorema anterior entrega un resultado de exactitud:

si lo datos de interpolacién provienen de una funcién f € P,,_1, entonces la interpolante Spline de orden m
es exacta, es decir, no comete error, pues el error estd acotado por |f|m, que en este caso es cero.
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La desigualdad (2.53) permite establecer la convergencia de la funcién Spline de orden m y de sus
derivadas hasta el orden (m — 1) cuando se densifica la malla de modo tal que el paso maximo h tienda a
cero. A diferencia de la convergencia de la interpolacién polinomial en este caso no se requiere ni aumentar la
hipétesis de regularidad de f ni aumentar el grado de los polinomios, pues m permanece fijo. Como ejemplo
ilustrativo mencionamos la Spline cibica que converge a la velocidad de h? a la funcién f cuando h tiende
a cero. Su derivada en cambio, converge a la derivada de f a la misma velocidad con que h tiende a cero.

Construccién de la Spline Cubica.

Para cada intervalo interior de la malla [z;, z;+1],Vi = 1,2, ...,n — 1, se necesita construir un polinomio S;,
02|[Ii,fu+1] =5;

de grado 3, para el cual se tienen 2 condiciones de interpolacion en los nodos z;,z;+1. Las dos condiciones
que faltan para tener su determinacién tnica, son las condiciones de continuidad de ambas derivadas en los
nodos, que seran los puntos donde se pegan dos polinomios distintos. La tabla de diferencias divididas con
ambos nodos repetidos y donde los valores desconocidos de las derivadas en los nodos se reemplazan por
pardmetros, \;, permite escribir el polinomio de interpolacién de Newton de grado 3:

(256) Vi=1,2,...,n—1, Vzxe€ [.’I?i,.’EH_l]
Si(x) =yi + (@ — 2\ + (z - $i)2%%m
(Ai —2m; + Aiy1)
h? ’

+ (2 = 2:)* (2 — 2i11)

donde se ha usado la notacién siguiente para la diferencia dividida y el paso i-ésimo

m; = flzi, Tip1], hi = Tip1 — 5.

Cualquiera sea el valor de los pardmetros \;,Vi = 1,2,...,n, al pegar todos estos polinomios se obtiene
una cubica por pedazos de derivada continua que interpola los datos. Esta propiedad de continuidad se
extiende a los extremos, si en ellos ponemos las rectas:

Vo € [a,z1] So(z) =11 + (z — 21) A1,

(2.57) VE € [20,0] Sn(Z) = Yn + (T — 2p) M.

Para que la polinomial por pedazos obtenida sea la Spline ciibica de interpolacién solo falta escoger los
pardmetros de modo que la segunda derivada sea continua. Esto equivale a satisfacer las ecuaciones:

Vi=1,2,...,n S;_ (x;) =S} (x;).

En resumen, la funcién Spline que se busca estd dada por los polinomios S;,i = 0,1, ...,n, descritos en
(2.56) y (2.57) con A = (A;)_; solucién del sistema tridiagonal y simétrico AA = b, donde A y b son como
sigue:

r2 1 b my

h1 h1 3 hl

1 1 4, 1 1 mi oy ma

h1 2 (h1 + h2) ho 3 (hl + h2)

A= b=
1 1 1 1 My _2 My 1
hn_2 2 (hn—2 hn—l) hn—1 3 (hn—2 + hn—l)

2 3mn—1

L hn—1 hyp_1d hn—1
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Interpolacion Spline con malla de 11 puntos
1 T T T T Error de Interpolacion Spline con malla de 11 puntos
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Segunda Derivada de la Interpolacion Spline con malla de 11 puntos
1 T T T T T T T

_1
1422

Figura 2.5: Interpolacién Spline de la funcién con malla equiespaciada.
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Esta técnica de construccion se generaliza facilmente a otros érdenes m mayores que 2.

Problemas Resueltos.

1. Consideremos el problema de hacer un acceso a un puente de altura h sobre el camino plano a partir
del punto que esta a distancia £ del puente, que resolvimos en la seccién anterior, pero ahora se pide
que la suavidad sea la correspondiente a segunda derivada continua. Si llamamos S a la curva que
representa la subida que se quiere construir, las condiciones de continuidad en los empalmes serdn

S(0) = h, S(€) =0,
5'(0) = 0, S'(6) =0,
5"(0) = 0, 5" (0) = 0.

Con estas 6 condiciones se puede construir un polinomio de grado 5, pero serd inapropiado para
establecer el largo minimo ¢ para el cual la pendiente no excede la cota permitida. Estas consideraciones
llevan a preferir una curva S cibica por pedazos y para mayor comodidad pensamos en pedazos del
mismo largo. Con 2 pedazos, es decir con 2 polinomios cibicos que se pegan al centro del intervalo,
no podremos satisfacer todas las condiciones de continuidad en el punto donde se juntan ambos, por
lo que habré que considerar 3 pedazos y 3 polinomios ctibicos:

Yz € [0, g] S(z) = so(z),
L 20
33
YV € [%e,é] S(z) = sa2(x).

Vr €| S(x) = s1(x),

R

Para construir so de grado tres que satisfaga todas las condiciones en 0 (son 3) utilizamos una tabla
de Diferencias Divididas con los datos:

z;: 0 0 0 ¢/3
flxg)): h h h
donde y; es el valor desconocido y1 = S (£).

El polinomio resultante es

so(z) = h+ 27 (yy — h) (%)3

Al valor desconocido de S en %’Z lo denotaremos por y2 = S (%’Z), con lo cual el polinomio de interpo-

lacién de Newton (atrds) de grado tres que se obtiene de la tabla de datos

xi:  20/3 £ £ (L
fl@): w2 0 0 O
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es

52(2) = —alz — 0P (%)

Para garantizar la continuidad de la funcién S y de su primera derivada, construimos el polinomio
cubico s; con la tabla de datos

(o2 2

L
Ly - 3 3 3 3
fx): 1 vy v 92

Expresando las derivadas de los polinomios de los extremos en términos de los valores desconocidos ¥

e Y2, se obtiene
{ 9
50 <§> =(y1—h) (Z) ;

()= ()

con lo cual el polinomio ciibico que resta es

s1(2) =y + (a: - g) (y1 — h) <%> + <$ - g)z (3y2 — 12y1 + 9h) (%)

+ (ac - §>2 <ac - 2;) (1551 — 15y — Oh) (%) .

Las 2 incognitas y1 € y2 se obtienen de las condiciones de continuidad de la segunda derivada:
L L 20 2
i(5)=(5) 4 (5) -2 (5)

5 1
= —h = —h_
Y1 6 Y2 6

lo que se cumple con

Para obtener la maxima pendiente y su ubicacién derivamos 2 veces todos los polinomios e igualamos
a cero. Se encuentra que la pendiente mas pronunciada se alcanza en z = g y vale

‘ 9h
rety o 9
a3 =-1

De modo que si se quiere que estas pendientes no sean mas pronunciadas que el angulo de 45° se
necesita que £ > (%) h.

. Dados los datos {(z;,y;)}1, y el pardmetro de ajuste p se define la Spline cibica de ajuste asociada

a estos datos como 05 , tal que

(a) e 02, pla; 2s 1) € P3, Vi=1,2,...,n—1,
° Ug’pl[a’zﬂ S 731,
® 02,P|[z",b] € Plv

(b) 02, € C[2a7b]’

() o5 (@f) — o5 (@7) = 2p(y; — 02,5 (x:)).
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i. Demuestre que 03 , es solucién del problema

b

P min { [ @)ooy ua)?

ii. Disefie un método de construccién de esta aproximante.

Notemos que la solucién del problema P) serd una funcién que minimiza un compromiso (medido
por p) entre la distancia al cero de Hs, en la seminorma 2, y la distancia a I,, medida con la suma
de los cuadrados. Para resolver la parte i) denotemos por u* la solucién de P) y por 3; los valores,
Bi = u*(x;) Vi = 1,2, ..., n. resulta evidente de la definicién de u*, que Yu € Ha, en particular, Vu € Ho
tal que u(z;) = 6;,Vi=1,2,...,n.

b

n b n
/(u*@) @)*do+p Y (v = Bi)* < /(u(z) (@) dw -+ p Y (g = u(i)?,

a

lo que es equivalente a
|u*|3 < |ul3 VYu € Is = {u € Halu(z;) = B;, Vi =1,2,...,n},

debido a que los segundos sumandos se cancelan. Pero esta ultima desigualdad equivale a decir que u*
es la Spline cibica de interpolacién asociada a los valores §;,Vi = 1,2, ...,n, y de ella ya sabemos que
satisface a) y b). Por lo tanto podemos restringir la bisqueda de u* minimizando solo entre aquellas
funciones que satisfagan a) y b), para las cuales se tendrd, integrando por partes, que

b n

/ (@) de =3 ulwa) (@ (@f) —u® (@),

o i=1

Reemplazando esto en el problema de minimizacién P) se obtiene el problema equivalente en IR™

BER™

min {Z Bi(u® () —u® (7)) + PZ(% - Bi)*}.

Derivando con respecto a f3; e igualando a cero se obtienen las ecuaciones de c).

Para la construccién de los polinomios cibicos sobre los intervalos interiores usamos el mismo proce-
dimiento que para la Spline de interpolacién, es decir escribimos el polinomio de Newton de grado 3,
con nodos repetidos, reemplazando ahora también los valores desconocidos por los parametros (3;, con
lo cual se obtiene

i = A
Vi=1,2,...n—1, Vz¢€ [:Ei,l‘,url], Sz(l') = Bz + (117 - xi)/\i + (:1? - xi)2m h
i
Ai —2m; + A
(o =2 (@ = i) T
(]

Vz € [a,z1] so(z) = 1 + (z — 1)1,
Vo € [2n,b] sp(x) = fn + (& — 2p) An,

donde
Bit1 — Bi

mi= S Vi 1.2, 1



46

CAPITULO 2. APROXIMACION DE FUNCIONES

Esta polinomial por pedazos satisface a) y tiene hasta la primera derivada continua, cualquiera sean
los valores de los parametros {f;}_,{\i}_;. Para obtener la Spline de ajuste se deben escoger los
pardmetros de modo de satisfacer las condiciones ¢) y la continuidad de la segunda derivada. El sistema
homogéneo que resulta de imponer estas 2n condiciones serd pentadiagonal y simétrico (tridiagonal
por bloques de 2 por 2), si se define el vector de incégnitas:

A=| | e R

El vector de pardmetros pedido es aquel que resuelve AA = b, con A y b dados por

6 3 —6 3 1
((_p*'ﬁg) A7 W A7 - -
1 1 1 1 _pyl
3 2 -3 1
7 b1 e h1 0
—6 —3 6 6 1 1 —6 3
#od Corieg) o) # & | |
w3 "3 ( PTRT T R R TRT) A B3 po &
_ 3 1 11 1, 1 -3 1 _
A= @ noos(mo) k) B oA | b=
0
) I 1
L =

Ejercicios Propuestos.

1. Muestre con un ejemplo que la funcién Spline cubica que definimos no es exacta para los polinomios

de grado 3 ni siquiera sobre el intervalo [z1, zy].

. A continuacién se define otra funcién Spline ctbica de interpolacién que serd exacta para los polinomios

de grado 3, como se prueba en el desarrollo de este ejercicio. Sean T' = {x;}~, una malla ordenada:
a=x9 < <..<x,=0>b,ylosdatosy; = f(z;), Vi=0,1,...,n, z0 = f'(z0), 2zn = f'(x4n).

La funcién Spline que estudiaremos sera S, definida por
(a) S(z;) =y; Vi=0,1,...n, S'(z0) =20, S'(zn) = 2n.
(b) Slizizisy €Ps, Vi=0,1,...,n—1.
(c) Se C[2a7b].

Respecto de esta funcién se pide:

e Dé una construccién de S; exprese el polinomio cibico S|,
Ai = S'(z;) que se obtenga resolviendo un sistema lineal.

2i41], €N términos de pardmetros
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e Suponga que f € Ha, considere el conjunto
I={veHMv()=y,Yi=01,..n, v' (o) =20, V'(xn) = 2n}

y demuestre que S es la proyeccién ortogonal del cero de H- en I, , con respecto al semi-producto
de H,. Identifique el problema optimal resuelto por S. Si f € H,, acote el error f — S en la
seminorma de Hs.

o Sean h; =z —x;, m; = Vi=0,1,..,n -1
Vo € [z4,7i41], Vi=0,1,..,n—1, pruebe que S®)(z) = %(Ai +Aiy1—2m;), y quesi f € C’[‘la’b},
entonces '

(*) 1S®)(z) — P (2)] < % {IXi = F @)l + [N = f' ()|} + h M,y

con My = ||f(4)||[a’b}’oo. (Indicacion: escriba de dos maneras distintas f[x;, x;, Tit1,Tit1] Yy com-
pare con S®)(z)).
Sife Cf‘a’b], pruebe que Vi = 1,2, ...n — 1, 3t} 7 3t} € [z;-1, 7;11], tales que

27717707

IO = W (10 -

1
EARLC)

€i—1

hi—1

1, el 3
o)+ = RGO @) -

1
1
26 (hi—l h; h;

con e} = \; — f'(z;).

(Indicacion: desarrolle en serie de Taylor f y su derivada f'; use las ecuaciones de continuidad
de S").

Concluya que si la malla es uniforme de paso h, entonces

1 7 .
lef] < ) 151?5313(71 |e;| + @hSle Vi=1,2,...,n—1.

Escribiendo esta dltima desigualdad para el indice ¢ donde se alcanza el maximo y usandola en
() obtenga que

9
1S (z) — FO(z)| < §hM4 Yz € [a, b).
Enuncie el teorema que acota el error en norma uniforme de

(S(k) _f(k)) Vk:01172137

para el caso de malla equiespaciada.

APROXIMACION DE MINIMOS CUADRADOS

Como vimos en el Problema Resuelto 2. de la seccién anterior, dados los datos {(z;, )}, un criterio de
aproximacién puede ser el de ajustar una curva que pase globalmente cerca de los datos sin que coincida
necesariamente con alguno de ellos. Si V' es un espacio vectorial de funciones, de dimensién finitan y n < N
(en la practica n << N) la aproximacién de minimos cuadrados, a los datos dados, en V serd la solucion del
problema optimal

(2.58) min Y (v(z;) — y3)>.
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Con el fin de caracterizar la solucién de este problema, asi como develar el modelo del cual surge, conviene
mirarlo como un problema de proyeccién ortogonal en V. Consideremos el producto de funciones

N
(2.59) (v,w) = v()w(=;).

i=1

Resulta evidente que el producto asi definido serd conmutativo y bi-lineal, ademas de satisfacer (v,v) > 0
cualquiera sea la funcién v (obviamente con un dominio que contenga los puntos {z;}~ , y por lo tanto el
producto esté bien definido). De modo que en el peor de los casos se tendrd al menos un semi-producto
interno. Si se trabaja en un espacio de funciones donde ademds se tenga

(v,0) =0=v =0,
se tratard de un producto interno. Nétese que siempre se cumplird
(v,v) =0=v(z;) =0, Vi=1,2,..,N.
Si g es una funcién tal que g(z;) = y;, Vi =1,2,..., N, entonces, v*, la solucién del problema (2.58)

serd la proyeccién ortogonal de g en V' con respecto al semi-producto dado en (2.59), y por lo tanto se podréd
caracterizar en términos de una base de V, {v;}7_; como sigue:

n
*
(2.60) vt = E Qi Uj
Jj=1
(g—v",v;)=0, Vi=12,..,n.
Las n ecuaciones de ortogonalidad se resumen en un sistema lineal cuyas incégnitas son los coeficientes
a;,Vj =1,2,...,n, que caracterizan la proyeccién v*.

De este modo, la aproximacién de minimos cuadrados se obtendra calculando a = (aj);?:l solucion del
sistema lineal simétrico Aa = b, con A y b dados por

r N N N T r N
S()? 3 o) 3 o1 (@ )vn(:) S i@y |
Nz:l z:lN 7,;1 ZEl
I CORICORPIC. (z:))? 2 vo(wi)on (i) 2 (@)
A=| - - b=

N
vn(@i)va(zi) oo e 3 (on(@:))?

vn(z)v1 (2;)

o8
=
IO

r
<
Il
-
-
Il
-
-
Il
-

L

r
-
Il
-

Este sistema admite una factorizacién cuya utilidad se apreciard mejor en el capitulo de sistemas lineales.
Sea B la matriz rectangular dada por

Bi,j = vj(:z:i) Vi = 1,2,...,N, V] = 1,2,...,”.

Se comprueba facilmente que
A=B'Byb= By,

donde y es el vector de los valores y = (y;)N ;.
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De esta factorizaciéon resulta directa la respuesta a la pregunta acerca de la solucién tnica del problema
planteado. La condicién para que A sea definida positiva (y por lo tanto invertible) es que

dtAda=0=a=0.

Pero
o' Aa = o' B'Ba = || Ba||3;~
y para la norma euclidiana en IR se tiene que

|Ball3;y = 0= Ba =0.

Asi se concluye que A serd definida positiva si y solo si la matriz B es de rango completo n, es decir,
Ba=0=a=0,

lo que a su vez es equivalente a lo que se habia observado antes, como condicién para que el semi-producto
fuera un auténtico producto interno en V,

veVu(r;)=0, Vi=1,2...N,=>v=0.

Esta condicién se llama de uni-solvencia. Cuando esto ocurre se dice que la malla T = {z;}¥, contiene
un conjunto V-unisolvente.

En el caso particular en que V es el espacio de los polinomios de grado menor o igual que (n — 1), bastara
con que los N puntos de la malla sean distintos y que n < N, para tener un conjunto P,_i-unisolvente y
solucion tnica del problema de minimos cuadrados.

Cuando no importa lo mismo la distancia a cada dato, es decir si hay datos mas confiables que otros
a los que interesa ajustar mejor la curva de minimos cuadrados, se consideran pesos que ponderen esta
importancia relativa. Sean éstos los reales p; > 0, Vi = 1,2,..., N. La curva de minimos cuadrados que
ajusta los datos con los pesos dados, es v* € V, solucién de

(2.61) man:pZ yi — v(z;))>

veV

No representa mayor dificultad reconocer también aqui una proyeccién ortogonal en V' y obtener el sistema
lineal que permite calcular la solucién en términos de una base {v;}_, de V:

N
= auv;
i=1

con a = (o), solucién del sistema lineal Ao = b, donde la matriz A y el vector de lado derecho b estdn
dados por

Vi=1,2,...,n, Yj=1,2,..,n
N

Aijy =Y prvilzr)vj(e), b= Zpkvz (zk)y

k=1
Este sistema admite también una factorizacién A = B*B, b = Btjj, con la matriz B y el vector § dados
por

Bi,j = \/p_i’l}j(.’lii), Vi = 1,2, ...,N, VJ = 1,2, e n
Ui = /Piyi, Vi=1,2,...,N.
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Cuanto mayor sea un peso p;, mayor sera el beneficio aportado por la disminucién de la distancia entre
y; y el valor de la curva en esa posicién v(z;), a la minimizacién de (2.61), y por lo tanto mas cerca del dato
i-ésimo pasard la curva de minimos cuadrados.

En un problema de minimos cuadrados, el criterio de optimalidad (la distancia que se minimiza) est4 fijo,
excepto por los pesos que se pueden asignar con informacién adicional. En cambio el subespacio de dimensién
finita V' puede ser elegido por del analista numérico, quién reconociendo patrones de comportamiento en
los datos debe escoger las funciones de base de V. suficientes en nimero y tipo para dar cuenta de este
comportamiento y permitir una buena aproximacién. El numero de oscilaciones de un polinomio queda
limitado por su grado (o nimero maximo de raices). Este también limita su velocidad de crecimiento. De
manera que por ejemplo, datos rapidamente crecientes sugerirdn incorporar exponenciales a la base de V' y
datos con oscilaciones periddicas sugeriran usar funciones como senos y cosenos.

Minimos Cuadrados Continuos.

Cuando se conoce una senal, es decir una muestra muy abundante de la funcién f, se puede optar por un
criterio continuo para construir una aproximacioén de ajuste polinomial. Esta serd también una proyeccién
ortogonal, esta vez en un espacio de polinomios y con los criterios de optimalidad inducidos por los productos
internos que presentamos a continuacién.

Sea D un dominio conexo en IR, sea w una funcién de peso sobre D, es decir, w : D — IR,
con w(z) > 0,Vz € D. Se define el espacio vectorial de funciones L%, , como

L} = vD—>R|/ )2dr < 0o

Para las funciones en este espacio se puede definir el producto interno siguiente

(u,v)L%’w = /w(z)u(ac)'u(ac)dac

D

Si la senal considerada es una muestra de una funcién f que pertenece a este espacio, entonces la proyec-
cién ortogonal de f en el espacio de polinomios P,, relativa al producto interno dado, p*, se caracterizard
por
(2.62) p*EeP,

(f=p"p)rz , =0, Vp€Pn

Como es sabido, este polinomio p* serd el que minimiza la distancia entre f y el espacio de los polinomios
de grado menor o igual que n, medida en la norma inducida por el producto interno considerado, es decir,
p* es la solucién del problema optimal

2. in ||f —
(2.63) min [|f = pllzs, .

donde la norma inducida es |||z = ({9, )12, Y12,

Para varias combinaciones de funciones de peso w y de dominios D, se conocen bases ortogonales de P,,.
En estos casos la caracterizacion de la proyecciéon p* se simplifica pues se utilizan los coeficientes de Fourier.

Si {po,p1,...,pn} es base ortogonal de P,, entonces, la proyeccién, p*, de f en P, que satisface (2.62),
estd dada por

(f.pi)r2

, Vi=0,1,..,n.
(PuPz)

E a;p;, con  ; =
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A continuacién se presentan los polinomios que forman bases ortogonales para algunos de estos productos
internos.

Definicién 2.64 (Polinomios de Legendre). Cuando
w(z) =1, Ve e D=[-1,+1],

la base ortogonal de P,, relativa a este producto interno, estd dada por los polinomios que se definen
recursivamente por

Vz
Vz

2n + 1)z - pp(z) — npp-1(x) Vo, Vn>1

po()
pi(w)
(TL + 1)pn+1 (.T) =

I
8 =

—~~

Definicién 2.65 (Polinomios de Tchebycheff). Si w(z) = ﬁ, Vz € D = [-1,+1], los polino-
mios ortogonales correspondientes son

pn(x) = cos(n - arcos(z)), Vze€[-1,+1], ¥n >0,

los que a su vez satisfacen la recursién

po(z)
p1()
DPn+1 (:I?) =

1
x
2z - pp(x) —pp_1(z) VYn>1.

Definicién 2.66 (Polinomios de Laguerre). Para el producto interno asociado a la funcién de peso
w(z) =e*, VYxeD=]0,+00),
la base ortogonal de P, esta dada por los polinomios definidos por

Vx

po(2)
p1(2)

1
-z Vz
Pri1(x) = 2n + 1 — 2)py(2) — n’pu_i(z), Vz, Vn> 1.

Definicién 2.67 (Polinomios de Hermite). Si
w(z) = exp(—2z®), Vz €D =R,

entonces la base ortogonal de P,,, corresponde a los polinomios definidos por la recursion

po(.’E) = 15 Va
pi(z) =22, Va
Dnt1(x) =22 - pp(x) — 2npp_1(x) Vz Vn>1.
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Si el intervalo en que se quiere aproximar la senal de f es cerrado y acotado del tipo [a,b], entonces
mediante un cambio de variables se lo puede llevar al intervalo [—1,+1] y dependiendo si se quiere una
mejor aproximacion en los extremos o si se prefiere una aproximaciéon que no asigne mayor importancia a
ninguna zona del dominio se decidird la funcién de peso conveniente, es decir, si se utilizan los polinomios
de Tchebycheff o los de Legendre.

Si se quiere aproximar la sefial de f sobre un dominio de alguno de los dos tipos [a,+00) 0 (—o0,b]
entonces se pueden usar los polinomios de Laguerre haciendo previamente el cambio de variables apropiado.

Los polinomios ortogonales presentados tienen muchas e interesantes propiedades, algunas de las cuales
utilizaremos més adelante. Los polinomios de Tchebycheff resultan una herramienta muy 1til en un problema
clasico de aproximaciéon que no abordamos en este curso: encontrar la mejor aproximacion en norma
uniforme, es decir en una norma que no proviene de un producto interno y por lo tanto en ausencia de una
geometria que permita proyectar ortogonalmente. Esta falencia no puede inhibir la bisqueda de soluciones a
este problema, ya que la distancia en norma uniforme es una medida facilmente visualizable y comprensible
del error de una aproximacién. De hecho, fue ésta la razon de establecer teoremas que acotaran el error de
las interpolantes presentadas (polinomios de interpolacién y Splines de interpolacién) en esa norma.

Para comprender esta propiedad de uniformidad de los polinomios de Tchebycheff, es util graficarlos en
[-1,+1] y ver como, para cada grado ocupan el cuadrado [—1, +1] x [—1, +1] de manera éptima, con todos
sus puntos criticos y todas sus raices en él. Una propiedad general acerca de la distribucién de las raices
de los polinomios que conforman bases ortogonales, que necesitaremos en el préximo capitulo, puede ser
demostrada aqui, y sirve para ilustrar el comportamiento mencionado de los polinomios de Tchebycheff.

Teorema 2.68. Si {p;}7, es base ortogonal de Py, y el grado de p; es exactamente i, donde la ortogo-
nalidad se relaciona con una funcién de peso w y un dominio D, es decir,

/ w(@)pi(@)p;(@)dz = 0, Vi#j

D

entonces p, tiene exactamente n raices simples en el interior de D.

Demostracion. Sean x; i = 1,2,...,m, todos los puntos del interior de D donde p,, cambia de signo.
Obviamente m < n, debido al maximo nimero de raices que puede tener un polinomio de grado n.

m
Sea B(z) = [](z — =;), un polinomio de grado m que cambiard de signo exactamente en los mismos
i=1
lugares que p,, al interior de D, y por lo tanto la funcién producto (B - p,) no cambiara de signo al interior
de D.

Esto implica que

(2.69) /w(m)B(m)pn(a:)da: # 0.
D

Si m < n, entonces B se escribe como combinacién lineal de polinomios p;, Vi < m < n, y por lo tanto B
serd ortogonal a p,, lo que contradice (2.69). La unica manera de evitar la contradiccién, es con m = n, lo
que concluye la demostracién del teorema. O

Para calcular la proyeccion ortogonal contamos en general con bases ortogonales pero no ortonormales
y por lo tanto en los coeficientes de Fourier aparecen denominadores (independientes de f) que se pueden
calcular a priori. En el caso de la base de Tchebycheff, los denominadores son constantes (excepto para
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n = 0, cuando vale 7):

1 ™

2 .
<pnapn>L%,w = / " (%s(m)) dzx = /cosQ(nG)dQ = E, Vn > 1,

-1 0

[\V)

con el cambio de variables cos(d) = x.

Utilizando el mismo cambio de variables se puede ver la expansién en serie de Tchebycheff de una funcién
f de manera muy similar a la expansion de Fourier en serie de cosenos

p*(z) = Zajcos(j - arcost),

J
p*(cosf) = Zajcos(j -0),
J

con aj = 2 [ cos(j6) f(cosb)ds.
0

Los polinomios de Legendre y los de Laguerre tienen interesantes expresiones en términos de derivadas
que pueden resultar de utilidad al calcular integrales por partes. Los polinomios de Legendre definidos en
(2.64) satisfacen

—{(1-2>" > 1.
il ggn (@) V2l

pu(T) =

Ademads los denominadores de los coeficientes de Fourier serdn en este caso
2
n+1

<pnapn>L2D‘w =

Los polinomios de Laguerre definidos en (2.66) son ortonormales y satisfacen

Ejercicios Propuestos.

1. Calcule la aproximacién de minimos cuadrados continuos en el conjunto de los polinomios de grado
menor o igual que 3, segin el producto interno de Legendre y luego segun el producto interno de
Tchebycheff, de la funcién f(x) = cos(4n - x), para = € [—1,+1].

2. Suponga que tiene una nube de N puntos {(6;,y;)}¥,, con 6; € [0,7],Vi = 1,2,...,N distintos. Se
quiere encontrar su aproximacién de Minimos Cuadrados en el conjunto V = {cosjﬁ}?zl. Bajo que
condicién ésta aproximacion serd tnica?

Si N =4, ;puede caracterizar la solucién, con funciones conocidas?

3. Considere el problema de calcular una Spline ciibica de ajuste con pardmetro de ajuste p y con pesos
pi Vi = 1,2,...,n. Cambie la definicién dada antes (problema resuelto 2.- de la seccién anterior) de
modo de obtener una funcién Spline que resuelva el problema

h

g [ 0@+ 0L pis )

Como cambia el sistema lineal que permite su construccién en relacién al que conociamos?. Explicitelo
para n = 3 y malla equiespaciada.
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4. En la construccién de una autopista por un terreno montanoso se enfrenta el problema de unir 2 tramos
separados de carretera elevada plana, uno a una altura hqg y el otro a una altura hs, separados por una
distancia £, medida horizontalmente, pero de valles profundos y cerros, que no se quiere interpolar.
En dos puntos equidistantes entre si y de los tramos més préximos se conoce la altura exacta del
terreno: hy y he. Para cada uno de estos puntos se conoce el costo (p1 y p2), en movimiento de tierras
y/o de construccién de pilares de soporte, al no interpolar el terreno es decir, de que la autopista
pase a distancia del terreno. Por otra parte la autopista debe tener una suavidad que corresponda al
menos a una derivada continua (si es mds suave que esto, tanto mejor). Modele este problema con las
herramientas que maneja y encuentre un trazado de la autopista que minimice costos y satisfaga las
condiciones impuestas.

—
y



CAPITULO 3

INTEGRACION NUMERICA

El tema de este capitulo se vincula estrechamente con el del capitulo anterior y para muchos efectos pueden
b
considerarse una sola unidad. El problema de aproximar I(f) = [ f(z)dz, se relaciona, de modo evidente,

a
con el aproximar la funcién f sobre el dominio [a,b]. La estrategia que seguiremos serd la de aproximar la
cantidad I(f) por la integral de una aproximante de la funcién f. Por consiguiente, el error de la férmula de
integracion correspondera a la integral del error de la aproximacién de f, de la cual provenga y la regularidad
que se supondrd de f, en cada caso, dependerd de las hipétesis que hayan permitido obtener la expresién del
error de la mencionada aproximante. Las férmulas de integracién asi obtenidas, serdn todas del tipo

n

I(f) =) cif(x)

i=1
con coeficientes reales ¢; y nodos z; € [a, b].

Los métodos que estudiaremos se originan en interpolantes polinomiales o polinomiales por pedazos de
la funcién f. Para el primer caso supondremos inicialmente mallas equiespacidas, obteniendo las férmulas
llamadas de Newton Cotes, y posteriormente elegiremos los nodos {z;}? ; de una manera tal que la exac-
titud sea maxima, es decir, de modo que el espacio de polinomios para el cual el error de la férmula se anula,
sea lo méas amplio posible. Estos métodos reciben el nombre de Cuadratura Gaussiana. Para la interpo-
lacién polinomial por pedazos solo usaremos mallas equiespaciadas y polinomios de grados bajos, obteniendo
las férmulas compuestas de Trapecio y Simpson. El estudio de la velocidad de convergencia de estas
férmulas permite introducir de manera muy natural el andlisis del comportamiento asintético del error
y caracterizar las velocidades de convergencia mediante un indicador llamado orden de convergencia. Esto
a su vez motiva la introduccién a ciertos procedimientos clasicos de aceleracién de convergencia, conocidos
como métodos de extrapolacion, cuyos beneficios se extenderan al problema de aproximacién de raices
de funciones no lineales, abordado en el capitulo 6.

METODOS DE NEWTON COTES

Del capitulo anterior sabemos que con n datos de interpolacién, y; = f(z;),4 = 1,2, ...,n, sobre una malla

equiespaciada T' = {z;}";, con z; = a+ (i —1)hy h = %, se construye un tnico polinomio de grado

(n — 1) que interpola a la funcién f en los nodos z;. La férmula de Newton Cotes de n puntos, del tipo

n b
L.(f) = X ¢if(xi), que aproxima la integral I(f) = [ f(z)dz, se obtiene integrando dicho polinomio de
a

-
interpolacién entre a y b.

35
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Ejemplo 1. Paran = 2.

Si, 1 = a,z2 = b, la férmula de Newton Cotes de 2 puntos correspondiente serd

FO) = fla)y b_Ta(f(a) + £(b)),

(3.1) L(f) = / /(@) + (@ - a)

es decir, ¢; = ¢ = 552,

Para acotar el error de la aproximaciéon tendremos que remitirnos al error que comete el polinomio de
interpolacién de grado 1, del cual sabemos que, para poder expresarlo (y luego acotarlo) necesitamos que la
funcién f, tenga al menos 2 derivadas continuas sobre [a, b]. En tal caso, 3¢ € [a, b], tal que

b b
I(f) /ac—a x—bf[abw]dx—f[abf/x—a )(z — b)dx

y por lo tanto, In € [a, ], tal que

(b—a)’
12

(3.2) I(f) — I(f) = - FOm).

Ejemplo 2. Para n = 3 con malla equiespaciada, es decir, con paso h = ”_T“

Integrando el polinomio de interpolaciéon de Newton de grado 2 sobre la malla de tres puntos equiespa-

ciados: xg = a,x; = ““’ , T2 = b, se obtiene la féormula de Newton Cotes
b
33) B(n= [{@+ - I - ayo - (IO K,
= 2 {7ta) + 45(m) + SO}

El polinomio de interpolacién de grado 2 del cual se deriva esta férmula comete un error que depende
de la tercera derivada de f, es decir, el error es nulo si f es un polinomio de grado 2. Si f es un polinomio
de grado 3, el polinomio de interpolacién de grado 2 antes mencionado cometera error, pero su integral (la
férmula (3.3) serd exactamente igual a I(f).

Como ejercicio ilustrativo graficamos en la figura 3.1 la funcién f(z) = 10z® + 22, sobre el intervalo
[-1,1] y el polinomio de grado 2 que la interpola en —1,0, 1. Comparando las dreas encerradas entre ambas
curvas a ambos lados del origen, notamos que la integral del error de la interpolacién se cancela. Esta mayor
exactitud de la formula de integracién se obtiene gracias al equiespaciamiento de la malla considerada.

Aparece aqui la primera cuestién interesante y propia de las férmulas de integracién de Newton Cotes
con un numero impar de nodos equiespaciados: el error de interpolacién que se cometera al
aproximar una funcién polinomial de grado n por un polinomio de interpolacién de grado
(n—1), tendra integral nula y por lo tanto el error de la férmula de integracién dependera de la derivada
siguiente de f, es decir, f("+1),

Demostraremos esta afirmacién para la férmula de Newton Cotes de 3 puntos equiespaciados.
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Interpolacion de f(x)=10x%+x? en -1,0,1
T T T

Figura 3.1: Interpolacién de f(z) = 102 + 22 en —1,0, 1, con el polinomio de grado 2, p(z) = 2? + 10z

Supongamos que f € C[“a R utilicemos los desarrollos de Taylor en torno a x

F(@) = fle2) = hfG) + 2 £ () = i O ) + b SO ) € a1,
FO) = Flon) + R () + 512 () + 5ihF D @) + gt FO ) € [, ]

F(@) = fm) + (@ = ) f@) + 5@ = 01 m) + g (o= 22 O () +
1

E(x —x1) fD (13), 3ns € co(z, x1).

Reemplazando estos desarrollos en (3.3) se obtiene

b
1) = 1D = [(gif D@ - 21)° = (@ = a0k + gyo(@)}da

b
! /v(m)dm,

S]

| =

>~

con
v(@) = (z — 21)* fP (n3) — %f(4)(772)[($ —21)? + h(z — 21)] + %f(4)(771)[h($ —z1) — (& —21)%],

con lo cual se obtiene finalmente que 3 € [a, b], tal que

(3.4 1)~ I5() = g Y o).

FORMULAS COMPUESTAS

La idea de aproximar una funcién mediante una curva polinomial por pedazos, se aplica también al problema
de integracién numérica. Los métodos méas usados son Trapecio y Simpson. Ambas férmulas se construyen

a partir de mallas equiespaciadas: T = {z;}, con z; = a+ih,Vi=0,1,...,n,y h = ”’T‘I
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El método del Trapecio surge de aproximar f por una poligonal, es decir, una funcién lineal por pe-
dazos que interpole a f sobre la malla T, y por lo tanto la férmula de integracion se obtiene repitiendo
(y luego sumando) la férmula de Newton Cotes con n = 2 calculada en (3.1) sobre cada tramo [z;, 1],
Vi=0,1,....,n — 1, como se muestra en la figura 3.2.

N

Figura 3.2: Ejemplo de interpolacién para método del Trapecio

Si denotamos por I (f) a la férmula del Trapecio con (n+ 1) puntos y por I ;(f) a la férmula de Newton
Cotes con 2 puntos en el tramo [z;, z;+1], entonces

i=0

f(mn—1)2+f(xn) }

= DA w0) + 27 (0) + 2f(@2) + 4 2 ) + Flaa).

El error cometido por este método se obtiene también sumando los errores cometidos en cada tramo y
dados por (3.2):

(3.6 1)~ 110) = 153 1) = =" ) = - O g,

considerando que si f” es continua (lo que supusimos para obtener la férmula (3.2), entonces debe existir un
-1

7 € |a, b], donde se realice el promedio f"(n) = % > f"(n:i), y recordando que h = b=a

0

n

1=

El método de Simpson resulta de aproximar f por una funcién cuadrética que la interpole, sobre cada
pedazo de 3 nodos consecutivos tal como se aprecia en la figura 3.3.

”N

Figura 3.3: Ejemplo de interpolacién para método de Simpson

(Cuidado; esta interpolante polinomial por pedazos no es una Spline y no se supone ninguna
suavidad o continuidad de derivadas).
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Para que esta estrategia de aproximacion resulte adecuada se necesita que n sea par, es decir, un niimero
impar de puntos de interpolacién. Sobre cada tramo [z;_1,z;+1] la integral de la polinomial correspondera
a la férmula de Newton Cotes con 3 puntos equiespaciados y por lo tanto la férmula de Simpson serd

(3.7)
I5() = S F (o) + 45 @n) + Fa)} + 5 (F(e2) + 47 (@) + F@)} + -+ 5 (onoa) + 4 (o) + )}

= @)+ 47 1) 42 (2) +4] (@3) 442 () +4T (@) + f(an)).

Sumando el error, dado por (3.4) para un tramo, sobre los 4 tramos que cubren [a, b], y razonando como
hicimos con el error del Trapecio, se obtiene que si f(*) es continua sobre [a, b], entonces el error de este
método serd

5.5) 19 -5 = - LI

para algin 7 € [a, b].

Analisis Asintético del Error.

Denotaremos por E,(f) al error de una férmula de integracién numérica que utilice los (n + 1) puntos
equiespaciados {z;}? o C [a,b]. Para Trapecio E,(f) estd dado por (3.6) y para Simpson por (3.8).

Una expresiéon E,(f) se dird error asintético del método numérico si

E,(f)
P oNTS

=1

El error de férmulas compuestas recién presentadas puede ser mirado como una suma de Riemann cuyo
comportamiento asintético es conocido. Por ejemplo, el error cometido por el método del Trapecio, dado
por (3.6), se puede expresar como

h2 n—1
I(f) = I (f) = =15 D_hf" (),
=0

donde cada n; € [z;,x;41], y por lo tanto, la sumatoria corresponde a una suma de Riemann que aproxima a
b
la integral [ f”(z)dz. De este modo, para n suficientemente grande se tendra que el error del Trapecio sera

a
aproximadamente

(39) 1)~ 1) ~ ~ 17 )~ /@)

De manera similar se puede interpretar el error del método de Simpson dado por (3.8) como
pt 2
I(f) = I (f) = =155 2 2nf W (mas),
k=0

donde o, € [Tag, Tapy2] ¥ la sumatoria corresponde a la suma de 4reas de rectdngulos con base de largo 2h
y altura igual al valor de f*) en algin punto del intervalo que forma su base, es decir una suma de Riemann
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b

que aproxima a [ f (4) (z)dz. Por lo tanto para n suficientemente grande, el error del método de Simpson se
a

puede aproximar como

h4

ORI O

(3.10) I(f) = I;(f) =

Se comprueba facilmente que las expresiones del lado derecho de (3.9) y (3.10) corresponden a los errores
asintéticos E,(f) de los métodos de Trapecio y Simpson respectivamente.

La velocidad de convergencia de un método numérico se mide con un indicador que llamamos orden de
convergencia. Se dird que un método es de orden p si su error asintético es

donde c es alguna constante. (Otra forma habitual de caracterizar esta velocidad de convergencia es con la
expresion 0(h?), que se lee como “o grande de hP”).

Las expresiones (3.9) y (3.10) permiten afirmar que si f es dos veces continuamente derivable en [a, b]
entonces la velocidad de convergencia de Trapecio es de orden p = 2 y si f es cuatro veces continuamente
derivable, entonces el orden de convergencia del método de Simpson es cuatro.

En la préctica, cuando se dispone de varias aproximaciones numéricas del valor de una integral con un
mismo método y mallas refinadas a la mitad del paso h (duplicando n) se puede estimar la velocidad de
convergencia del método, observando la evolucién de los cuocientes

Ln(f) = In(f) _ [Han(f) = I(H)] = [In(f)
Lin(f) = Ion(f)  [Lan(f) = I(H)] = 2n(f)

I(f)] _ —Eau(f) + Ea(f)

~
~

IH] " —Eun(f) + Esn(f)

(3.11) R, (f) =

< _ _¢__
np @2n)r  _ op
- — = 2P,

Es decir, calculando el logaritmo en base 2 de R,(f) para n suficientemente grande se tendria una
aproximacion del orden p.

En las tablas 3.1,3.2 y 3.3, mostramos el comportamiento de los métodos de Trapecio y de Simpson en
tres ejemplos ilustrativos, para mallas que se refinan dividiendo el paso por 2 cada vez. El indice i que
aparece en la primera columna de cada tabla, indica que en esa fila el paso corresponde a h = b;”, es decir
que se trata de férmulas con n + 1 = 2¢ 4 1, puntos.

1
Ejemplo 3. [ exp(—a?)dz = 0.74682413. (ver tabla 3.1)
0
1
Ejemplo 4. [ x°/*dx = 0.28571429 (ver tabla 3.2)
0

1
Ejemplo 5. [ /ztn(z)dz = —0.44442296 (ver tabla 3.3)
0

La funcién del ejemplo 3 satisface las hipétesis que permiten expresar el error tanto de Trapecio como de
Simpson y por lo tanto la estimacién del orden de convergencia aproxima bien en ambos casos la velocidad
de convergencia esperada. La funcién del ejemplo 4 tiene solo dos derivadas continuas en el intervalo de
integracion y por lo tanto no se puede esperar que el método de Simpson converja con una velocidad
caracterizada por un orden cuatro, pues esto requiere que la funcién sea 4 veces continuamente deriva-
ble. Se aprecia claramente en dicha tabla que Simpson, a pesar de que no se satisface la hipétesis suficiente
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1 Trapecio Estimacién del orden Simpson Estimacion del orden
de convergencia de convergencia
0 0.68393972
1 0.73137025 0.74718043
2 0.74298410 2.02997022 0.74685538
3 0.74586561 2.01094535 0.74682612 3.47369238
4 0.74658460 2.00280111 0.74682426 3.97312284
5 0.74676425 2.00070345 0.74682414  3.99523151
6 0.74680916 2.00017605 0.74682413 3.99891059
7 0.74682039 2.00004402 0.74682413  3.99973425
8 0.74682320 2.00001101 0.74682413  3.99994144
9 0.74682390 2.00000275 0.74682413 4.00005049
10 0.74682407 2.00000069 0.74682413 3.99641388

1

Tabla 3.1: Comportamiento de los métodos Trapecio y Simpson para [ exp(—z?)dz = 0.74682413
0

1 Trapecio Estimacién del orden Simpson Estimacion del orden
de convergencia de convergencia
0 0.50000000
1 0.33838835 0.28451780
2 0.29879150 2.02907360 0.28559255
3 0.28897474 2.01206737 0.28570249 3.28918871
4 0.28652857 2.00472072 0.28571318  3.36242933
5 0.28591778 2.00178163 0.28571418  3.40906483
6 0.28576515 2.00065775 0.28571428 3.43881057
7 0.28572700 2.00023946 0.28571428 3.45821566
8 0.28571746 2.00008638 0.28571429 3.47116250
9 0.28571508 2.00003097 0.28571429 3.47995105
10  0.28571448 2.00001106 0.28571429 3.48604404

1
Tabla 3.2: Comportamiento de los métodos Trapecio y Simpson para [ z°/2dz = 0.28571429
0

1 Trapecio Estimacién del orden Simpson Estimacion del orden
de convergencia de convergencia
0 -0.00046052
1 -0.12299278 -0.16383687
2 -0.32719181 - 0.73681433 -0.39525816
3 -0.40039846  1.47992942 -0.42480068 2.96965666
4 -0.42757936  1.42938181 -0.43663966  1.31924885
5 -0.43793000 1.39287223 -0.44138022  1.32041417
6 -0.44192300 1.37417607 -0.44325400 1.33910376
7 -0.44347033 1.36769362 -0.44398611 1.35583307
8 -0.44406960  1.36849440 -0.44426936 1.36995139
9 -0.44430093 1.37329176 -0.44437804 1.38206843
10 -0.44438980  1.38012511 -0.44441942  1.39277058

1
Tabla 3.3: Comportamiento de los métodos Trapecio y Simpson para [ /zln(z)dx = —0.44442296
0
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de convergencia, converge mas rapido que Trapecio, quién converge a la velocidad esperada, pero no alcanza
el orden 4. La funcién del ejemplo 5 no satisface las hipdtesis suficientes de convergencia de ninguno de los
dos métodos. Aun asi, ambos muestran convergencia, pero no llegan a tener las velocidades de convergencia
que se alcanzan cuando se satisfacen las hipétesis de regularidad correspondientes.

Dos criterios ttiles para medir la calidad de un método numérico son la velocidad de convergencia,
que acabamos de presentar, y la exactitud, es decir el espacio de funciones para el cual el método no comete
error. Por ejemplo el método del Trapecio es exacto Vf € Pi, el espacio de polinomios de grado menor o
igual a uno, en cambio el método de Simpson es exacto Vf € Ps.

A continuacién se presentan dos procedimientos destinados a mejorar, en el primer caso, la velocidad de
convergencia y en el segundo caso, la exactitud.

EXTRAPOLACION; METODO DE ROMBERG

Una estrategia fructifera para acelerar la convergencia consiste en combinar aproximaciones obtenidas con
un mismo método numérico pero con mallas refinadas a la mitad del paso anterior. Ese procedimiento se
conoce con el nombre de extrapolacion.

b—a
21

b
Sea I?(f) la férmula del Trapecio que aproxima I(f) = [ f(z)dx con paso h = es decir, que utiliza

(2" + 1) nodos equiespaciados: z; = a + jh Vj = 0,1,...,2°. Consideremos una lista de estos valores para
1=0,1,..., K y a partir de ella construiremos una segunda lista definida por

410 . — 19
Iil(f) = %’(f) parai=0,1,..., K — 1.

Se comprueba facilmente que la férmula I} (f) corresponde al método de Simpson con paso h = g_—ﬁ

b—a
21

En efecto, para este h las férmulas del Trapecio I{(f), If,., (f) con pasos 2h =
seran

y h, respectivamente,

I?(f) = h{f(a) + 2f(a+ 2h) + 2f(a + 4h) + ... + 2f (a + 2°h) + f(b)},

I (f) = g{f(a) +2f(a+h)+2f(a+2h)+ ...+ 2f(a+ (27T —1)h) + f(b)}

y por lo tanto

INf) = g{f(a) +4f(a+h)+2f(a+2h)+ ... +4f(a+ (27T —1)h) + f(b)}.

Se tiene asi que la combinacion propuesta de 2 férmulas de Trapecio, que cometen errores que dependen
de (2h)? y h? respectivamente, produce una férmula de Simpson cuyo error depende de h*, si f € C[‘la’b y por
lo tanto convergerd més rapido si h decrece. La pregunta que surge de inmediato es acerca de la posibilidad
de combinar apropiadamente 2 férmulas de Simpson (de la lista I} (f)) de modo de aumentar atin més la
velocidad de convergencia. Esto es efectivamente posible si f tiene la regularidad suficiente. En general se
puede definir el procedimiento recurviso

paral <k<K, 0<i<K-k

AR TSN (F) = I (F)
(3.12) () = —"—

y confeccionar una tabla triangular de aproximaciones de I(f) segin el esquema de la tabla 3.4.
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Iy

Iy
R Iy

I
13 Iy

I;
I It

T
T

Ty

Tabla 3.4: Tabla de Romberg

2(k+1)

En cada columna k se tiene un método que converge con h2F+1) i f € C[a b]

La aproximacién de Romberg de I(f), es I y comete un error que depende de h?%+2 con h = I’Q_—Ka

63

Sin llegar a constituir una demostracion, el desarrollo que sigue ilustra este comportamiento de ganar 2

6rdenes de convergencia por cada columna que se agrega.

Toda la construccién se hace a partir de la férmula del Trapecio, cuyo error hemos expresado antes.
Cuando se analiz6 el comportamiento asintético de éste (para n + 1 nodos), observamos la presencia de una

suma de Riemann:
_h2 n—1
En(f) = ETE th (m5),
7=0
que puede ser aproximada por la expresién asintdtica del error
~ -1
Eulf) = IA(/'0) - 1'(a).

Para comparar E,(f) con En( /) notamos que integrando 2 veces por partes se tiene

[ @mape @ =S [ @) @)
= [ fa)da - Gh() + fape)

y por lo tanto, el error de Trapecio con (n + 1) nodos se puede expresar como

Tj+1

BD)=Y 5 [ o= w)e—wpr @

Lj
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Como
n—1 1 Tit+1
I _ n
En(f)—j;12 f"(w)da,

conviene realizar la comparacién para cada sumando.

Tj41

/f,,(x){(x—ﬂfj)(;f—ﬂfjﬂ) +%_%}dx:

h? h h?
) - ) /f wts {(2 )+E}du.

Si la regularidad de f lo permite, integrando por partes esta tltima integral se tendra,

2 3
e R Ry R Ly Caet |

u

G)( bl 2
- /f (u+ z; [ h +h 12]du

Eliminando el segundo sumando, que se anula tanto en 0 como en h, e integrando nuevamente por partes

se obtiene

; 4 3 2
U o U

(4) A
+/f (u+x])[24 h12+h24}du.
0

h2 4 3 2
= () = ) - 9t ) [ s

12 u=0

Nuevamente se anula el segundo sumando y debe ser eliminado. Para obtener una vez més un término
que se anule en la integracién por partes, sumamos y restamos la cantidad

/f(4) (u+z;)du = L = (fO(@j1) = fO(a))),

con lo cual se tiene

it 2 4
%f”(m)(m —zj)(z — xj41)de = —%(f'(mjﬂ) — f'(z;) + %(f(s)(xjﬂ) — [P (x))

4 3 2
(4) Nlw o 2U” 4 1
+/f (u+x]){24 h12+h 54 h 50 du.

Integrando nuevamente por partes (si la regularidad de f lo permite), se cancelard un término y se tendréd
que la dltima integral es igual a

h
5 4 3
— (5) YD S R T S ¥ S O
/f (“J’%){mo PR TR Tl
0

lo que corresponde a un término en £ y h® que denotaremos por

—hSC,;.
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Sumando esta expresion obtenemos finalmente que si f € C’[E‘a b el error del Trapecio se puede escribir
como

h2

O~ @)+ s (FIB) — 1) ~ B,

Ea(f) = S

El procedimiento mediante el cual se llegd a esta expresién del error del método del Trapecio se puede
continuar hasta donde la regularidad de f lo permita. En el teorema que sigue se explicitan las férmulas del
error asi obtenidas.

Teorema 3.13. Seanm >0 yn >1,h= I’_Ta,xj =a+jh, para j =0,1,...n. Si f € C*™ 2 entonces,

[a,b]
el error de la férmula del Trapecio asociada a esta malla se puede expresar como
318 )= D B @) @)+ I B (C
' " < (2i)! (2m+2)1) TR ’
- a
Bj(x) si0<z <1

donde Bj(a:) = ) es la extension periddica del polinomio de Bernoulli de grado
Bj(x—1) siz>1

j definido implicitamente por

=t t(e®t — 1)
> ﬁBj(l“) =1
j=1
1
y B; = — [ Bj(z)dz son los nimeros de Bernoulli.

0

Para una demostracién formal de este Teorema se necesita usar las propiedades de estos polinomios y
nimeros, lo que escapa a nuestro interés. (Véase por ejemplo Ralston [6]). En cambio podemos utilizar la
expresion (3.14) para analizar el error de las férmulas que aparecen en la tabla de Romberg.

Sea
Ej(f) = I(f) = I (f),

el error de la férmula de integracién I¥(f) de la tabla de Romberg. la expresién (3.14) con n = 2¢ corresponde
asi a E(f) y por lo tanto

4E%  — E9
El(f)= —H %
3 .
m By; (b—a 25 (25-1) (2j—1) 1 4
:2(%)!( 2 ) (fE700) = A Ha) g (1- 55 ) +
_ 2m—+2 b ' |
1 (b2ia) (2m+2) 4 _ 9i+1 (z — a) . %z — a)
2o\er) 4 5 2 —a)\_ 5 %(a—a) |
" 3 (2m + 2)' /f (:E) 22m+2 amt2 b—a 2m+2 b— a) dx
a
Como By = _31_0’ el término para j = 2 en la sumatoria resulta ser

4
= (55) (PO - 10w,
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que corresponde al error asintético de Simpson con paso g_—ﬂ como se esperaba. Del mismo modo se observa
que la expresién del error de la férmula

¥, -1
T e

comienza en j = 3 con el término

o5 (5% ) ¢O0 -1,

yva que el término de la sumatoria para j = 2 se cancela.

En resumen, si la regularidad de f lo permite, utilizando la expresién del error del método del Trapecio
entregada por el teorema anterior, se puede probar que en la columna k-ésima de la tabla de Romberg se
tiene una férmula de integracién que converge con h***2. Es decir, mediante el método de Romberg
se acelera la convergencia.

En las tablas que siguen mostraremos el comportamiento del método de Romberg en dos casos en los
cuales la funcién tiene la regularidad suficiente. El indice 7 de la primera columna indica, al igual que en las
tablas anteriores, que el paso correspondiente, de la férmula del Trapecio de esa misma linea, es h = b;“.
La diagonal superior de la tabla corresponde a las sucesivas aproximaciones de Romberg.

La tabla 3.5 corresponde al Ejemplo 3 anterior

1
/exp(—x2)dx = 0.74682413.
0

i\ k k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
(Trapecio)  (Simpson)
0 0.68393972

0.74718043

1 0.73137025 0.74683371
0.74685538 0.74682402

2 0.74298410 0.74682417 0.74682413
0.74682612 0.74682413

3 0.74586561 0.74682413 0.74682413
0.74682426 0.74682413

4 0.74658460 0.74682413 0.74682413
0.74682414 0.74682413

5 0.74676425 0.74682413
0.74682413

6 0.74680916

1
Tabla 3.5: Comportamiento del método de Romberg para [ exp(—z?)dz = 0.74682413
0

4
Ejemplo 6. [ t7=dx = 2.6516353. (ver tabla 3.6)
—4

En el capitulo anterior vimos (Figura 2.2) como la funcién con forma de campana, f(z) = ﬁ, si
bien es infinitamente derivable, tiene derivadas cuya norma crece con el orden de derivaciéon y por lo tanto
sus polinomios de interpolacién sobre mallas equiespaciadas empeoraron al duplicar el nimero de puntos
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i\k 0 1 2 3 4 5 6
(Trapecio)  (Simpson)

0 4.2352941
2.4784314

1 29176471 2.5788235
2.5725490 2.6539203

2 2.6588235 2.6527469 2.6518651
2.6477346 2.6518731 2.6516307

3 2.6505068 2.6518868 2.6516309 2.6516353
2.6516273 2.6516318 2.6516353

4 2.6513472 2.6516358 2.6516353 2.6516353
2.6516353 2.6516353 2.6516353

5 2.6515633 2.6516353 2.6516353 2.6516353
2.6516353 2.6516353 2.6516353

6 2.6516173 2.6516353 2.6516353 2.6516353
2.6516353 2.6516353 2.6516353

7 2.6516308 2.6516353 2.6516353 2.6516353
2.6516353 2.6516353 2.6516353

8 2.6516342 2.6516353 2.6516353
2.6516353 2.6516353

9 2.6516351 2.6516353
2.6516353

10 2.6516353

Tabla 3.6: Tabla de Romberg para f(z) = —

1422

considerados. Como advertimos que el error de las férmulas de integracién que aparecen en la tabla de
Romberg en la columna k-ésima depende de la derivada 2(k + 1)-ésima, entonces la esperada aceleracién de
la convergencia puede verse desfavorecida, en este caso.

CUADRATURA DE GAUSS

La clase de métodos que se presentan bajo este titulo tienen la virtud de aumentar la exactitud.

Sea

y consideremos una férmula de integraciéon numérica
n
In(f) = Zcz‘f(wi)-
i=1

donde los coeficientes ¢; y los nodos z;,i = 1,2, ...,n, son tales que la férmula sea exacta para f € Pojp_1,
es decir,

I(f) = In(f) Vf € Pan-1.

Si n = 2 se pueden encontrar los coeficientes y nodos que satisfacen este requisito, resolviendo el sistema
no lineal que resulta de imponer la condicién de exactitud sobre los polinomios de la base candnica de
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c1+co =

C1T1 + C2Z2

2 2
c1x] + C25

S win © N

cle + 023@%
La solucién de este sistema es

cpo=c=1, x \/7 \/7

y en consecuencia la férmula de cuadratura de Gauss (que para este problema recibe el nombre de Gauss-
Legendre) para n = 2, es

(315) RURY ORI

Es poco practico repetir este esquema para obtener las formulas de cuadratura para otros valores mayores
de n, pues habria que resolver sistemas no lineales de complejidad creciente y de los cuales no tenemos
garantias de existencia ni unicidad de soluciones. Probaremos en cambio que el polinomio de interpolacién
de Hermite, definido en (2.33) y (2.34) que utiliza como nodos de definicién las n raices del polinomio
de Legendre de grado n, definido en (2.64), permite obtener la férmula buscada para cualquier n.

Sabemos que el polinomio de Hermite H,(z), de grado (2n — 1), que interpola a f y f’ en n nodos,
T1,T2,..., Ty, €S exacto sobre Pao,_1, es decir, si f € Pa,_1, entonces Yo H,(xz) = f(z), y en consecuencia

b b

[uw@i@is = [, @z,

cualquiera sean los limites de integracién, a y b y la funcién de peso w.

Dicho de otro modo, integrando el polinomio de interpolacién de Hermite basado en n nodos cualesquiera,
se obtendria una férmula de integracién con la exactitud pedida. Pero como en la expresién del polinomio
de Hermite intervienen los valores f'(z;), para i = 1,2,...,n, y por consiguiente estos valores aparecen en la
expresion de la integral de dicho polinomio, la férmula de integracién obtenida no es del tipo exigido a I,,(f),
a menos que los nodos no sean cualesquiera, sino que sean tales que anulen aquella parte de la integral de
H,,, en la que intervienen los valores indeseados de la derivada de f.

Teorema 3.16. Sean x1,22, ..., Ty, las n raices (distintas, simples y todas en el interior del dominio D
como probamos en el teorema (2.68)) de py,, el polinomio de grado n de la base ortogonal de Py, donde la
ortogonalidad consiste en

/ w(@)pi(o)p; (@)dw =0, Vi # j.

D

con w una funcion de peso.
Sea H,, el polinomio de Hermite basado en estos nodos que interpola a f y f'.

Si I(f) :gw(x)f(ac)dac y si In( f'w x)dz, entonces

1. I,(f) es una formula exacta sobre Poy_1,

n

2. L(f) = > cif(m;).

i=1
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Demostracion. La exactitud de la férmula I,,(f) queda garantizada por el comentario previo. Para probar
la segunda afirmacion debemos recordar la expresién del polinomio de Hermite dada en (2.33)

Hy(z) = Z f(zi)hi(z) + Z f(a)hi(z),

donde los polinomios de grado (2n — 1), h;(z) y h;(z) satisfacen

hz(xk) — 62]:

hi(zr) = .

hi(zi) = 0 Vi,k=1,2,....,n
h’(l‘k) = 621:

Para demostrar la parte 2) debemos probar que

n

/w(m) > f(@i)hi(x)dz = 0,

D i=1

lo que se tendréa si

(3.17) Vi=1,2,...,n, /w(z)ﬁz(z)dz = 0.
D

Sea U, (z) = (x — x1)(x — x2)...(x — zy).

Como los nodos {z;}I~, son las raices de p,(z), entonces necesariamente este polinomio admite esta
misma, factorizacion, es decir, existe una constante c¢ tal que

Vo pp(z) = c¥p().

Por otra parte, el polinomio Bz(x) se define en términos del i-ésimo polinomio de Lagrange de grado
(n — 1) como
hi(z) = (z — ;) [Li(2)],

donde dicho polinomio de Lagrange a su vez se puede expresar segun (2.37) como

L) = — ) pale)

(x —2) ¥ (z:) (2 —z)p) (i)

De este modo se tiene que

[ w@hi()ds =

D

/ w(x)pn ()l (x)dx.

P (i)
D

Pero esta tltima integral es nula cualquiera sea i, debido a que p,(z) es ortogonal a todos los polinomios
de grado inferior a n y el i-ésimo polinomio de Lagrange, [;(z), es de grado (n — 1), lo que prueba (3.17) y
permite concluir la demostracién del teorema. O
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Nota.

El teorema anterior identifica a los nodos {z;} , y los coeficientes {c;}? ; que permiten obtener la
exactitud deseada de la férmula de integracién, es decir, tales que

n

[w@s@as =Y s ¥fePus.

) i=1
En efecto, de la demostracién se concluye que

ci = /w(m)hi(a:)da:.

D

Del teorema anterior se deduce la férmula del error de este método de integracién numérica. Integrando
el error cometido por el polinomio de interpolacién de Hermite, dado en el teorema (2.38), se obtiene el
corolario que sigue.

Corolario 3.18. Si f tiene 2n derivadas continuas sobre [a,b], y si I(f) e I,(f) denotan lo mismo que en
el teorema (3.16), entonces existe 1 € (a,b), tal que

I(f) — In(f) =

Fen(n)
(2n)!

2

i=n (2n)
[ v T = a2de = L5 0% [ w@)ona)a,
D i=1

donde la integral corresponde al cuadrado de la norma del polinomio ortogonal p,,(z).

Observaciones Practicas.

A pesar de la nota anterior, el problema de calcular en cada problema los nodos y coeficientes de esta
férmula de cuadratura resultaria extraordinariamente tedioso. Como los casos para los cuales conocemos
bases ortogonales de polinomios son solo cuatro (presentados en (2.64) ... (2.67)), se dispone de tablas que
contienen tanto los nodos como los coeficientes de las férmulas de cuadraturas respectivas para cada uno de
estos casos en una variada gama de nimero total de nodos a utilizar. Por ejemplo, para la ortogonalidad de
Legendre (es decir, w(z) =1, D = [—1,1]), la tabla 3.7 entrega los nodos y coeficientes de las férmulas con
2,4 y 8 puntos.

ZT; C;
+0.5773502692 1
+0.8611363116 0.3478548451
+0.3399810436 0.6521451549
8 £0.9602898565 0.1012285363
+0.7966664774 0.2223810345
+0.5255324099 0.3137066459
+0.1834346425 0.3626837834

= S

Tabla 3.7: Nodos y Coeficientes del método de Gauss Legendre

Cuando se tiene el problema de calcular numéricamente una integral donde los limites de integracién no
corresponden a los casos de ortogonalidad conocida se requerird un cambio de variables previo a la utilizacién



3.4. CUADRATURA DE GAUSS 71

de la férmula de cuadratura correspondiente. Por ejemplo, si la integral que se quiere aproximar es

b
1(f) = / f(z)dz,

con a y b finitos, entonces el cambio de variables correspondiente sera

2r —a—>b
Uu=——-",

b—a

de modo que se utilice la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre que aproxime a la integral que aparece
en la expresién
b—a a+b
U du.
(5 5)

Ejemplo 7. Para ilustrar este procedimiento consideremos la integral entre 0 y m/2 del coseno, cuyo valor
sabemos que es uno, es decir, sea

El cambio de variables propuesto nos lleva a la expresién
1
T T T
I(f) = — — —
(f) 4/003(4u+4)du
-1

y la férmula de Gauss-Legendre con solo 2 nodos (recuerde que para este caso obtuvimos la expresién (3.15)),
entregard la aproximacion

L(f) = %{cos <—4% + %) + cos (4% + %)}

Utilizando la férmula del coseno de la suma de los angulos, y el valor

7r
cos | —= | = 0.8989,
(4\/§>

se obtendrd la aproximacién
L,(f) = 0.9985,

que aproxima bien al valor exacto, 1, considerando las restricciones que nos impusimos a fin de ilustrar
mejor el procedimiento. Para una mayor precisién usaremos los valores de la tabla anterior correspondientes
a n = 4. Simplificando la expresién resultante mediante la férmula del coseno de la suma, se obtiene

™

que comete un error de apenas 2.28*1078.

{0.3478548451003 (0.861136116%) +0.6521451549c0s (0.3399810436%)} :
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Los métodos de cuadratura de Gauss-Laguerre, Gauss-Hermite y Gauss Tchebycheff, se utilizaran para
aproximar las integrales del tipo

[e’¢] (o] 1
., e 1
0/ e * f(a)dr. 4 e * f(a)dr, / s @),

respectivamente, donde los coeficientes y nodos correspondientes se encuentran en tablas contenidas en la
mayoria de los textos en uso. Obviamente, para cualquier otra combinacién de limites de integracién, se
deberd hacer el cambio de variables que permita hacer corresponder el/los limites finitos con el/los dados
aqui.

Para comparar los métodos presentados en este capitulo, mostraremos el comportamiento del método
de Cuadratura de Gauss Legendre en los cuatro ejemplos resueltos mediante el método de Romberg y las
férmulas compuestas de Trapecio y Simpson.

1 1 1 4
Nimero de | [exp(—2?)dz = | [25/%dz = | [/zln(z)dz = | [ e de =
0 0 0 1

puntos usados 0.74682413 0.28571429 - 0.44442296 2.6516353
2 0.74659469 0.28645943 | - 0.46268470 1.2631579

4 0.74682447 0.28571991 | - 0.44887755 2.0472850

8 0.74682413 0.28571434 | - 0.44531016 2.5600802

16 0.74682413 0.28571429 | - 0.44459283 2.6498577

32 0.74682413 0.28571429 | - 0.44446791 2.6516347

Tabla 3.8: Ejemplos anteriores usando el método de Gauss-Legendre

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Considere el método de integracién numérica que resulta de integrar la funcién Spline cubica sobre
malla equiespaciada {x;}!=}, entre z¢ y &, para aproximar

A partir de la expresién dada en el capitulo anterior en (2.56), obtenga la férmula de integracién, y
comparela con las férmulas compuestas conocidas.

(Cuidado: ahora la malla parte en xo y no integramos sobre los extremos lineales de la Spline).

Se prueba ficilmente que la funcién Splines Ciibica que estamos considerando, no es exacta para los
polinomios de grado 3. En cambio si adicionalmente se imponen condiciones de interpolacion de la
primera derivada en los extremos, la funcién Spline resultante serd exacta para los polinomios de grado
3 sobre el intervalo [zg, z,,]. Recordando que en la expresion entregada en (2.56) el valor de la derivada
de la funcién Spline en el nodo z;, se denota por A;, proponemos considerar una funcién Spline como
la anterior pero con las propiedades adicionales \g = f'(z9) y A, = f'(zn). Obtenga la férmula de
integracién resultante de integrar esta nueva funcién Spline. (Serd exacta sobre Ps).

2. Considere el método del Trapecio corregido que se obtiene si para cada intervalo [z;, x;41],Vi =
0,1,...,n — 1, se aproxima la integral de f sobre ese intervalo por
h2

P17 + Sl + ) — i)
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Se supone malla equiespaciada ordenada con a = g < 1 < ... < 2, = b, y conocidos todos los
valores f(z;), f'(x;),Vi = 0,1,...,n. Encuentre la exactitud de esta férmula, dando una cota del error.
Compare con todos los métodos estudiados antes y los dos del problema anterior.

3. Obtenga una férmula de Simpson mejorada que resulte de integrar sobre cada intervalo [z;,x; 2],
un polinomio de Hermite que interpole a f y a f’, en los 3 nodos z;, 11, Ti12. Se supone malla
equiespaciada, n par y conocidos los valores de f y f' sobre la malla. Obtenga una expresién para el
error de esta férmula.

4. Exprese el error de Gauss-Legendre y Gauss-Tchebycheff con n puntos, usadas para aproximar inte-
grales sobre un intervalo [a, b] no necesariamente [—1, 1].

5. Considere una malla equiespaciada de paso h,a = zg < z1 < ... < &, = b, sobre la cual se conocen los
valores de una funcién f cuya integral se desea aproximar por una férmula que resulte de aproximar f
por una funcién constante por pedazos. Se proponen 2 alternativas:

[@i,@iq1] f($i+1), si xi + % S < Tit1,
S(m)hzi’zuﬂ = %

Encuentre ambas férmulas, calcule el error en cada caso, compare con métodos conocidos, ilustre en
un grafico la exactitud de estos métodos.

6. Con la ayuda de una calculadora confeccione tablas de Romberg para aproximar

(a) I = [e"dx,

o .

10
(b) F = g" 14_17dx,
con pasos h =454 B b A A (] =1.7182818... ,F =1.4711277...)
Calcule el orden o velocidad de convergencia en ambos casos. Explique el comportamiento distinto
del error en ambos casos.

7. Use un método adecuado de Cuadratura de Gauss para aproximar las integrales que siguen, con
férmulas exactas en P3 y luego en Pjy.

3

1 1
1 cos(m - y) / x? / 9
———dx, ————2dy, ——du, exp(z”)dz.
/ (22 + 1) s V1—19y? ) vz(l—1) ) (@)

8. {Cuantos puntos son necesarios para calcular con una precisién de 0.001 por Trapecio y cuantos para
1
calcular con la misma precisién por Simpson la integral [ e*sen3zdz? Calcule con ambos métodos con
0
5 puntos equiespaciados y compare con el valor exacto.
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CAPITULO 3. INTEGRACION NUMERICA



CAPITULO 4

SISTEMAS LINEALES

Los sistemas de ecuaciones lineales han sido estudiados previamente en el curso de Algebra Lineal, desde
multiples perspectivas. Nuestro interés aqui se reduce a los aspectos numéricos de su resoluciéon. Es decir,
siempre supondremos que su solucién existe y es tnica, o equivalentemente, que la matriz del sistema es
invertible. Ademds de los métodos orientados al calculo efectivo de la solucién del sistema lineal deberemos
estudiar la propagacién de errores, la estabilidad del problema y la convergencia de sucesiones de aproxima-
ciones de la solucién. Este objetivo nos lleva a la necesidad de introducir una seccién inicial dedicada a la
presentacién de las normas de matrices adecuadas a nuestro problema, como lo son aquellas que se relacionan
con (o “subordinan” a) normas vectoriales.

ESTABILIDAD Y NORMAS MATRICIALES SUBORDINADAS

Definicién 4.1. Sea || ||, una norma en IR"™. Se define la norma matricial subordinada a esta norma
vectorial como

A
VA matriz real cuadrada de tamano n [|All, = sup Az, = sup [|Az|p.
o el ek
z#0 z|p=1

Es bastante sencillo comprobar que la funcién del espacio de las matrices (reales cuadradas de tamarfio
n) en los reales no negativos, as{ definida, es efectivamente una norma y se propone como ejercicio.

Ejemplo 1. Consideremos la norma infinito en IR", es decir, Vo € IR", ||z||cc = max |z;|. La norma matricial
1<i<n

subordinada correspondiente serd, por definicion,

n
[[Allco = sup max ZA,"]':IT]'.
Jj=1

2] e=1 1 Si<n

Utilizando la propiedad de la desigualdad triangular del médulo, se tendra

75
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1] oo 1 1<i<n |2]| 0o 1 1<i<n \1<5<

n
(4.2) |4l < sup  max Z|A Jllzj) < sup max (max |mj|> > 144
=

= max Z |4; ;]
1<z<n

Por otra parte, dada una matriz A no es dificil construir un vector & € IR™ cuyas coordenadas sean +1
(y por lo tanto su norma infinito sea igual a 1) y tal que

[|[AZ||cc = max ZAZ]:E] = max Z|A”|

1<i<n 1<i<n
j=1

Con lo cual en (4.2) se tiene ||Al|co < ||AZ||s. Pero al estar definida la norma matricial como un supremo
sobre todos los vectores unitarios de IR™, se cumple la desigualdad inversa || AZ|| oo < ||A4||co ¥ POr consiguiente
la igualdad

n
(4.3) lAllec = 1??5an:1 | Aij-
‘7:

De modo similar se puede probar que

Al = ma A;
I|Allx lrg]gnZI il
(4.4)

Al = [ max

AEa(AtA)

donde o(A*A) es el espectro, o conjunto de todos los valores propios, de la matriz simétrica y semidefinida
positiva A*A. Si A es invertible, como lo serd en todos los sistemas lineales que trataremos, entonces A A
es definida positiva.

Definicién 4.5. Sea A una matriz real y cuadrada de tamafio n. Se define el radio espectral de A, que
denotaremos por p(A), como el médulo del mayor valor propio en médulo de A. Es decir,

A) = A
p(A) = féﬁ’j)' E

El radio espectral no es una norma matricial y sin embargo juega un rol muy parecido a las normas
matriciales subordinadas. Su relacién con éstas quedard establecida en las propiedades que siguen.

Propiedades de las normas subordinadas.

4.6. Para cualgquier matriz A, para cualquier vector x € IR™, la norma vectorial y su correspondiente norma
matricial subordinada satisfacen

([ Az < [|A] - [|]]-
4.7. Para cualquier par de matrices A y B, para cualquier norma matricial subordinada

IABI| < [[A[l - |IB]]-
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4.8. Para cualquier norma matricial subordinada, se tiene que la norma de la matriz identidad vale 1, es
decir,

1]} = 1.
4.9. Para cualquier norma subordinada, para cualquier matriz A
p(A) < |IA]l-

4.10. Para cualquier tolerancia € > 0, para cualquier matriz A eziste una norma matricial subordinada (de
sofisticada construccion) para la cual se cumple

p(A) > [|A]| —e.

Esta propiedad (se trata en realidad de un teorema) combinada con la anterior dicen que el radio espectral
se puede aprorimar tanto como se desee a una norma matricial subordinada.

4.11. Si A es una matriz invertible entonces toda norma subordinada satisface

1

AT >
1Al

Demostracion. Las propiedades (4.6), (4.7) y (4.8) se prueban facilmente por definicién de norma subordi-
nada. Demostraremos solo (4.7), dejando de ejercicio las demostraciones de (4.6) y (4.8).

|ABz|
e

|AB|| = sup

z€R™

2#£0

Por la propiedad (4.6) se tiene que ||ABz|| < ||A|| - [|Bz|| y por lo tanto

| Bz|]
1]

IABI| < [|A]] sup = [IAl[ - 1IBII.
20

Para probar la propiedad (4.9) usaremos (4.6). Sea A € o(A) tal que |A| = p(A4) y sea & € IR™ vector
propio de A asociado al valor propio )\, es decir,

Ax = \x

con = # Op~. Esto implica que |\ - ||z|| = ||[Az|| = ||Az|| < ||4]| - ||z|| y dividiendo por ||z|| # O se concluye
el resultado.

Para una demostracién de la propiedad (4.10) se sugiere consultar el libro de Ciarlet [3]. La propiedad
(4.11) es consecuencia directa de las propiedades (4.7) y (4.8). En efecto,
1= 1] = [|AATH] < [JA] - lA7H).
O

El primer aspecto numérico de los sistemas lineales que abordaremos sera el problema de la estabilidad,
es decir, nos preguntaremos acerca de cuanto influye en el resultado (la solucién) una pequena perturbacién
de los datos del problema. Consideremos el sistema

(4.12) Az =b

cuya solucién denotaremos por Z.
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Nuestro objetivo es estudiar el desplazamiento de la solucién cuando se perturba la matriz A y/o el lado
derecho b. Comenzaremos por perturbar el lado derecho, es decir, consideremos el sistema

(4.13) Az =b
cuya solucién denotaremos por Z. Las cantidades que nos interesa comparar son
1% — &l . b — bl
[z l[o]]

Como 7 —2=A"Yb— i)), se tendrd para cualquier norma subordinada que

(4.14) 1 — &l < IlA]- 116 = .

Por otra parte

- - 1 A
Az = b= ] < 1Al [l = <
1z = [l
lo que combinado con (4.14) produce el resultado buscado
Iz — &l iy llo =Bl
(4.15) = < AL AT :
[z l[o]]

Definicién 4.16. Sea A una matriz invertible. Se llama nimero de condicionamiento de A a la cantidad

K(A) = [|All - lA7])-

Obviamente este nimero depende de cual sea la norma matricial subordinada que se use y deberia indicar-
se. Debido a la relacién entre radio espectral y normas subordinadas, se define también el condicionamiento
en radio espectral, o condicionamiento estrella, como

i
— co
K.(A) = p(A)p(A~") = “min T
A€o (A)

De la propiedad (4.11) se deduce que cualquiera sea la norma subordinada usada el condicionamiento de
una matriz serd siempre mayor o igual que uno. Por lo tanto la desigualdad (4.15) dice que frente a una
perturbacién del lado derecho se debe esperar un desplazamiento proporcionalmente mayor de la solucién.
Por otra parte, la propiedad (4.9) dice que el condicionamiento en radio espectral serd menor o igual que el
condicionamiento en cualquier norma matricial. En resumen, se tiene que

1< K.(4) < K(4).

Ejemplo 2. Consideremos el sencillo sistema de dos por dos y de inocente apariencia

Tr1 +10xs = 1
S5x1 + Txs = 0.7

. - 0 . .
cuya solucién es & = <O 1). Proponemos perturbar el lado derecho y considerar el nuevo sistema

Tx1 + 1025 = 1.01
5x1 + Txs = 0.69
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—-0.17
0.22
solucién es 170 veces mayor que la perturbacién.

12l oo 115] 0o

de solucién z = ( > Por lo tanto 1Zz2lee — 17 y Lb—bllee _ 0.01, es decir, el desplazamiento de la

Los nimeros de condicionamiento de la matriz de ambos sistemas en las normas mas usadas y en radio
espectral son

Koo(A) = K1 (A) = 289, Ky(A) ~ 223, K.(A) ~ 198.

Ejemplo 8. Se definen las matrices de Hilbert de tamafio n como (H,);; = H]%],‘v’i,j =1,2,...,n.

Por ejemplo

1 1
L 5 3

— |1 1 1
H3_234
1 1 1

3 1 5

Estas matrices son invertibles pero muy mal condicionadas, es decir, con numeros de condicionamiento
muy grandes y que crecen en la medida que aumenta el tamano, n. Algunos de estos nimeros de condicio-
namiento, en radio espectral, son

K.(H3) = 524,
K.(Hs) = 4.77-10°,
K.(Hy) = 1.60-10".

Un ejercicio interesante, que pone a prueba la eficiencia de cualquier software matemético, capaz de
invertir matrices, consiste en pedirle calcular la inversa de este tipo de matrices aumentando el tamano n. A
partir de cierto tamafio umbral, Vn > ng, responderd que la matriz es numéricamente singular (no invertible)
o mal condicionada. En los casos en que no avisa de este problema conviene comprobar la exactitud de la
inversa entregada, calculando el producto H, - H, ' y comparando este resultado con la matriz identidad
I,. Por ejemplo, Matlab para Windows, version 4.2, calcula sin problemas la inversa de la matriz de Hilbert
de tamano n = 10. A partir de ng = 12, avisa que la matriz es mal condicionada y por lo tanto la inversa
serd poco confiable. Pero para n = 11 calcula H ;11 sin advertir de ningiin inconveniente y al pedirle calcular
el producto Hiyy - Hﬁl entrega una matriz bien distinta de la identidad. Resulta de todos modos notable
que una inestabilidad caracterizada por un nimero de condicionamiento, K,(Hyo) = 1.6 - 10'3 no sea un
obstaculo para que este software calcule con precisién la matriz inversa.

La frase “numéricamente singular” para indicar mal condicionamiento de una matriz, es rigurosamente
exacta, como se establece en el teorema de Gastinel que presentamos sin demostracion.

Teorema 4.17. Si A es una matriz invertible, entonces su nimero de condicionamiento, en cualquier
norma subordinada, satisface

L { 4=
K(4) 4]

|B es una matriz singular } .

Es decir, que A tenga un nimero de condicionamiento grande equivale a que se pueda aproximar bien
por una matriz no invertible.

La prueba (en el Ejemplo (3)) a que propusimos someter a las matrices inversas calculadas por el software
para decidir acerca de su precisién (calcular el producto H,, - H,! y comparar con la identidad) es muy
intuitiva pero peligrosa. Consideremos el caso de un sistema lineal

Az = b.
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Supongamos que hemos obtenido un vector £ € IR", soluciéon numérica de este sistema, cuya verdadera
solucion es Z. Se llama residuo al vector

r=>5b— Az.

Si la solucién numérica fuera exacta, si coincidieran z y Z, entonces el residuo seria nulo. Como el residuo
es un vector calculable, cabe preguntarse si un residuo pequeno implica que la soluciéon numérica es una buena
aproximacion de la solucién verdadera. La respuesta es que esto no siempre es asi. De hecho, la desigualdad
(4.15) entrega la relacién entre el residuo y el error cometido por la solucién numérica, denotando por ba
Az, con lo cual se muestra la dependencia del condicionamiento de la matriz del sistema, como

[

& —

Estudiaremos ahora la estabilidad de un sistema lineal sometido a perturbaciones de la matriz del sistema.
Con éste y otros fines, que se apreciaran més adelante, presentamos un teorema de gran utilidad.

Teorema 4.18. Sea E una matriz cuadrada de tamafio n tal que ||E|| < 1 para alguna norma subordinada
cualquiera. Bajo esta hipdtesis la matriz (I — E) es invertible y en la misma norma subordinada se tiene

1
I-BE)YY < ——
I =B < 7

donde I denota la matriz identidad de tamano n.

Demostracion. Razonando por el absurdo, supondremos que (I — E) no es invertible y que por lo tanto existe
un vector no nulo z € IR" tal que (I — E)xz = 0, equivalentemente x = Ex. Esto implica que con cualquier
norma subordinada se cumplird ||z|| < [|E|| - ||z|| y dividiendo por ||z|| # 0, se concluye que 1 < ||E]|, lo que
contradice la hipdtesis.

Para acotar la norma de la inversa usaremos la misma propiedad de las normas subordinadas, conside-
rando que

I=I-E)'"I-E)=I-E)'-I-E™E
y por consiguiente

(I-BE)y'=I1+(I-E)'E.

Usando la desigualdad triangular y las propiedades (4.7) y (4.8) se obtiene
(I =E)~ ' <1+ - B -E

de lo cual se concluye la desigualdad propuesta. O

Consideremos el sistema lineal

de solucioén T y el sistema perturbado
Az =1b
de solucién # donde la matriz A = A(I + E), perturbacién de la matriz A, es tal que

1
(4.19) |AE| < ——.
[IA=|
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Notemos que esto implica que ||E|| = [|[A"1AE| < ||JA7!]| - ||AE]] < 1y por lo tanto, segin el teorema
anterior, la matriz (I + E) es invertible. De la definicién de # y Z se tiene que

(4.20) T=(I+E)z
y por lo tanto

(4.21) F—2=FEi=A"1A- A)s.

De esta ecuacidn se obtiene una desigualdad parecida a (4.15)

14— A
4]

1% — 2]
l12]]

(4.22) < K(A)

IIleﬁ”vH IIT‘TITH ]
T €
caso la desigualdad que se obtiene pierde su parecido con (4.15) y el factor, si bien depende del nimero de

condicionamiento no coincide con él. De (4.19) y el teorema anterior se tiene

Pero el error relativo que deberiamos acotar es Lamentablemente en este

en lugar de

1z =zl _ _[lE] K(4) 1A~ A4

z - 1-||E| — [A—A| A
El 1B = 1= kLl ]

(4.23)

Hacemos ver que la desigualdad (4.22) no requiere de la hipétesis (4.19) que limita el tamartio de las
perturbaciones consideradas. Por el contrario, las dos desigualdades que aparecen en (4.23) solo son vélidas
bajo esta hipétesis. En particular, debido a (4.19) se tiene que

|A— A
K(A) TA] <1

y por lo tanto el factor que multiplica a la perturbacién relativa en esta desigualdad es mayor que el niimero
de condicionamiento, es decir,

K(4)

— > K(4).
1- K (A) gL

Para ilustrar estas relaciones consideremos el sistema de dos por dos del ejemplo (2) anterior.

Ejemplo /. Para este sistema tenemos

7 101, _[-7 10
Sl O

y por lo tanto

[Alle = A7 |0 = 17.
Consideraremos una perturbacién de la matriz que satisfaga la hipétesis (4.19), es decir, tal que

1
AF|loe < — = 0. .
[|[AE||x < 1 0.0588

Este sera el caso si la matriz perturbada es

[T 995
A= [4.97 7} '
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Teniamos que el nimero de condicionamiento de la matriz A en esta norma es Ko (A4) = 289 y que

0 ) si el lado derecho es b = < 1

01 07). La solucién del sistema

la solucién del sistema original es & = <

. _ 10
perturbado Ax = bes & = ( 2 9).
12

10

; lZ—2lloo _ 339 _ 100 .,
El error relativo es Tl = 01 = 129 0.775.

La perturbacién relativa es % = % ~ 0.0029.

Es decir el error relativo es mas de 267 veces mayor que la perturbacién relativa. (Recordemos que para
la perturbacion del lado derecho, presentada en el ejemplo (1). Este factor fue 170 y que el condicionamiento
en radio espectral de esta matriz es K.(A) = 198). Por otra parte, la relacién (4.23) dice en este caso que

|4 = Al
— <C , con C ~ 1785.
[1Z]] 0o 14| o

Para terminar esta seccién presentaremos un resultado que permite usar el residuo, en varias situacio-
nes reales, para decidir si una solucién numérica aproxima de manera aceptable a la solucién verdadera.
Insistimos en que en la practica no tiene sentido pretender calcular un nimero de condicionamiento para
decidir acerca de la calidad de una solucién numérica. (Conocer la inversa de la matriz del sistema, tiene al
menos el mismo grado de dificultad que conocer la solucion). Esto no disminuye el interés de estas relaciones
pues la gran mayoria de los sistemas lineales que aparecen en la resolucién de problemas reales provienen de
situaciones acerca de las cuales se tiene mucho mas informacién y con frecuencia se sabe si son bien o mal
condicionados.

Supongamos que se desea resolver el sistema Az = b y que tanto los coeficientes de la matriz como los del
lado derecho solo se conocen de manera aproximada, con cierto error acotado. Es decir, en lugar de contar
con Ay bse tiene A y b, ademés de una matriz E, con E; ; > 0 tal que

(424) |Ai’j — Ai7j| S Ei’j, V’L,] = 1,2, e n
y un vector § con §; > 0 tal que

(4.25) b; — bs| < 6;,Vi=1,2,...,n.

La solucion del sistema perturbado Az = b, que denotaremos por Z, solo se podra conocer de manera
aproximada, como solucién numérica, resultante de algun procedimiento de cdlculo. Sea T esta solucién
numérica del sistema perturbado y consideremos el residuo

(4.26) r(z) =b— Az.

En todo el estudio hecho anteriormente nos interesaba analizar la relacion entre este residuo y el error
cometido por la solucién numérica T con respecto a la solucién exacta . Pero esta solucién ezacta lo es
de un problema aprozimado (el problema perturbado). Por lo tanto lo que realmente interesa es que la
solucién numérica T aproxime bien a la solucion del sistema desconocido Ax = b. Diremos que la solucién
numérica obtenida T serd aceptable como una buena aproximacién de la verdadera solucién del verdadero
problema (desconocido) si existe un sistema lineal aceptablemente parecido al sistema resuelto, en el sentido
de que satisfaga las tolerancias (4.24) y (4.25), del cual T sea solucién exacta. Este criterio se formaliza en
el teorema que sigue.
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Teorema 4.27. Sean A una matriz invertible de tamario n, be IR", E una matriz de tamanon y § € IR",
ambos con coeficientes positivos. Sea T € IR™ una solucidn apmmmada del sistema Az = b.

Eziste un sistema lineal Az = b cuya solucidn exacta es T y tal que A y b satisfacen (4.24) y (4.25), si y
solo si el residuo, definido en (4.26) satisface

(4.28) |r(Z)] < E|Z|+ 6

donde se ha denotado por |Z| al vector cuyas coordenadas son el valor absoluto de las coordenadas de Z,
es decir, (|1Z|); = |Zi|, Vi=1,2,...n

La demostracién se puede ver en el libro de Stoer y Bulirsch [7].

Ejercicios propuestos.

1. Demuestre que toda norma subordinada es efectivamente una norma.

2. Demuestre las propiedades (4.6) y (4.8).

n
3. Considere el producto de matrices (A, B) = tr(B'A), donde tr(C) = Y. C;; y las matrices A y B
i=1

son ambas del mismo tamafo (no se requiere en general que sean cuadradas pero éste serd el dinico
caso que nos interese aqui). Demuestre que éste es un producto interno en el correspondiente espacio
de matrices y que por lo tanto ||A|| = ((4, A))2 es una norma matricial. Demuestre que esta norma,
llamada de Frobenius, no es norma subordinada. Explicitela.

4. Suponga que se conocen la matriz A y el lado derecho b de un sistema lineal con una precisién ca-
racterizada por un error relativo € en todos sus coeficientes. Es decir, se conocen A y b tales que

W < eVi,j = 1,2,. "b|b “ < eVi = 1,2,..,n. Explicite la cota de (4.28) para cada

componente del residuo en este €aso.

5. Demuestre que si A es una matriz simétrica entonces ||A||s = p(A).
6. Demuestre que si A es una matriz ortogonal (A" = A1) entonces ||| = 1.

7. Repase la definicién de normas equivalentes y recuerde que en un espacio vectorial de dimensién finita
(como lo es el espacio de las matrices cuadradas de tamafno n) todas las normas son equivalentes.
Encuentre todas las constantes para la equivalencia de las normas matriciales || - ||1, || - ||2, ]| - || entre
si y con la norma de Frobenius definida en 3.

METODOS DIRECTOS

A esta clase de métodos pertenecen los procedimientos estudiados en el curso de Algebra Lineal, como son
el métodos de Gauss y la factorizaciéon LU. Presentaremos aqui otras factorizaciones 1tiles y analizaremos
aspectos numéricos tales como la propagacién de errores y el costo en niimero de operaciones.
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Método de Gauss.

Recordemos que el objetivo de este algoritmo de reduccién es transformar un sistema lineal cualquiera en
otro equivalente cuya matriz sea triangular superior. La razon que justifica este esfuerzo es que la resolucién
de un sistema de este tipo, mediante el procedimiento de sustitucion en reversa, es simple y poco costosa,
en cuanto al nimero de operaciones requeridas. En efecto, si el sistema Az = b es triangular superior, es
decir, si A; ; =0 Vi > j, entonces la solucién x € IR", se obtiene coordenada a coordenada como

(4.29) Ty =

1 n
.’I?Z:A bi— Z AiJ.’Ej Vi:n—l,n—Q,...,l.
1,2 j=i+1

En todo el capitulo suponemos que la matriz del sistema es invertible y por lo tanto aqui la matriz
triangular A tiene diagonal no nula. Se observa directamente que el nimero de divisiones que se realizan es
n y el nimero de productos es @ y por lo tanto se dird que el nimero de operaciones requeridas para

realizar la sustitucion en reversa es del orden de

3

La reduccién de Gauss se realiza en (n — 1) pasos destinados a anular una subcolumna (bajo la diagonal)
cada vez. Sea A(® = Ay A® la matriz resultante del paso k-ésimo. La misma notacién se usard para las
transformaciones del lado derecho del sistema. El algoritmo de Gauss se resume como sigue.

4.30. Para k=1,2,...,n—1

. . k—1 . . . .
si el pivote A;c i ) = 0 realizar las permutaciones de filas o columnas que permitan modificar esta
situacion;

parai=k+1,...n

(k) _
Ai,k =0
g ALY
i = TRy
ALY

bgk) _ bgk—l) n 9,»b§f‘”
para j=k+1,..,n, AN =A% 19,400,

] 2,

Todos los coeficientes no mencionados permanecen idénticos.

Este procedimiento es considerablemente mas costoso que la sustitucion en reversa. El nimero de divisio-

@ y el nimero de productos es % y por lo tanto se dird que el niimero de operaciones
n

. .7 3
requeridas para la reduccién de Gauss es del orden de %-.

nes es

Con gran frecuencia los sistemas lineales que aparecen en la préctica tiene matrices poco densas (con
muchos ceros) y estructuradas. Una atenta revisién del algoritmo de reduccién de Gauss permite saber a
priori cuales elementos de una matriz de este tipo se reajustardn en el paso k-ésimo y cuales no. Si bien
todos los software matemaéticos permiten resolver sistemas lineales con una sola instruccion, el procedimiento
convocado por ella no hard uso de esta observacién y por lo tanto introducird errores debido a la manipulacién
innecesaria que conllevan estos cdlculos. En estos casos conviene programar un algoritmo de Gauss ad-hoc.
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Consideremos por ejemplo el caso de un sistema tridiagonal Az = b, con

a;
Yo @z o
A = ’)/3 )
,Bn—l
Tn Qn

En cada paso k-ésimo la subcolumna tiene solo un elemento a anular y en el reajuste de una fila solo
cambia el elemento diagonal. El algoritmo de Gauss para esta matriz se reduce a

Q] = o
_ Tk
Vk:2,...,n A = O — — ﬂkfl.
Ap—1

La propagacién del error de redondeo debido a los célculos puede llegar a ser considerable en sistemas
grandes no estructurados y por lo tanto conviene tomar las medidas de control a nuestra disposicién. Las
divisiones por pivotes pequenos en médulo son conocidas como principal fuente de este problema y por lo
tanto el mejor resguardo contra este factor de riesgo consiste en elegir como pivote del paso k-ésimo al
elemento de mayor médulo de toda la submatriz inferior derecha de tamaifio (n — k + 1) y llevarlo a la
posicién (k, k) mediante permutaciones de filas y/o columnas. Esta estrategia se llama de bisqueda total
de pivote. Como todas estas comparaciones pueden resultar muy costosas frecuentemente se restringe la
bisqueda del mejor pivote a la fila o a la subcolumna del pivote (la k-ésima). La denominacién que recibe
este procedimiento es de bisqueda parcial. La importancia de estas busquedas y los riesgos de la bisqueda
parcial se ilustran en el ejemplo sencillo, de dos por dos, que sigue.

SEORG

de solucién z = 2900 = (0.503..., y = 2250 — (.497...

Ejemplo 5. Consideremos el sistema

Si aplicamos el método de reduccién de Gauss sin permutar ni filas ni columnas usando aritmética de
punto flotante de 2 digitos se obtendra como resultado x = 0, y = 0.5, con un error evidente.

Supongamos que realizamos busqueda de pivote (en este ejemplo dard igual si es total o parcial) y
permutamos las ecuaciones (las filas). En este caso, con la misma aritmética, obtendremos la solucién
z =0.5, y =0.5, con un error considerablemente menor que el anterior.

Multiplicando la primera ecuacién por 200 se tendré el sistema equivalente
1 200| fz\ _ (100
1 1 y)  \1)°
Si se nos permite realizar biisqueda total de pivote obtendremos una solucién de la misma calidad de la
anterior. En cambio si realizamos biisqueda parcial en la columna del pivote, es decir, si las permutaciones
previstas se reducen a las filas, entonces no habra ninguna razén para intercambiarlas en este caso y sin

embargo la aplicacién del método de Gauss a este sistema llevard a los mismos errores que la primera
alternativa (sin ninguna busqueda de pivote).

Una técnica también recomendada con frecuencia para controlar la propagacién de errores, es la de
escalar la matriz del sistema. Esto es lo que hemos hecho al multiplicar la primera ecuacién por 200. En
general, consiste en pre- y post-multiplicar la matriz por matrices diagonales, cuidando de obtener un sistema
equivalente, es decir, resolver el sistema

D1AD>% = D1b
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y luego calcular

xr = DQi'

Es muy dificil encontrar una regla general para decidir el escalamiento apropiado y el criterio de eleccién
de pivote que se debe aplicar al sistema escalado. El método mas recomendado, basados en evidencia
empirica, consiste en limitarse a la premultiplicaciéon por

1
n
> 1Al
i=1

Dy = diag(s1,-..,8,), con s; =
y luego aplicar la reduccién de Gauss con busqueda parcial de pivote solo en la subcolumna correspondiente
(permutar filas). En la préctica este escalamiento puede no explicitarse jamds, incorporando su efecto solo
en la seleccién del pivote. En resumen, esta técnica consiste en aplicar la reduccién de Gauss al sistema
original (sin escalar) con la eleccién del pivote k-ésimo (en el paso k descrito en el algoritmo (4.30) que sigue

4.31. Determinar v > k tal que |A7(nk,;1)|sr = max |A§kk71)|si,
k) i_ k)

permutar filas T y k.

Factorizaciones LU y de Cholesky.

Dada una matriz A se dice que ella posee factorizacién LU si existen dos matrices L, triangular inferior con
unos en la diagonal y U, triangular superior sin ceros en la diagonal tales que

A=LU.

El hecho de que A sea invertible no garantiza que esta factorizacién exista, pero si ella existe entonces es
unica. Que A sea invertible implica que existe una factorizacién (no unica) A = LU P, donde la matriz P
es producto de matrices de permutacién y por lo tanto es invertible y solo tiene ceros y unos. De hecho, la
inversa de esta matriz se construye como la sintesis de todas las permutaciones de columnas (reordenamiento
de las coordenadas del vector solucién) realizadas en la reduccién de Gauss de la matriz A.

En el curso de Algebra Lineal se demuestra un teorema acerca de formas cuadréticas definidas positivas
que en una de sus partes dice

Teorema 4.32. A simétrica definida positiva si y solo si existe una matriz S triangular superior con
diagonal estrictamente positiva tal que

A = StS,

llamada factorizacion de Cholesky.

La importancia de las factorizaciones triangulares presentadas es que permiten resolver un sistema como
dos sistemas triangulares, es decir mediante dos procedimientos de sustitucién: uno hacia adelante y otro en
reversa. Por ejemplo supongamos que se conoce la factorizacién LU de la matriz A y por lo tanto resolver
el sistema Az = b se reduce a resolver

Ly = b por sustitucién hacia adelante:

Yy = bla
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i—1
Yi = bl - Z Li’j‘yj, Vi = 2, s T
i=1
Uz = y por sustitucién en reversa.

La obtencién de la factorizacién LU o LUP es equivalente a la reduccién de la matriz A mediante el
algoritmo de Gauss (como se ve en el curso de Algebra Lineal) y por lo tanto el beneficio de calcular estas
factorizaciones se obtiene cuando se desea resolver varios sistemas con distintos lados derechos y la misma
matriz.

Las factorizaciones LU y de Cholesky se pueden calcular también de manera directa por identificacion de
coeficientes de la matriz producto. Siguiendo esta esquema presentaremos el algoritmo que permite obtener
la matriz de Cholesky.

4.33. Sy = (A 1)Y2.
Para 3 =1,2,...,n—1,

para k=37+1,...n

-1
Sik = o (AjJe - ; SiJ‘Si,k)

VRN
1/2

j
_ 2
Sjt1.j+1 = (Aj+1,j+1 - Si,j+1>
1=1

Tal como ocurre con la resolucién de sistemas lineales, las factorizaciones son realizadas con gran eficiencia
por los software matemaéticos pero estos no aprovechan la estructura de matrices poco densas para las cuales
conviene programar algoritmos ad-hoc. Por ejemplo, se sabe que la matriz del sistema lineal que se debe
resolver para calcular la funcién Spline cibica de interpolacién con n nodos equiespaciados es definida
positiva. Esta matriz tridiagonal y simétrica de tamafio n es de la forma

2 1
14 1
1 4
A=
4 1
1 41
1 2]

Para obtener su factorizacién de Cholesky bastard notar que la matriz S debe tener solo 2 diagonales y
que por lo tanto el algoritmo (4.32) se reduce a

Siq =V2. Paraj=1,2,..,n—1,

Sij+1 = 5=, Sjt1+1 = (4= 52,12, excepto para el tiltimo elemento diagonal,
RN

J,j+1
Spn = (2—- S%—lm)l/Q-

Factorizacion QR.

Se dird que una matriz A tiene factorizacién QR si existen una matriz ortogonal ) y una matriz triangular
superior R tales que

A=QR.
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Teorema 4.34. Si A es invertible siempre existe la factorizacion QR de A y es inica.

Demostracion. Si la matriz A de tamano n es invertible entonces sus n columnas son linealmente indepen-
dientes y forman una base de IR"™. Usando el procedimiento de Gramm Schmidt se puede ortonormalizar
esta base. Denotemos por u; = A,; a la columna j-ésima de la matriz A y por v;, para j = 1,2,...,n, a
los vectores ortonormales obtenidos por Gramm Schmidt. Consideremos una matriz ) cuyas columnas sean
los vectores vj, es decir, se define columna a columna como @).; = v;. Por construccién se tendrd que @ es
invertible y que Q*Q = I, la matriz identidad, por lo tanto () es una matriz ortogonal. Para relacionar las
matrices A y ) debemos recordar el procedimiento de Gramm Schmidt:

1
[luall

v1 = aiug, donde a; =

Jj—1
Vji=2,...,nv; = q; (Uj - ,Bi’j'l)i>, donde a; denota el inverso de la norma del vector dentro del
=1

1=
paréntesis y los coeficientes §; ; son los coeficientes de Fourier.
Despejando los vectores u; de estas ecuaciones se obtiene
u; = R1,1”1,

J
V] = 2, UG = E Ri’jvi.
i=1

Si consideramos la matriz formada por los coeficientes R; ; que aparecen en las ecuaciones anteriores
en las posiciones (i,j) que intervienen y ceros en las demds ubicaciones, tendremos que R es una matriz
triangular superior con diagonal no nula (el coeficiente R; ; corresponden a una norma de un vector no nulo)
y tal que A = QR. Probamos asf la existencia de esta factorizacién.

La unicidad serd demostrada por el absurdo. Supongamos que A tiene dos factorizaciones QR, es decir,
que existen dos matrices ortogonales @) y P, y dos matrices invertibles triangulares superiores R y U tales
que A = QR = PU. Esto equivale a

P'Q =UR™".

Se comprueba facilmente que la matriz del lado izquierdo, producto de matrices ortogonales, es a su
vez ortogonal. Por otra parte la matriz del lado derecho, producto de matrices triangulares superiores, es
triangular superior. Pero una matriz H que es triangular superior y ortogonal solo puede ser la matriz
identidad. En efecto, H'H = I, implica

(Hi1,H,1) = H12’1 =1=H ;=1
Vi=2,..,n, <H*1,H*j> = Hl,lHl,j =0= Hl,j =0

(Hao, Hyz) = H22,2 =1=Hyp=1
Vi =3,..,n, <H*2,H*j> = HQ’QHQ’]' =0= HQ’]' =0, etc...

Porlo tanto @ = Py R="U. O

Ejercicios propuestos.

1. Escriba un algoritmo de Gauss para matrices de banda, con ancho de banda p, es decir, con (2p — 1)
diagonales, o equivalentemente, A; ; = 0 si |i — j| > p.
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10.

Escriba un algoritmo para encontrar la factorizacién de Cholesky para las matrices del problema
anterior, simétricas definidas positivas.

Escriba algoritmos de Gauss y para encontrar la factorizacion de Cholesky para matrices simétricas
definidas positivas, 3-diagonales por bloques de tamano p,

B C 1
c' B,

L . Bh1 Ch

con B;, C;, matrices cuadradas de tamafio p y B; = BY.

. Considere una matriz B de m filas y n columnas con m > n (no cuadrada) de rango n, es decir, tal que

sus n columnas son vectores linealmente independientes en IR™. Pruebe que existe una factorizacion
QR de B, donde @ es una matriz cuadrada de tamano m y R es una matriz de m filas y n columnas
que tiene en las primeras n filas una matriz r triangular superior, sin ceros en al diagonal, y todas las
restantes (m — n) filas nulas.

Calcule una factorizacién QR de la matriz B =

OO O -
e

Sea Ax = b un sistema de minimos cuadrados como el descrito en el capitulo 2, que admite una
factorizacién A = B'B, b = B'y, donde B es una matriz de N filas y n columnas, con N > n, B de
rango n,y € IR".

(a) Pruebe que A admite factorizacién de Cholesky, A = StS.

(b) Considere la factorizacién QR de la matriz rectangular B = QR, con R = [O(N Tn)xn} y T
triangular superior invertible. Considere la particién de la matriz () inducida por la particién de
R, es decir Q = [Q1,Q2], donde @ tiene las primeras n columnas de @). Pruebe que Q{B =1y
Q5B = O(N—n)xn-

(c) Pruebe que el factor de Cholesky de A, satisface S = r y que si se conoce la factorizacién QR de
la matriz B, entonces la resolucién del sistema de minimos cuadrados se reduce a una sustitucién
en reversa del sistema

_ Nt
re = QY.

Escriba un algoritmo que permita calcular la factorizacién LU de una matriz dada (suponga que existe)
mediante identificacién de los coeficientes del producto, como se hizo para obtener el algoritmo (4.33).
Determine el nimero de operaciones que requiere este algoritmo.

Encuentre la factorizacién LU de la matriz de la Spline cubica de interpolaciéon con nodos equiespaciados
(dada como ejemplo de célculo del factor de Cholesky) usando el algoritmo diseriado en el problema
anterior.

Adapte el algoritmo obtenido en el problema 7 al caso de matrices 3-diagonales que admiten factori-
zaciéon LU.

Disefie una adaptacion del algoritmo obtenido en el problema 7 para el caso de matrices de banda con
ancho de banda p, que admiten factorizacién LU. Cuente el nimero de operaciones requeridas.



90 CAPITULO 4. SISTEMAS LINEALES

METODOS ITERATIVOS

Una estrategia distinta para resolver un sistema lineal, especialmente si éste es de un gran tamaio, es la de
generar una sucesion de vectores que converja a la solucién del sistema. Los métodos que presentaremos se
basan en la transformacion del sistema lineal

Ax =10
en un problema de punto fijo equivalente (con la misma solucién),
(4.35) z=Mz+w,
donde M es una matriz de tamafio n, al igual que A.
La solucién de este tultimo se obtiene como el limite de las aproximaciones sucesivas

(4.36) 2D = M2® 4y, partiendo de un vector (?), dado.

Se sabe que si la funcién de iteracién
F:R"—> R"
x— F(zr) =Mz +v

es contractante, entonces las iteraciones propuestas convergen al punto fijo de F', es decir, a la solucién del
sistema lineal. La condicién suficiente mencionada se expresa en alguna norma vectorial como

3L,0 < L < 1, tal que Vz,y € R",||F(z) — F(y)|| < L||z — y||-

Como ||F(z) — F(y)|| = [|Mxz — My]|| < ||M]|- ||z —y]|, entonces bastara que en alguna norma subordinada
la matriz de iteracién M satisfaga
(4.37) IM]| <1
para asegurar la convergencia de las iteraciones (4.36), cualquiera sea el punto de partida z(%).

Como sabemos de la estrecha relacién entre las normas subordinadas y el radio espectral, buscamos una
condicién de convergencia en este tltimo, para lo cual estudiaremos la evolucién del error.

El error de la iteracién k-ésima es
e =g —z® = P(z) — F(a® V) = M(z — 25Y) = Mk~
y repitiendo el mismo argumento se obtendrd
(4.38) e® = pMkel®,
La matriz M puede ser mirada como una matriz compleja. En este espacio vectorial serd similar a una
matriz compleja de Jordan, J, (triangular superior con los valores propios de M en su diagonal)
M =pJjp~!

y si todos los valores propios de M son de médulo menor que 1, entonces J* — 0,4, si k tiende a infinito.
Por lo tanto

p(M) < 1= MF=PJ*P~! = 0,xn.

La expresién (4.38) del error k-ésimo permite as{ afirmar que el método iterativo converge si p(M) < 1.
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Es més, mientras menor sea el radio espectral de la matriz de iteracién, mas rapida serd la convergencia
del método iterativo.

Un criterio habitual para detener un proceso iterativo es que las iteraciones sucesivas sean muy parecidas.
Desde un punto de vista préactico resulta obviamente intutil continuar un proceso que parece no producir
modificaciones. Veremos que en el caso de estos métodos este criterio practico estd validado por la teoria y
que la poca distancia entre iteraciones sucesivas garantiza la cercania a la solucién. Nuestro objetivo aqui
serd acotar superiormente el error k-ésimo con la distancia entre las dos tltimas iteraciones.

Consideremos la distancia entre las iteraciones (k + 1) y k

2O ) — ) g a0 = D) o) (] — ),

Si ||M|| < 1, entonces segun el teorema (4.18) la matriz (I — M) sera invertible y se tendra que

lle®]] < [l — 2 W]

1
L—[[M]|

Pero

(4.39) 2+D) — 20| = | F (x(k)) _F (N*l)) I

= [|Ma® — Ma*=V|| < ||M]| - ||l2®) = 2D,

de lo cual se obtiene la relacién buscada

M| .
44 wy < MMy _ -1y
(4.40) Je®] < e - 2t

Esta desigualdad tiene otra gran importancia préictica. Es evidente que se puede repetir el argumento
usado en (4.39), lo que usado en (4.40) produce la desigualdad

IMI* a0
(4.41) le®] < = ]la™) — 2.
1—||M]|

De esta manera, habiendo calculado tan solo una iteracion se puede asegurar con toda certeza en cuantas
iteraciones, a lo mas, se habra alcanzado una precisién exigida.

Ejemplo 6. Consideremos un ejemplo de solucién conocida para ilustrar lo anterior. El sistema de tamafio
n, Az = b, donde A es la matriz de la Spline ciibica de interpolaciéon con nodos equiespaciados, de ejemplos
anteriores,

P 1 1 3'
14 1 (6 .
1 4 1 6
A= 1 , el lado derechoes b= | :| y la solucién es z =
1 6
1 41 LG 1
L 1 2] 3
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Este sistema es equivalente al problema de punto fijo x = Mz + v, con

—
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Se ve facilmente que || M|l =1 < 1.

Si se parte de (¥ = 0 € IR", entonces z(!) = v y por lo tanto
3
L _ 0 -2
eV — 2]loe = 5.
Supongamos que nos piden calcular la solucién de este problema con una precisién € = 1071°. Gracias a la
desigualdad (4.41) podremos asegurar que a lo sumo en 35 iteraciones se obtendrd la precision pedida, es decir,
la iteracién 35-ésima cometera un error menor o igual que 1071%. En efecto, como logs(3 - 101Y) = 34.80...,

1)k 3
entonces Vk > 35, )5 . 10719, y por lo tanto

1
1-3

(R[S
lle®loe < Il
1= Ml

El ejemplo que hemos dado, de extraordinaria simpleza y solucién conocida, resulta adecuado para ilustrar
los resultados previos, pero es muy inapropiado para apreciar la ventaja de los métodos iterativos en cuanto
al ahorro en el numero total de operaciones, cuando se tienen sistemas grandes, no estructurados. Si tanto
la matriz A como la matriz M son llenas, entonces bastard con que la precisién deseada se alcance en menos
de Z iteraciones para que el costo del método iterativo sea menor que el costo del método de Gauss (el

3
producto de la matriz de iteracién M por el vector de la iteracién previa se realiza con n? multiplicaciones).

Obviamente la transformaciéon del sistema lineal en un problema de punto fijo equivalente, del tipo
estudiado, no es unica. De hecho, podriamos inventar segin el sistema particular, el problema de punto
fijo equivalente que nos parezca mads apropiado, respetando la condicién de convergencia. Existen ciertas
elecciones cldsicas para realizar de manera sencilla esta transformacién. Estas son conocidas como los
métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel. Ambos métodos se basan en una descomposicién de la matriz del
sistema en una suma de su diagonal, su tridngulo inferior estricto y su tridngulo superior estricto.

Sean D = diag(A11, Az, ...,Ap ), E y F definidas por

g 40 siig] g A sii<y
YAy sii> g R (U R

Obviamente A =D + E+ F.
Métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y Relajacién.
Si la matriz A no tiene elementos diagonales nulos (D es invertible), entonces el sistema Az = b serd

equivalente al problema de punto fijo

(4.42) r=D"Y~E—F)z+ Db
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Este problema tiene la forma del problema estudiado previamente. La matriz de iteracién de este método,
llamado de Jacobi, serd

M;=-D YE+F)

y la condicién de convergencia (4.37) en || ||oo impondrd a la diagonal de la matriz A una condicién més
severa que la de no tener elementos nulos. En efecto,

n

|Ai ;]
Mjlloo = max =
| M 1|00 R Dy
j=1 ’

J#

implica que

[Mlloo <1 Vi=1,2,.,n, ) |Ai;| <|Ail-
j=1

i

Esta tltima condicién se conoce como la exigencia de que A sea diagonal dominante por filas. Se com-
prueba facilmente que la condicién ||M ;|1 < 1 equivale a pedir que A sea diagonal dominante por columnas,
es decir,

Vi=1,2,0m, 3 JAij] < Ayl
i=1
i#j

Recordamos aqui que, debido a la equivalencia de las normas en IR™, estableciendo la convergencia del
método iterativo en alguna norma, se habrd garantizado la convergencia en cualquier otra norma. Las
diferencias pueden ser interesantes al aplicar la desigualdad (4.41) como hicimos en el ejemplo. Hacemos
ver que el método iterativo usado para resolver ese problema corresponde al método de Jacobi y que usando
| || habriamos obtenido otro resultado para conseguir la misma precision.

La férmula de célculo de cada coordenada del vector de la iteracién (k + 1)-ésima de Jacobi, que se
desprende de la ecuacién (4.42) serd

. (1) = —Aij ) bi
(4.43) Vi=1,2,.,n, = ; . z; + Ao
it

Asi, para calcular la coordenada i-ésima del vector (k + 1)-ésimo se usan todas las coordenadas, menos
la i-ésima, del vector k-ésimo. Si cada nueva iteracion representa una mejoria con respecto a la anterior y
si las coordenadas se calculan en orden, entonces cuando se calcule la segunda coordenada de la iteracion
(k + 1)-ésima deberia ser beneficioso usar la nueva primera coordenada, ya calculada, en lugar de usar la de
la iteracién anterior. Esta modificaciéon del método de Jacobi, que no espera a que se complete el cédlculo
de todo un vector para usar sus coordenadas, se llama método de Gauss-Seidel. La férmula de célculo de
cada coordenada del vector de la iteracién (k + 1)-ésima serd

i—1 A n A b

) k41 iy (k1 ij .(k '

(4.44) Vi=1,2.m, o) =30 et 4 3T S g
o i j=it1 i 1,1

Para escribir esta relacién en términos de las matrices D, E y F, conviene ilustrar estas ecuaciones segun
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el esquema
o . k
x§k+1) () R | $§+1)
) . :
: . AN ey
arl T N
x1(1k+1) T ] a:%k"'l)
[0 * * | x(k)
0 0 * * x,('k) +v
k
x§+)1
% :
0 . 0 1.1(1’@)

De aqui se deduce que la iteracién del método de Gauss-Seidel se resume como
(4.45) g ) = —_p=1 B _ p=1pe® 4 D1
y que la matriz de iteracién de este método es

(4.46) Mgs=—-(I+D'E)"'D'F.

Esta matriz de iteracion es bastante méas compleja que la matriz de iteraciéon del método de Jacobi y por
lo tanto, el estudio de la convergencia de este método se complica. La diagonal dominancia de la matriz
A es una condicién suficiente de convergencia del método de Jacobi, muy facil de revisar y veremos que
también resulta suficiente para la convergencia del método de Gauss-Seidel. Més atin cuando ésta se cumple,
el método de Gauss-Seidel converge al menos a la misma velocidad que el método de Jacobi, como se prueba
en el teorema que sigue.

Teorema 4.47. Si A es diagonal dominante por filas, entonces el método de Gauss-Seidel para resolver
el sistema Az = b converge en norma || - ||s al menos a la misma velocidad que el método de Jacobi.

i—1 n
. A . A .
Demostracion. Sean a; = Y \A,’?“, Vi=2,..,n,5yBi= > “A}”.‘ Vi=1,2,...n—1, a; =0, =0.
j=1 """ j=it1 "

Como A es diagonal dominante, se tiene que

Vi=1,2,..,n, u;=a;+5; <1l

Sean z(®), la k-ésima iteracién de Jacobi, (%), la k-ésima iteracién de Gauss-Seidel e(¥) = 2 — z(*¥) el
error de la iteracién k-ésima de Jacobi y é¥) = 2 — #(*¥) el error de la iteracién k-ésima de Gauss-Seidel.
Sabemos que

1<1¢

(4.48) 1e® e < plle® Dloo, si = max p.
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Sea i* el indice de la coordenada del error k-ésimo de Gauss-Seidel donde se realiza el maximo de los
modulos (donde se alcanza la norma considerada), es decir,

6] = max [&F] = []&® oo

1<i<n

De la férmula (4.44) se obtiene que

L I e o
[oe} oo oo o] 1-— Qi o]
Definiendo
7 = max 1);, con 17; = bi Vi=1,2,..,n
1<i<n ) 1_ aia 5 Ly ey Il

se tendrd que el error del método de Gauss-Seidel evoluciona segin
(4.49) 1€*) oo < mlle* Voo

Se comprueba ficilmente que Vi = 1,2,...,n, 1; < p; y que por lo tanto n < u, con lo que concluye la
demostracion del teorema. O

La descomposicién matricial del método de Gauss-Seidel se puede sofisticar atin més con el fin de obtener
una matriz de iteracién con menor radio espectral y por consiguiente un método iterativo de convergencia
més veloz.

Consideremos un parametro w,0 < w < 2, que serd usado para acelerar la convergencia combinando, en
esa proporcién, el vector generado por la iteracién de Gauss-Seidel con el vector de la iteraciéon anterior.

Sea #(k+1) 1a iteracién (k + 1)-ésima del método de Gauss-Seidel, definida segtin (4.45) como

gD = _p=1Eg(HD — D=1 Eg®) 4 D=1

En el método que proponemos, se define la iteracién (k + 1)-ésima, como
) = e+ (1 — w)z®),
es decir,

(4.50) 2 ) = —wD ' Bt 4 (1 = w)l —wD™ F)z® + wD™ 1.

e Si w < 1 este método se llama de Relajacion,
e Si w =1 se tiene el método de Gauss-Seidel,

e Siw > 1 el método se llama de Sobrerrelajacion.

La matriz de iteracién correspondiente a la férmula (4.50) es

(4.51) Mp(w) = (14+wD™'E)~"((1 —w)I —wD™'F).

El mejor pardmetro w, acelerador de convergencia, serd aquel que minimice el radio espectral de la matriz
de iteracion, es decir, w* solucién del problema

in p(M .
Jnin p(MR(w))

Este problema optimal es muy complejo y solo en algunos casos particulares se conoce su solucién. Sin
embargo, las diferencias en las velocidades de convergencia pueden llegar a ser draméticas y todo esfuerzo
por aproximar el pardmetro éptimo w* sera bien recompensado por esta via.
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Ejercicios propuestos.

1. Considere una matriz tridiagonal por bloques cuadrados del mismo tamaifio p, del tipo

A By
Cy Ay Bs
A = 03 . . T . s
. anl
c, A,
donde las matrices A; son todas invertibles. Considere una descomposicién por bloques A = D+ E+F,
Aq

donde D = , E es triangular inferior y F' es superior. Describa los métodos de Jacobi-

An
bloques y Gauss-Seidel-bloques que se obtienen con esta descomposicién. Encuentre una condiciéon
suficiente de convergencia en || ||oo-

. . . . 5 5 ,

2. Considere una matriz del tipo anterior con n = 3, A; = 0 5], parai = 1,2,3, By = By = Cy =
C3 = I,, la identidad de tamafno 2. Pruebe que la matriz de iteracién de Jacobi usual no satisface la
condicién de convergencia en || ||oo y que en cambio la matriz de iteracion Jacobi-bloques, desarrollado
en el ejercicio anterior, satisface esta condicién.

Considerando al sistema Axz = b, de lado derecho b = , realice 3 iteraciones del método de

—_ O O

1
Jacobi-bloques y 3 iteraciones del método de Gauss-Seidel bloques.

3. Para calcular la inversa de una matriz invertible A, se propone el método iterativo que sigue.

Dada la matriz Cy, calcular la sucesién de matrices C; definidas por Ciy; = Ci(I + Ry), donde
Ry =1 — AC}, es el residuo de la iteracién k-ésima.

Suponga que la adivinanza Cy satisface la condicién
[Roll =6 <1
en alguna norma subordinada y demuestre que
(a) todas las matrices C; son invertibles,
(

b) si el método converge entonces converge a la inversa de A,
(c¢) la relacién de residuos consecutivos es Ry1 = Rz,

(d) la evolucién del error By = A~' — Cy, es tal que || Eg|| < 62 ~1|| Eoll.
4. Demuestre que toda matriz diagonal dominante es invertible.

5. Utilice el algoritmo descrito en el ejercicio 3 Para calcular la inversa de la matriz A dada en el ejercicio

G UV
2, partiendo de la adivinanza Cy = {U G U} con G = [062 _003] U = [_00'04 _00034} ,
Vv U G ’ ’

0.008 —0.02
V‘[ 0 0.008}
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. Considere la matriz de tamafo 6 del problema 2 y calcule la matriz de iteracién Mp(w) definida

en (4.51). Calcule su norma infinito en funcién de w y pruebe que tampoco satisface la condicién
suficiente de convergencia Vw € (0,2). A pesar de que no estd garantizada la convergencia de este

método realice 3 iteraciones de Gauss-Seidel usual partiendo de la misma adivinanza usada en las
iteraciones de bloques.
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CAPITULO 5

VALORES Y VECTORES PROPIOS

El problema del célculo efectivo de los valores y vectores propios de una matriz dada es de una complejidad
mucho mayor que el otro problema clasico del Algebra Lineal, Sistemas Lineales, abordado en el capitulo
anterior. En el desarrollo de este capitulo, supondremos conocidos todos aquellos resultados contenidos en
el curso de Algebra Lineal de primer afio, en particular, los teoremas acerca de diagonalizacién de matrices.
En lo que sigue, consideraremos solo matrices cuadradas y reales, agregando como comentario, cuando
corresponda, una referencia al caso complejo. Resolver el problema general de encontrar todos los valores
propios y todos los vectores propios de una matriz cualquiera, ademas de ser costoso tiene dificultades
numéricas originadas en la inestabilidad que suele tener este problema. Por esta razén se estudian métodos
especializados en casos particulares como son las matrices simétricas, para las cuales el problema es estable,
o bien destinados a obtener solo parte de la informacién, como serian solo los valores propios o solo una
pareja de valor y vector propio.

Los temas que abordaremos son:

e Localizacién de Valores Propios
e Estabilidad del problema de Valores Propios
e Calculo efectivo de Vectores Propios

e (Calculo efectivo de Valores Propios

LOCALIZACION DE VALORES PROPIOS

En muchas situaciones el interés por los valores propios de una matriz se limita a tener una idea aproximada
de su magnitud. Este es el caso, por ejemplo, cuando nos preguntamos por el condicionamiento de un sistema
lineal y también cuando se quiere estimar la velocidad de convergencia de un método iterativo para resolver
sistemas lineales.

El primer resultado de localizacién ya fue presentado, como una de las propiedades de las normas matri-
ciales subordinadas. La propiedad (4.9) dice que el radio espectral de una matriz estd acotado superiormente
por su norma, cualquiera sea la norma subordinada que se considere y por lo tanto se verifica la propiedad
que sigue.

Propiedad 5.1. Sea g(A) el espectro de la matriz A, es decir, el conjunto de todos sus valores propios. Sea
|| || una norma matricial subordinada. Entonces se cumple que

VAaea(4) [A <A

99
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Ejemplo 1. La matriz tri-diagonal y simétrica que se obtiene en el proceso de célculo de la Spline ciibica de
interpolacién con nodos esquiespaciados es

— N
> =
—

—
[ N
[NCRS

Como ||Allcc = [|A]l1 = 6, se puede concluir que VA € 0(A),—6 < A < 6, ya que por ser A simétrica,
todos sus valores propios son reales.

Estas cotas son bastantes gruesas y nunca permitirdn acotar inferiormente el médulo de los valores
propios. Este resultado de localizacion no reconoce que la matriz del ejemplo anterior es definida positiva y
por lo tanto invertible. El teorema que sigue entrega informacién mucho mas precisa acerca de la ubicacién
de los valores propios con un trabajo equivalente a calcular la norma infinito de la matriz. Recordaremos
que para las matrices complejas el problema de existencia de los valores propios no es tal y por lo tanto
una matriz real de tamano n, mirada como matriz compleja, siempre tendra n valores propios complejos.
(Insistiendo en los recuerdos: esto se debe al Teorema Fundamental del Algebm que garantiza la existencia
de exactamente n raices de un polinomio complejo de grado m, en este caso, el polinomio caracteristico).
Adn cuando hemos centrado nuestro interés en las matrices reales, presentaremos el teorema que sigue en
su versién general, es decir, para matrices complejas, debido al comentario previo.

Teorema 5.2 (Gerschgorin). Dada una matriz A = (a; ;)7,_, compleja, se definen los radios

n.
)=

n

r; = Z |ai’j| Vi = 1,2, ey 1
j=1
i#i

y los circulos en el plano complejo
Z;={z€Cllz —a;;| <1}

VA € o(A) existe algin circulo Z, que lo contiene. Si la unidn de m circulos forma un conjunto conezo
S, disjunto de los restantes (n —m) circulos, entonces existen exactamente m valores propios de A en S.

Demostracion. Sea A € o(A) (atin si A es real, este valor propio puede ser complejo) y z un vector propio
asociado (que serd también, en general, complejo). Se define la norma infinito para vectores complejos, del
mismo modo que sobre IR™, usando el médulo complejo en lugar del mddulo real. (La norma matricial
subordinada correspondiente, para matrices complejas, coincidird con la norma infinito de matrices reales,
cuando la matriz sea real, como lo es en nuestro caso). Sea k el indice de la coordenada donde se realiza el
méximo de los médulos de las coordenadas de z, es decir |zy| = ||z||oc # 0, por ser z un vector propio.

n n
Como Az = Az, tenemos que Y aj jT; = Az, lo que equivale a (A —agx)zr = ) ap,jxj, y por lo tanto
i=i 7
n
N —apil loxl <D la | 2] < rellellso,

j=1
i#k

lo que prueba la primera afirmacién del teorema.
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Para demostrar la segunda afirmacién, debemos recordar que los valores propios (raices del polinomio
caracteristico, cuyos coeficientes son funciones continuas de los coeficientes de la matriz) son funciones
continuas de los coeficientes de la matriz. Consideremos una perturbacién “extra-diagonal” de la matriz A,
es decir, sean

D =diag(ai1,02,2,-.,Gn.n), E=A-D,
para 0 < e < 1, se define la matriz perturbada
A(e) =D +¢E,

cuyos valores propios denotaremos por A;(g), parai = 1,2, ...,n, que serdn funciones continuas de €. Obvia-
mente A(1) = A y Vi, \i(1) = \;, los valores propios de A. De la primera parte de la demostracién sabemos
que todo valor propio de la matriz perturbada debe pertenecer a algin circulo

Zir(e) ={z2 € Cllz — ar x| < &7k}

Cuando ¢ tiende a cero, los circulos se hacen pequefos y, a menos que coincidan sus centros, para &
suficientemente pequeno serdn disjuntos, resulta evidente que

)\1(0) = Q4 4, Vi = 1,2, ey Ny,

que para todo € la suma de las multiplicidades algebraicas de los valores propios (complejos) debe ser
exactamente n y que en la medida que € avanza desde 0 hasta 1, cada A;(g) recorre un camino continuo
dentro del circulo cuyo radio se va expandiendo junto con €. Con esto concluye la demostracion del teorema.

O

Ejemplo 2. Aplicando este teorema a la matriz del ejemplo anterior, se tendra que
Zy=Zn={2€Clz-2|<1}yVi=2,3,...n—1, Z;, ={z € C||z — 4] < 2}.

Pero como los valores propios de A son reales (por tratarse de una matriz simétrica), se concluye que
VA€ o(A4), 1 <A <6y el condicionamiento de A en radio espectral serd

6

Ejemplo 3. Otro ejemplo que permite comprender el argumento de continuidad usado en la demostracién es
el siguiente.

4 1 0
Consideremos la matriz A = |1 0 —1|. El teorema previo asegura que los tres valores propios
11 —4

complejo, se ubican en los circulos con centro real

A—4/ <1, N <2 A+4<2.

Como el primer circulo es disjunto de los otros dos, debe haber un valor propio, aislado en el primero, y
como las rafces complejas de un polinomio a coeficientes reales (como es el polinomio caracteristico de una
matriz real) se presentan de a pares conjugados, entonces esta raiz aislada tiene que ser real, es decir,

A1 € [3,5).

Para todo € < 1, los otros dos circulos perturbados quedan disjuntos, cada uno con un valor propio de
la matriz perturbada y por el mismo argumento de paridad de las raices complejas se concluird que ambos
son reales. Por continuidad se tiene que

Ao € [—6,—2],)\3 € [—2,2]
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y como se comprueba facilmente que el punto de interseccion, 2, no es valor propio, entonces deben ser dos
valores propios simples y aislados

A2 € [-6,—-2),A3 € (—2,2].

ESTABILIDAD DEL PROBLEMA DE VALORES PROPIOS

Tal como vimos en el problema de sistemas lineales, quisiéramos saber cuanto cambia la solucién del problema
actual, es decir, cuanto cambian los valores propios, al perturbar ligeramente los datos de entrada, es decir,
los coeficientes de la matriz A. En el caso de sistemas lineales pudimos definir un indicador de la estabilidad:
el numero de condicionamiento de la matriz. Veremos que para el problema de valores propios es mucho
més dificil definir un indicador similar. Debido a esta complejidad, nos limitaremos al caso de matrices
diagonalizables. Recordemos que una matriz A, se dird diagonalizable si y sélo si, existen las matrices P
invertible y D diagonal, tales que

A=PDP !,

es decir, A es similar a una matriz diagonal. (Esta factorizacién no es tnica.) En tal caso, en la diagonal de
D estédn los valores propios de A y en las columnas de P estdn los vectores propios correspondientes en el
mismo orden.

Teorema 5.3 (Bauer-Fike). Sea A una matriz diagonizable y consideremos la matriz perturbada A=

A+ E. Sea || || una norma matricial subordinada con la propiedad adicional, para matrices diagonales,
que sigue
(5.4) Si G = diag(g1, g2, ...y gn), entonces |G|l = max |gil|.

1<i<n

Si A= PDP~',D = diag(\1, N, ..., \n) y XA es un valor propio de la matriz perturbada Z, entonces

. in A=\ < AP - B
(5.5) 12?”')‘ il < IPI NI LB

Demostracion. Si X fuera un valor propio de A, entonces el lado izquierdo de (5.5) serfa cero y la desigualdad
trivialmente cierta. Supondremos entonces que A no es valor propio de A, es decir, que para todo i, A # A;.
Sea z, un vector propio asociado a A. Entonces

(A+ E)z = Az,
lo que equivale a
(M — A)z = Ex
y por lo tanto se tiene
(5.6) P\ — D)P™ 'z = Eu,

que implica

P 'z =\ -D)"(P'EP)P 'z

I[P~ el <[ = D)~ |- |IPTIEP| - [P all.
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Cancelando ||[P~1z|| y usando la propiedad (5.4) se llega a que

1
1< — P -1PI- |E
< max [ 1P 1P
lo que equivale a (5.5) y completa la demostracién. .
Hacemos ver que las normas matriciales subordinadas mas usadas, en particular, || ||1 - || [l2 ¥ || llcos

satisfacen la propiedad (5.4).

El aspecto de la desigualdad (5.5) sugiere que un posible nimero de condicionamiento (a pesar de que no
aparecen errores ni perturbaciones relativas, como en el caso de sistemas lineales) del problema de valores
propios sea

(5.7) 121 1P

Pero esto no quedaria bien definido, ya que la diagonalizacién de A no es dnica. Para una definicién
precisa del condicionamiento de este problema habria que tomar el infimo de las cantidades descritas en (5.7)
sobre todas las matrices P que permiten diagonalizar la matriz A.

Corolario 5.8. Si A es simétrica y si se considera la norma euclidiana, entonces el teorema anterior produce
la desigualdad

min |\ — A < [|E]]>
1<i<n

Demostracion. Sila matriz A es simétrica, entonces existe una diagonalizacidén ortogonal, es decir, la matriz
P serd tal que Pt = P~!. En tal caso

1P~ 2ll2 = [|Pzll2 = ||zl2
y por esta misma razén

1Pl =[P M2 =1.

De este modo, de la ecuacién (5.6) se deduce que

lllla = 1P~ 2ll2 < I(A = D)~ 2| Ell2 |zl

Cancelando ||z||2, se concluye (5.8). O

Hacemos ver que, en cierto sentido, el corolario dice que el condicionamiento de las matrices simétricas,
para el problema de valores propios, es 6ptimo. la vaguedad introducida en esta aseveracién se debe a que en
la desigualdad (5.8) no participan ni errores relativos ni perturbaciones relativas, limitando asi la calidad de
la comparacién. De todos modos, son las matrices simétricas acerca de las que tenemos la mayor cantidad
de resultados, como el teorema que entregamos a continuacién sin demostracién.
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Teorema 5.9 (Wielandt-Hoffman). Si A y E son matrices reales y simétricas de tamano n, y si A=

A+ E, es una perturbacion de A, cuyos valores propios denotaremos por \;, para i = 1,2,....n, ordenados
de menor a mayor, para facilitar la comparacion con A\;,i = 1,2,....n, los valores propios de A, ordenados
del mismo modo, entonces la norma de Frobenius de la matriz de perturbacion E acota el desplazamiento
de los valores propios segin

1/2

n 1/2 "
(5.10) <Z(Ai—Xi)2> <| > E} = IElF-

i=1 ij=1

Del capitulo anterior sabemos que dificilmente un teorema de estabilidad permite su aplicacién practica
directa. Este dltimo resultado, sin embargo, tiene la virtud de la simpleza de la norma de Frobenius y que
con frecuencia se conoce una cota de la perturbacién de los coeficientes de la matriz, es decir,

|Eij| <&, Vi, j=1,2,..,m,
lo que simplifica atin mas la desigualdad (5.10).

Veremos a continuacién como usar el residuo, que es un vector calculable, para acotar el error de una
solucién numérica, por lo tanto afectada por perturbaciones.

Sea A una matriz simétrica, de valores propios Ay, As,..., A, ¥ sean \ y z, una pareja de valor y vector
propio calculados numéricamente. Consideremos el vector propio normalizado en norma euclidiana, es decir,
llzll = 1. y sea

n = Ax — Az,
el residuo.

Como A es simétrica, existen una matriz ortogonal P y una matriz diagonal D = diag(\1, A2, .., A ), tales
que

A= PDP'.

Por lo tanto, el residuo satisface
Py = DP'z — A\P'z = (D — X\ )P'z,
lo que equivale a
Pz = (D — \XI)" Py,
siA# AN, Vi=1,2,....n.

Recordando que ||Pz|]z = ||z|2 = 1, ||P'nll2 = ||nl]2 ¥y que la norma matricial subordinada correspon-
diente satisface la propiedad (5.4), se tendra
. i -\ < .
6.11) min A=A < il

La utilidad préctica de las desigualdades (5.10) y (5.11) es evidente; la tnica restriccién de estos resulta-
dos, es que solo son validos para matrices simétricas.

METODOS DE CALCULO DE VALORES Y VECTORES PRO-
PIOS

Los métodos de célculo podrian clasificarse segun la estrategia que utilizan. En primer lugar veremos un
método iterativo cuyo objetivo es aproximar un vector propio y como consecuencia de este proceso se obtiene
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paralelamente una sucesion de aproximaciones del valor propio correspondiente. Otra clase de métodos
resulta de un proceso iterativo de reducciones de la matriz, mediante transformaciones de similitud y por lo
tanto preservando los valores propios. Uno de los métodos de este tipo es el método de Jacobi que, aplicado
a matrices simétricas, genera una sucesién de matrices que convergen a una matriz diagonal y por lo tanto
entregard sucesivas aproximaciones de todos los valores propios. El método QR es un procedimiento de
esta misma clase, que genera una sucesion convergente a una matriz triangular superior, por lo tanto con
los valores propios en la diagonal. Otros métodos de reduccién, menos ambiciosos que los primeros, en un
nimero finito de pasos transforman la matriz original en otra matriz similar, cuya estructura permite buscar
aproximaciones iterativas de los valores propios con mayor eficiencia que en ausencia de dicha estructura.
En sintesis, para resolver el problema de valores propios no contamos con métodos directos.

Método de la Potencia Iterada.

Si A es una matriz diagonizable, cuyo valor propio mayor en mdédulo estd aislado, entonces, el método
iterativo que se describe a continuacion, converge a un vector propio asociado a dicho valor propio, como se
establece en el teorema que sigue.

Teorema 5.12. Si los valores propios de A satisfacen
Al > [A2] > > [An]

Y Si V1,02, ...,Vn, denotan vectores propios linealmente independientes, asociados respectivamente a los
valores propios anteriores, entonces la sucesion de vectores generada por

2O dado VE >0,
wh ) = 40

(k1) _ 1 (k41)

N P
o0

converge a £——wvy, cuando k — oo, siempre que la adivinanza inicial, 2%, tenga alguna componente

Toillee H

en v1. La velocidad de esta convergencia serd mayor, mientras menor sea el cuociente < 1.

Ag
A1

n
Demostracidn. Como los vectores propios vy, va, ..., Un, forman una base de IR", entonces z(?) = > a;v;, con
i=1
a; # 0, para satisfacer la condicién de tener alguna componente en el primer vector propio. De este modo
se tendra que

n n n k
0 Z N oAb = 5™ Mo — o A Qi (A"
(5.13) AW = ZZ:;ozzA v; = ;az)\ivl = a1 )] <’U1 +;a1 (/\1> vz> .

Por otra parte

m__ 1
N EEC]
1 1 1
O 1 @ _ A2,
SRS L N e R
1

al PEEC)
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y en general, se puede probar por induccién que Vk > 0

1
2k = WA’“,Z(O).

oo
Usando (5.13) en esta ecuacién se obtiene

n ) s k
5.14 ) — o + (a_> <_> Al
( ) z A_)kv, U1 ; o Y v

n
oy (o) (3
i=2

donde o denota un signo.

De la ecuacién (5.14) se deducen todas las afirmaciones del teorema (5.12), que queda asi demostrado.
O

Hacemos ver que en cada iteracion, se produce simultdneamente una aproximacion del valor propio Aj.

En efecto, cualquiera sea el indice j de una componente no nula del vector z(*~1) | el cuociente
(k)
)\Y“) _ Y
L1

J

serd una aproximacién del valor propio que convergerd en la misma medida en que la sucesién de vectores
producida por el método de la Potencia Iterada converja al vector propio. Para garantizar la divisién por
una coordenada no nula se escoge el indice j donde se alcanza el maximo de los médulos de éstas, es decir,

5D = [l e = 1.

Para un estudio méas acabado de la velocidad de convergencia y alternativas de aceleracién de ésta
recomendamos consultar los libros de K.E. Atkinson [1] y de J. Stoer & R. Bulirsch [7].

Un método similar al presentado, destinado al calculo de un vector propio asociado a un valor propio
aislado A;, de una matriz A diagonizable, del cual se tenga una aproximacién A, se conoce bajo el nombre
de Método de la Potencia Inversa. Consiste en iteraciones del mismo tipo que las del método de la
Potencia Iterada, cambiando la matriz A por la matriz (4 — AI)~!. En la préctica, en lugar de multiplicar
por esta matriz inversa, se resuelve el sistema lineal correspondiente, es decir,

dado z(” € R", Vk >0
obtener w* 1) solucién de (4 — AIw 1) = 2,

1
(k+1) - - (k+1)
‘ fwt D

Para el estudio de la convergencia de este método sugerimos las mismas referencias bibliograficas.

Secuencia de Givens para el calculo de valores propios de matrices tri-diagonales
simétricas.

El problema abordado por este método es méas general de lo que aparece, debido a que se cuenta con
varios métodos que permiten transformar, en un nimero reducido de pasos, una matriz simétrica en otra
tri-diagonal y simétrica similar a la anterior (y por lo tanto con los mismos valores propios).



5.3. METODOS DE CALCULO DE VALORES Y VECTORES PROPIOS 107

Sea
aq ﬂl
Br az B
A= B2

Qp—1 anl
Br-1 (877

Supondremos que §; # 0, Vi = 1,2,...,n — 1. Esto no resta generalidad al caso estudiado, pues de no
cumplirse esta condicién, el problema del cédlculo de los valores propios de la matriz original se reducird a
dos problemas del tipo propuesto.

Desarrollando el Determinante de (A — zI), que denotaremos por p,(z), por la dltima fila, se obtendrd
que

ai—x
i ax—z
pn(z) = =Bn-1Det B3 + (an — 2)pn—1(x)
67173 Qp_9 — T
Bn72 ﬂnfl

= —Bi_lpn_g(w) + (an - .’E)pn_l(.’E)-

Definiendo po(z) = 1 y como p;i(z) = a; — z, se puede definir de manera recursiva el polinomio carac-
teristico de la matriz A como p,(z), donde

(5.15) VE>2  py(@) = (ak — D)o (@) — B prca(@).

La secuencia de polinomios de grados crecientes po(x), p1 (), ...,pn(z), es muy particular y pertenece a
una clase conocida por el nombre de Secuencias de Sturm, que recomendamos estudiar de los textos antes
citados. Las principales propiedades de nuestra secuencia, llamada Secuencia de Givens, son:

e Vk > 1 pi(z) tiene exactamente k raices reales simples.
e Vk > 1, si € es una raiz de pi(z), entonces pg_1()prr1(€) < 0.

e Cuando ¢ tiende a —oco, pg(t) >0, VEk >0.

e El nimero de raices de p,(z) ubicadas a la izquierda de t coincide con el nimero de cambios de signo
de la secuencia po(t), p1(£), ..., pn(t).

Esta tdltima propiedad permite, mediante simples evaluaciones de la secuencia de polinomios, obtener
intervalos disjuntos que contengan cada uno un valor propio de la matriz A.

Ejemplo /. Para ilustrar este resultado, consideremos la matriz del Ejemplo 1 de este capitulo con n = 4.
Gracias al teorema de Gerschgorin (Ejemplo 2) sabemos que sus 4 valores propios pertenecen al intervalo

[1,6], y por esta razén no tienen sentido las evaluaciones fuera de dicho intervalo. La secuencia de polinomios
serd
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po(z) =1,

pi(z) =2 — =z,

p2(z) = (4 —z)p(z) — 1,
p3(7) = (4 — z)pa2(z) — i (2),
pa(x) = (2 — 2)ps3(z) — pa(2)

Evaluando en ¢t = 2, se obtiene la secuencia

po(2) =1,
p1(2) =0,
p3(2) = -1,
pa(2) =1,

que presenta 2 cambios de signo, lo que indica que hay 2 valores propios menores que 2 y como no hay valores
propios menores que 1 podemos concluir que existen 2 valores propios entre 1y 2.

Evaluando la secuencia en t = % se obtiene

Po(g) =1,
P =y
m) =1
p3(g) = é,
n3) = -

con solo 1 cambio de signo, de lo que se concluye que hay un valor propio en (1, %) y un valor propio en (%, 2).
Ambos intervalos son abiertos pues como ps(1) # 0, p4(%) #0, ps(2) # 0, ninguno de los extremos serd

valor propio.

Evaluandoen t =3, t =4, t =25, se concluye que los cuatro valores propios satisfacen

3 3
_)’ )‘26(

)\1 € (11 9 512)7 )‘3 € (314)7 /\4 € (516)

Una primera aproximacion de los valores propios corresponderia al centro de cada intervalo. Para obtener
aproximaciones mas precisas se puede seguir dividiendo en dos cada uno de estos intervalos y mediante el
conteo de los cambios de signo decidir a cual de los dos subintervalos pertenece el valor propio localizado
alli. Repitiendo este procedimiento se obtendran aproximaciones con la precisiéon que se desee.

Método de Jacobi para el calculo de valores propios de matrices simétricas.

Sea A una matriz real y simétrica de tamafio n. El objetivo de este método es generar una sucesién de
matrices simétricas similares a la matriz A, que converja a una matriz diagonal. Cada iteracién consiste en
una transformacién de similitud destinada a producir un cero (por simetria serdn dos ceros) en una posicién
extra-diagonal, la sucesién de matrices comienza con

A = 4.
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Supongamos que tenemos una matriz A®) simétrica, que en la posicién (p, q) tiene un coeficiente no nulo,
es decir,

a](olfg #0, con p #q.

Debemos construir una matriz ortogonal Qr (QY = Q,;l), tal que
(5.16) A — 9, AW Qt

tenga nulo el coeficiente de la posicién (p, q), es decir,

i =0

Esto se consigue con @} matriz de rotacién en el plano (p,q) para una eleccién acertada del dngulo de
rotacién que llamaremos 6. Sea

k '
1
c —s “p
1
(5.17) Qr =
1
S c —q
1

) )

p q
donde

c=cos(),s = sen(fy)

y todos los coeficientes no detallados son nulos. Es evidente que cualquiera sea el angulo de rotacién
considerado, la matriz @) serd ortogonal. Por otra parte, debido a que la matriz @y difiere de la identidad
solo en dos filas y las mismas dos columnas, la matriz A%+ diferird de la matriz A*) solo en esas dos filas
y dos columnas. Para obtener las formulas del reajuste y para determinar el 4&ngulo apropiado a nuestro fin,
simplificaremos la notacién, evitando los super-indices, mediante la matriz auxiliar B = A(k)Qi, de modo
que A®+) = Q. B.

Vi VJ 7£ Db,q, Bi,j - az("kj)a
(5.18) B;, = cal®) — sal®

4,p 1,97
B;, = sag,k; + cag’kq).
. . k+1
VJ : Vi 7& b,q, az(,j-'_ ) = Bi,j:
k
(5.19) o = ¢B, ; — 5B,
ag'ffj) = sBy,j +cBy,;.
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El angulo apropiado sera tal que

0= a(k'H) =cB,,—sB;, = c(sa(k) + ca( )) s(safll;) + ca,(/fg)

= cs( 1(012; al 3) + a('fg(c - 5%
1
= Esen( k)(a 1), flkg) + cos(20k)a§,'2,
lo que equivale a que
240

(5.20) tg(20;) = — 21
(k) (k)"
Qq,q — Qp,p

Esta expresion es poco apropiada para calcular el dngulo 6. De hecho, nada asegura que el denominador
que alli aparece sea distinto de cero. Por otra parte no es el dngulo de rotacién el que interesa conocer, sino
los valores de ¢ = cos(0y) y s = sen(fy). Un método estable para obtener estos valores consiste en calcular

1
c= ——, s=lc,

V1+t2

donde t = tg(fy) se calcula como la raiz mas pequenia en médulo del polinomio
alk) _ gk
p(t) =12 + 2t — 1, con @ = 221 (k)” 2 = cot(20}), que estard bien definida puesto que ap,q # 0.

La convergencia del método de Jacobi a una matriz diagonal, se concluye de la disminucién sistematica
(en cada iteracién) de una medida global del tamaio de los coeficientes extra-diagonales, definida por

- (k)
Sk = Z (a i.j )
i#]
De acuerdo a las férmulas del reajuste (5.18) se tiene

Vi, Yj#p,q BZ =( (,ka))

Bip + Bi27q = (ca(-k) - sa(»k))2 + ( (k) + ca(k))

2,P 1,9

e (W )
= ()" + ()’

Del mismo modo se puede probar un resultado anédlogo, a partir de las férmulas (5.19), de lo que se
concluye que las sumas totales se conservan, es decir,

Z( k+1) ZB :Z ))2.

%,J ,J

Como debemos descartar los elementos diagonales de esta cuenta y los unicos de éstos que se modifican
en una iteracién son aquellos de las posiciones (p, p) y (g, q), revisamos su participacion en las sumas previas,
de las filas p y ¢ de la matriz A*+1)

2 2 2 2
k+1 k1)) _ g2 2 k+1 k+1)\° _ p2 2
(aﬂ(mp )) + (at(z,p )) =Byt Bip ¥ (al(f’ q )) + (afm )) =Byt By
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y de las columnas p y ¢ de la matriz B

2 2
2 2 _ [ (k k
Bpp+Bpy= (01(072') + (a;,g)

y
Byt By = (o) + ()
Por consiguiente se tendra que
(i) (o) = (i) 42 (o) (o) v e
De lo que se concluye que
(5.21) 0< Skpr =S —2 (ag’fg)g < Sy

y por lo tanto la convergencia del método de Jacobi.

1 3 1
Ejemplo 5. Consideremos la matriz A =

1 01
t=1,¢c=s= % De las férmulas (5.18) se concluye que
=2 4
V2 V2
2 4
B=|x5 »n
A1 q
V2 V2
Usando la simetria de A, la eleccién del dngulo y calculando aﬂ Y G35
obtiene
-2 0 -
AV =10 4 =
1 g
V2 V2

Si seleccionamos ahora el elemento (3,1) para su anulacién en la iteracién siguiente, se obtiene

V22 -3V2 1 V22 -3V2

3v2
Y =——7">

t= c = =

b b S - 77
2 2 V11 = 311 24/11 — 3v/11

—u(V2 +V22) 2u(7 — 2/11)

0
B = —u(3\/_ — \/ﬁ) 4 2u ,con u =
u@-VH) L u(V22-V2) 2v2

111

3 1 0]. Sean p=1, ¢ =2, con lo cual se tiene que ¢ =0 y

con las férmulas (5.19) se

Audn antes de calcular los coeficientes (1,1) y (3,3) con las férmulas (5.19) se puede observar que se

des-anulan los ceros obtenidos en la iteracién anterior. En efecto

af) = af) = u(3v2 - V22) #0.

Por otra parte, ain sin completar la iteracién se puede observar la convergencia, pues So = 20, S1 = 2,

Sy = 1. lo que concuerda con (5.21).
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Método de reduccion de Givens.

Las mismas transformaciones de similitud del método de Jacobi, realizadas ordenadamente segin un algo-
ritmo que presentaremos y eligiendo el dngulo de rotacién de modo de anular el elemento (¢,p — 1) en lugar
del elemento (g, p) permiten reducir una matriz simétrica a una matriz similar, tri-diagonal y simétrica.

El orden en que se elige el plano de rotacién (p, q) es

(2,3) (2,4) (2,5) (2,n)

(3:4) (3,5 (3,n)

(5.22) 4,5 (4,n)
(n —1,n).

Una posible eleccién del dngulo de rotacién que produce la anulacién del coeficiente (¢, p— 1) corresponde

(k) (k)
a —a
(5.23) s = 2.p—1 s, = p,p—1

((a;’f;_l)Q + (aé’f},_l)2> / ((a](,,lf;,_l)Q + (al(zlf;—1)2>1/2'

Método de reduccién de Housholder.

Sea u € IR™ normalizado tal que |lu|l2 = 1. Se define la matriz de Housholder asociada a este vector como

(5.24) Hy(u) = I, — 2uu’.

Se comprueba ficilmente que

(5.25) (Hn(w))" = (Hn ()™ = Hy(u).

Dado un vector v € IR™ siempre se puede construir un vector u tal que el producto de la matriz de
Housholder correspondiente por el vector v resulte ser una ponderacién del primer vector de la base canénica
de IR™, es decir, que tenga todas las coordenadas, salvo la primera, nulas. En efecto, si

w = v + ||v]|2€1, con e; € R™, el primer vector canénico y

(5.26)
u = ———w, entonces

[[wl]

(5.27) H,(u) v = per, con u=—|vl|2-

El método de Housholder usard esta propiedad en un algoritmo que con (n — 2) transformaciones de
similitud reduce la matriz original a una de Hessenberg superior, es decir, que tenga nulos los coeficientes de
indices (i,7) Vi>j+2.
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Sea ), una matriz cuadrada de tamano n, definida por bloques como

(5.28) Q, = Iy Opx (n-p) ’

On-pyxp  Hn-p
donde H,_, = I,,_, — 2uu’ es una matriz de Housholder de tamafio (n — p). Es evidente que

(Qp)t =Q, = (Qp)_l Vp.

Sean A® =4, A® =, A®-DQ, VEk=1,2,...,n— 2, donde la matriz de Housholder que interviene
en la definicién (5.28), se construye segin (5.26) con

k
al(chLk
(k)

a
k+2,k _
. € Rn k

v =
(k)
a’n,k
y que por lo tanto, separando por bloques la matriz A®*) y usando la propiedad (5.27), se tendrd que no

se reajustan los ceros construidos en las transformaciones de similitud previas y se anulan los coeficientes
(k+2,k),(k+3,k),...,(n, k). Tlustraremos este comportamiento para k =1y k = 2.

Como Q; = B HO ] , describimos la matriz A(®) = A por bloques como
n—1
_ 1 wt (1) _ ai,1 thn—l
A= L B] y por lo tanto A/ = Hy v H, BH,

Pero por construccién de la matriz de Housholder segin (5.26), se tendra que
H,_1v= e € R"' de acuerdo (5.27)

y por lo tanto

(a1 ay) aj]
mo agy aj)
[0 a) anh]

t
Como 2, = {102 H ] separaremos la matriz A() por bloques correspondientes A" = [‘C/ WBi } , con
n—2
0 ag%
0 ag)
V de (n —2) filas y 2 columnas, V.=|  ~
0 aS)Q
Por consiguiente
A2 — C WtH,_s

Hn—2V Hn—QBHn—2
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(k)

a3 2
ai)
Construyendo la matriz de Housholder H,,_» segin (5.26) con v = 77 |, se tendréd que
1

@)

0 125)

0 0

Hn—QV = 1.
0 0

Se observa claramente que tras (n — 2) de estas transformaciones de similitud se obtendrd una matriz
A(=2) con forma de Hessenberg superior o tri-diagonal simétrica en el caso de A simétrica.

Ejemplo 6. Consideremos la matriz

5 4 30

4 1 0 1

A=13 0 1 0

01 01

4
Para la primera transformacién de similitud v = | 3 | con ||v||2 = 5 y por lo tanto
(L) 4\ [—3 1 0 0 0
S I S e IR U C G S
U = L 3 - = 5 ) - — 3

() | B= ) B0 O m=To 20y ()
0 0 0 0 1

con lo cual se obtiene

5 =5 0 0
w_|-5 1 0 (3
o o1 ()

0 () () 1

1
Para la segunda transformacion de similitud v = <04>, de lo que se obtiene u = (@) y Hy, = [O 1} ,
5 V2

10
por lo que
5 =5 0 0
—4
g _ |75 1 (5) 0
o (z) 1 (F)
0 b () i

Método QR para el calculo de valores propios.

Este método genera una sucesién de matrices ortogonalmente similares que convergen a una matriz triangular
superior.
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Si se tiene la factorizacién QR de una matriz A, es decir, se conocen las matrices Q, ortogonal y Ry
triangular superior, tales que A%*) = Q, Ry, entonces la matriz

AR = QL AW Q. = RQy,

es ortogonalmente similar a A®*). El método QR realizara iteraciones que constan de dos pasos. En cada
iteracion se debe obtener la factorizaciéon @ R de la matriz proveniente de la iteracion anterior y luego realizar
el producto en el orden inverso al de la factorizacion. La sucesién de matrices se genera como

A© = 4.

(5.20) a) Obtener factorizacién QR de A®  es decir calcular Qy ortogonal
- y Ry, triangular superior, tales que A" = QL Ry.

b) Calcular AR+ — Ry Q.

Este procedimiento es particularmente eficiente cuando A es de Hessenberg superior. Usando matrices de
Housholder para obtener la factorizaciéon QR pedida en a) se puede probar que toda la secuencia de matrices
similares permanece de la forma de Hessenberg superior. Para evitar el manejo de superindices probaremos
esta afirmacién para la primera iteracion.

Sea A una matriz de tamafo n de Hessenberg superior. Consideremos las matrices €, definidas en (5.28),
donde las matrices de Housholder H,,_,(u) han sido construidas segin el procedimiento descrito en (5.26)
de modo de obtener una matriz triangular superior

(5.30) R=0p oo Q0 QA.

Por la construccién de la matriz de Housholder segin (5.26) se tendrd que el vector u apropiado para
que el producto por Qg anule la primera subcolumna de A, se obtendra de

ai

as,1
V=

an,1

3

Pero como A es de Hessenberg superior, v tiene solo 2 coordenadas no nulas y por consiguiente u también
tendra solo 2 coordenadas no nulas. La matriz de Housholder que resulta, serd de Hessenberg superior y de
la forma

£ 100 SR

* x 0 0 0 a a a

3,2 3,3 3,n

O = o 01 --- 0 yQoA: 0 0 asg3 - Q4,n
000 1 0 0 0 S Qpyn—1 aan

Del mismo modo se puede observar que en general estas matrices serdn todas de Hessenberg superior,
donde las tinicas posiciones no nulas son las marcadas

1

—~p+1

(5.31) Q, = Cpt2
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y por consiguiente la premultiplicacién por esta matriz solo afectard a dos filas (y la pos-multiplicacién por
esta matriz solo afectard dos columnas).

Definiendo
(5.32) Q=D 9 - U =0 ... Qo
se tiene la factorizacién QR de A.

Es fécil probar que la matriz @, asi definida, es de Hessenberg superior y que en general el producto de
una matriz de Hessenberg superior por una matriz triangular superior, es de Hessenberg superior. En efecto,
si @ es de Hessenberg superior y R es triangular superior, entonces

J
(QR)i; = ZQi,kRk,j = Z QikRr; =0, si j<i—2.
I k=i—1

Existen procedimientos para acelerar la convergencia, conocidos bajo el nombre de QR con desplaza-
miento (QR con “shift”), para cuyo estudio recomendamos la bibliografia citada en este capitulo.

Ejemplo 7. Consideremos la matriz simétrica

I
=W

La primera matriz de Housholder para obtener factorizacién QR serd

(=) () 0

2%={(z) () o
0 0 1
Como
-5 (5 (3
QOA_[O 0 (12—2)],
o 3 1]
entonces
1 0 0
oa=10 o -1},
0 -1 0
-5 (=) ()]
R=0,00A= 0 -3 -1
Lo 0 (=)
y
() 0 (3
o=mo= |(2) o ]
60 -1 0]
con lo cual

AV =ro= | (})
0
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1 2 3
1. Considere la matriz A = |2 3 4|. Mediante el método de la Potencia Iterada partiendo de z(9) =
3 4 5

1/2
3/4 | aproxime el vector propio asociado al valor propio de mayor médulo y este mismo valor propio.
1
En cada iteracion utilice el residuo para acotar el error con que aproxima al valor propio y detenga sus
iteraciones cuando este error sea menor que 0.01.

2. Usando el teorema de Gerschgorin localice los valores propios de la matriz anterior. Mediante el
método de reduccion de Givens transforme esta matriz en una matriz tri-diagonal simétrica similar
a la primera. Se sabe que la matriz dada no es invertible y por lo tanto tiene un valor propio nulo.
Utilizando la secuencia de Givens aproxime el otro valor propio con la misma precision con que calculd
el del problema 1).

3. Describa un algoritmo que permita usar el método de Jacobi para aproximar los vectores propios de
una matriz simétrica. Demuestre que al limite de este método encontrara una base ortonormal de
vectores propios.

4. Utilice el método de la secuencia de Givens para obtener todos los valores propios de la matriz

23 0000
320000
00 2100
A_001410
000141
0 00 01 2

5. Suponga que debe calcular los valores propios de una matriz simétrica cuyos coeficientes conoce con
una precision muy baja, pues provienen de mediciones hechas en terreno. Es decir, en lugar de conocer
la matriz A, conoce una matriz A y sabe que |a;; — @; ;| < 0.01 Vi,j = 1,2,..,n. Cuenta con un
software confiable para realizar estos cadlculos y por lo tanto los errores numéricos seran despreciables
en comparacién del error en los coeficientes de la matriz. En estas condiciones, ;qué puede decir acerca
de la precisién con que conocerd los valores propios?

6. Demuestre que el Teorema de Gerschgorin sigue siendo vélido si se cambia la definicién de los radios
y de los circulos por

Tj :Z|ai’j|, Z]‘ :{z€C||z—aj,j| ST]'}, Vi=1,2,..,n.
i#j

7. Utilizando el resultado anterior demuestre que todos los valores propios de la matriz

41 0
A=11 0 -1
11 -4

son reales y pertenecen a los intervalos disjuntos [—5, —3],[—2,2] y [3, 5].

8. Para completar la demostracion de que el método QR genera una sucesion de matrices de Hessenberg
superior, si la matriz A tiene esta forma, pruebe que la matriz () definida en (5.31) y (5.32) es de
Hessenberg superior.
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10.

11.
12.

13.

14.
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Note que la matriz del problema 7) tiene forma de Hessenberg inferior y por lo tanto su traspuesta
(que tiene los mismos valores propios que A) es de Hessenberg superior. Aplique el método QR para
obtener aproximaciones de los valores propios de la matriz del problema 7).

Explique la razén por la cual el método ()R no permite aproximar los vectores propios como lo hace
el método de Jacobi segun el algoritmo obtenido en el problema 3).

Usando el Teorema de Gerschgorin pruebe que si A es diagonal dominante entonces es invertible.

Aplique todos los métodos para reducir y calcular valores propios a la matriz

o

I
— W O
O = O
O W
_o O =

Realice iteraciones hasta que la suma de los cuadrados de los elementos extradiagonales sea inferior o
igual a 0.02, o bien hasta que los valores propios aproximados tengan una precisiéon de 0.01.

Sea A simétrica de tamano n con valores propios A\; > As > ... > A,;. Demuestre que

zt Az
max =\
zern  glx
z#0

. ztAz
min =

semrn gty
z#£0

Para las matrices A(e) que siguen, estudie el comportamiento de los valores y vectores propios para

e—=0t, yparae=0
11 1 ¢ 1 1
e 1 0 1 0 1+4+¢|”



CAPITULO 6

EcuAcioNES NO LINEALES

Consideraremos, inicialmente, el problema de encontrar una raiz de una funcién no lineal con dominio y
valores reales. Es decir, resolveremos la ecuacién

con f :[a,b] — IR.

En una primera etapa supondremos que f es continua, que tiene solo 1 raiz a € [a,b] y que ésta es
simple, lo que implica que f cambia de signo en ese lugar. Un procedimiento muy intuitivo para generar
una sucesién que converja a la raiz es el Método de Biseccion, que describimos a continuacién.

Sean xg y z; dos adivinanzas en [a,b] con la propiedad de que los valores de f en esos puntos tengan
signos distintos, es decir, f(zo)f(z1) sea negativo. Como el inico cambio de signo de f en [a, b] ocurre en a,
necesariamente a debe estar entre medio de xg y x1, dicho de otro modo, tenemos un intervalo de precisién

para a y por lo tanto el punto medio de este intervalo zo = “JQ”“, no puede estar a mayor distancia de «
que ‘”“2;9”0‘, lo que significa que el error absoluto que comete x5 como aproximacién de la raiz se acota como
|(l§1 — (EO|

CM—$2|< 5

Ahora comparamos el signo de f en x5 con el signo de f en los puntos anteriores y elegimos el intervalo
donde f cambie de signo, en cuyo centro pondremos a 3, es decir, si f(z2)f(z1) < 0, entonces z3 = 122
si por el contrario f(z2)f(zo) < 0, entonces xz = Lof22.

)

En cualquiera de los dos casos el nuevo intervalo de precisién para « sera la mitad de largo que el intervalo
anterior y x3 aproxima a « con un error absoluto acotado por la mitad de la cota anterior

|z1 — 0]

CM—$3|< 1

En la figura 6.1 se ilustra la construccién presentada.

La generalizacién de este procedimiento se resume en el algoritmo siguiente.
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Figura 6.1: Iteraciones por Método de Biseccién

Algoritmo 6.1. Dados x¢ y x1 tales que f(xo)f(xz1) < 0 paran =2,3,...

Tp—1+ Tp-2
2
Si f(z,) = 0 (en la practica basta que sea suficientemente cercano a cero),

Ty =

entonces termina el proceso con a = x,.
Si f(zn)f(@n—2) <O,
entonces r,_1 < x,_2y continuar con n < n + 1.

Si no,

entonces continuar con n < n + 1.

También se puede generalizar el resultado de convergencia descrito anteriormente.

Lema 6.2. Si denotamos el error cometido por el término n-ésimo de la sucesién generada por el algoritmo
anterior como ey, es decir, e, = a — x, y sea M = |z — xg], entonces,

Yn>1 |ept1] <

2_?7/‘

Una estrategia de la cual se derivan varios métodos mas sofisticados que el anterior, consiste en aproximar
localmente f por una funcién lineal y luego aproximar a, la raiz de f, por la raiz de esta funcién lineal. Los
tres métodos que se presentan a continuacién corresponden a este esquema.
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Método de la Secante.

Sean x, y x,—1 dos aproximaciones de « y consideremos la recta (secante) que intersecta al grafico de f en
los dos puntos del plano (z, f(zn)) ¥ (Tn-1, f(xn-1)), es decir,

(6.3) Lo(@) = f(an) + (@ — o) LT =S @n1),

Tp —Tp-1

La nueva aproximacién de «a, calculada por este método, serd z,; la raiz de L,, que despejada de la
ecuacion que la define, L, (x,11) = 0, resulta ser

Tn — Tp—1

fan) = flan—1)

(64) Tp4l = Tp — f(xn)

Método de Regula Falsi.

Este método consiste en una ligera modificacién del método anterior. La férmula de célculo de la iteracién
(n + 1)-ésima serd (6.4) al igual que en el método de la Secante, pero se exigird que los dos puntos previos
Tpn ¥ Tn—1, sean como en el primer método presentado, es decir, que f cambie de signo entre medio. Por
lo tanto en cada iteracion se deberd redefinir el punto considerado como iteracién anterior. El algoritmo se
puede resumir como sigue.

Algoritmo 6.5. Dados x¢ y x1 tales que f(zo)f(xz1) < 0 paran=1,2,..

calcular x,; segun la férmula (6.4) de la Secante.
Si f(zp41) =0 terminar con a = z,41.
Si f(@n41)f(xn—1) <0, entonces

Tp ¢ Tp—1 Yy continuar con n < n + 1.

Si no, entonces

continuar con n < n + 1.

Método de Newton.

Sea x,, una aproximacién de « y consideremos la recta tangente al gréfico de f en el punto (x,, f(x,)),

(6.6) Ly(z) = f(xn) + (z — wn)fl(wn)

La iteracién (n + 1)-ésima del método de Newton se define como la raiz de esta recta, es decir

fl(xn)

(6.7) Tpal = Tp —

Los tres tultimos métodos, son claramente mas complejos que el primero y por consiguiente esperamos
una mayor velocidad de convergencia. Para poder analizar este comportamiento necesitamos una definicién
precisa del indicador que usaremos para medir esta velocidad.
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Definicién 6.8. Sea {z,} una sucesién convergente a «, construida segin algin método iterativo. Sea
€, = a — Iy, el error cometido por la iteracién n-ésima. Se dird que el método es de orden p si existe
una constante c¢ tal que

(6.9) lent1] < clenl”,

al menos para todo n mayor o igual que cierto umbral.

El error del método de Biseccién fue acotado en (6.2) y de la definicién de la iteracién se tendra que

Tp + Tp—1

1
5 = §(en+en,1).

Entl1 = QO —Tpip1 = O —

Si bien no se deduce de aqui una desigualdad como la de (6.9), si se puede afirmar que en promedio el
método es de orden uno.

Para estudiar el error de los otros tres métodos, necesitamos poder expresar el error de la aproximacién
lineal de f, lo que nos obligard a aumentar las hipétesis sobre f. Como es sabido, el error de una aproximacién
de primer orden se expresa en términos de la derivada segunda. La relacién entre el error de la iteracién
(n + 1)-ésima y el(los) error(es) anterior(es) de los tres tltimos métodos se establece en el lema siguiente.

Lema 6.10. Si f tiene segunda derivada continua en una vecindad de a que contenga a los puntos de las
iteraciones (n — 1) y n y si la derivada de f no se anula en esta vecindad, entonces, para Secante y Regula
Falsi se tendra

f"(n)
2f" (1)’

para algin &, € €o(a, Tp, Tp-1) y algin 1, € ¢o(Ty, Tp-1).
En el caso del método de Newton, bajo las mismas hipétesis, la relacién sera
2 (&)

(6.12) ngp1 = —€2 210

2f"(xn)’

(6.11) €nt1 = —€nén_1

para algin &, € o(a, z,).

Demostracion. En ambos casos el error de la iteracién se derivard del error de la aproximacién lineal de la
funcién no lineal f.

Comenzaremos por el error de la aproximacién lineal L,,, usada por el método de Newton. Como ésta
corresponde al desarrollo de Taylor en torno a z,, tenemos una expresiéon conocida del error cometido,

fl@)= Zn(a:) + (z — mn)Qw, para algin &, € ¢o(z,x,),

en particular en z = a,

0= f(a) = Ln(a) + (@ — )L "(f”)

, para algun &,, € co(a, z,,).

Despejando En(a) y recordando la definicién del error de la iteracién n-ésima, se tiene

(6.13) Lo(a) = —€2 ! "(25”)

, bara algun &,, € ¢o(a, x,,).
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Por otra parte, utilizando el teorema del valor medio (T.V.M.) para la funcién lineal, se llega a la relacién

(6.14) Ly(a) = Lo(@n41) = (@ = 2ps1) f (n)-

Recordando que por construccién Zn(a:nH) = 0, despejando el error de la iteracién (n + 1)-ésima de la
ultima ecuacién y reemplazando L, (a) por la expresién dada en (6.13), se obtiene la relacién pedida, (6.12).

Para probar la relacién entre errores de iteraciones sucesivas de los métodos de Secante y Regula Falsi,
se seguird el mismo esquema anterior, notando que toda la diferencia entre ambas aproximaciones lineales
L, y L, es que el rol que juega f'(x,) en la primera, en la segunda lo asume la diferencia dividida

fzn) = f(@n-1)

Tp —Tp-1

= f’(ﬁn% para alg{ln n € %(xna xn—l),

(por T.V.M. aplicado a f que satisface las hipétesis).

Por otra parte, en lugar del error del polinomio de Taylor, se tendré el error de la interpolacién lineal,
que como sabemos del capitulo 2, es

"
F(&) ~ Lu(e) = (0~ 20)(x - 2nm) ) para algin €, € (e, 2, 00)
en particular, para z = «a, recordando que f(a) = 0 y usando la notacién del error, se tiene
_ f"(n) . _
(6.15) L,(a) = —epen_1 5 para algin &, € ¢o(a, x,,Tn_1).

Aplicando el T.V.M. a la funcién lineal L,, recordando que por construccién se tiene que L,(zny1) =0
y la expresién de la diferencia dividida dada antes, se llega a

(6.16) Ly(a) = (a—zp_1)f (n,), para algin 7, € ¢o(Ty,,Tn_1)-

Combinando, como antes, las ecuaciones (6.15) y (6.16), concluye la demostracién de la relacién (6.11).
O

Con el fin de enunciar los teoremas que establecen el orden de estos métodos numéricos, tal como fue
definido en (6.8), debemos preocuparnos de como se satisface la hipétesis de que toda la sucesién {z,}
generada por el método correspondiente permanezca en una vecindad de la raiz a donde no se anule la
primera derivada de f y por lo tanto las relaciones establecidas en el Lema precedente sean validas. Esta
garantia aparecerd en las demostraciones de un modo mas preciso que en los enunciados de los teoremas que
siguen.

Teorema 6.17. Sea a una raiz simple de f,(f(a) = 0, f'(a) # 0), que serd una funcidn de sequnda
derivada continua en una vecindad de a. Si xg estd suficientemente cerca de a, entonces las iteraciones
del método de Newton, x,,Yn > 0 permanecerdin en una vecindad donde se satisfacen las hipotesis del
Lema anterior, convergerdn a la raiz o y se cumplird

. ent1 f”(a)
(6.18) Al = o)

lo que implica que el método de Newton es de orden p = 2.

Demostracion. Sea I = [a — e, + €] un intervalo donde no se anula la primera derivada de f y se satisface
la condicién de continuidad de su segunda derivada. Sea
a n
_ max| ()]

.
2min | f'(z)]
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Consideremos zg € I, es decir |a — zg| < €, donde la cercania suficiente de zo a a se garantice con un &
tal que

Ma — zo| < 1.

Usando (6.12) se tendra

a—z1| < Mo — z0]?

y por lo tanto
Mla — 1| < (M]a — 20])* < M|a — x0],
lo que implica que
a—x1| <|a—x| < e,
es decir,

r1 € 1.

Ademis, al igual que al comienzo, x; esta suficientemente cerca de a, (M|a — z1| < 1), como para poder
repetir el argumento y probar, por induccién, que toda la sucesién generada por el método de Newton
permanece en el intervalo 1.

Hemos garantizado asi que se satisfacen las hipétesis del Lema (6.10) y por lo tanto podemos usar la
ecuacion (6.12) Vn > 0, lo que implica la desigualdad

(6.19) lent1] < Mlen|?, Vn > 0.

que establece la convergencia a una velocidad caracterizada por el orden p = 2 del método de Newton.

(Note que |e,| < 37 (Mleo|)*” y compare con el acotamiento del error en el método de Biseccién dado en

(6.2)).

Volviendo a usar la expresién (6.12) se tendra

€n+l _ f"(&n)

2 2f(zn)

para algin &, € co(a,z,).

Pero debido a la convergencia establecida en (6.19) se tiene que z, — « y por lo tanto &, — «, cuando
n — 00, con lo cual se concluye (6.18). O

El orden de convergencia del método de la Secante se establece en el teorema que sigue

Teorema 6.20. Bajo las mismas hipdtesis del teorema (6.17), si xg y x1 estdn suficientemente cerca de

a, entonces el método de la Secante converge con un orden p = #

Demostracion. Sea I = [a — e, @ + €] un intervalo donde no se anule la primera derivada de f y se satisfaga
la condicién de continuidad de la segunda derivada.

Sea M la misma constante del teorema (6.17) y sean zg,x; € I.
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Como se satisfacen las hipdtesis del lema (6.10) para n = 1, podemos usar la expresién (6.11)

(&)
2f'(m)

es = —ejeg , para algin & € ¢o(a, zo,x1) y algin 1 € co(xo, x1)

y por lo tanto
|e2| < lexleal M,
lo que equivale a

M|62| S M|61|M|60|.

Si zo y 1 estdn tan cerca de a (¢ es tan chico) como para que § = max{M|eg|, M|e1|} < 1, entonces
Mles| < 6% < 6

y como |eg| < £ < ¢, se tendrd que x5 € I y que max{M|e:|, M|es|} < 1.

Esto permite repetir el mismo argumento y demostrar por induccién que toda la sucesion generada por el
método de la Secante pertenece al intervalo I y por lo tanto siempre se podrd utilizar la expresion recursiva
del error dada en (6.11). Acotando esta expresién y multiplicando por M, se tendra

M|63| SM|€2|M|€1| S(S3,
Mley| < Mles|M|es| < 8°

y en general

M|€n+1| S §dn fin—-1 = H9n+1
La convergencia queda asi establecida con

1
(6.21) len] < F70%.

La sucesion de exponentes de la cota satisface la recurrencia
o=q=1, @1 =¢+ a1, Yn2>1,

es decir, se trata de una sucesiéon de Fibonacci, de la cual se sabe que

_ L
"=

donde los valores propios de la matriz que caracteriza la recurrencia son

(/\?—H - )‘S—H)v

At

Para establecer el orden de convergencia del método de la Secante utilizaremos la desigualdad (6.21) que
se refiere a dos sucesiones de nimeros positivos que convergen a 0:

1
— qn
{|6n|} y {Bn}a con Bn - 7| f(s .
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Si probamos que la sucesién {B,} converge con una cierta velocidad, entonces debido a la desigual-
dad (6.21) podremos afirmar que la sucesién de nuestro interés converge al menos a esa misma velocidad.
Siguiendo esta estrategia calculemos

(622) BBn)'\tl — M)\1—15qn+1—qn)\1_
n
Pero para el exponente de ¢ se tiene
1 A
Gni1 — Gnhi = —=(APT2 = A0F2) - ZL (P A2 =AD& (-0.618)"

V5 V5

lo que permite acotar (6.22) con una constante, Vn > 1

Bn)—\l—l S M)\l_l(S_Tl
B!

y probar asi que el orden de convergencia de B, es A, y por consiguiente que el método de la Secante
converge al menos con ese mismo orden, como se sostiene en el teorema. O

El orden de convergencia mide la velocidad de ésta en cuanto al numero de iteraciones requeridas para
alcanzar cierta precisién dada. Para comparar las velocidades de dos métodos en tiempo real, habria que
considerar adicionalmente el costo de cada iteracién. Si bien Newton es un método mas eficiente que Secante
en cuanto a nimero de iteraciones, puede llegar a ser peor que Secante debido a que en cada iteracién debe
realizar dos evaluaciones: f(x,)y f'(z,). En cambio Secante requiere solo de una evaluacién, f(z,), pues se
puede guardar de la iteracién anterior el valor de f en x,—1. Si denotamos por m el tiempo requerido para
evaluar f y consideramos que el tiempo requerido para evaluar f’ es s-m. Se puede probar que si s > 0.44,
entonces el método de la Secante es mas eficiente que el método de Newton, en términos reales.

Ejemplo 1. Para ilustrar el comportamiento de los métodos estudiados veremos su aplicacién al sencillo
problema de calcular v/2 = 1.41421356 . . ., es decir, la solucién positiva de

2 —2=0.

Las primeras iteraciones se registran en las figuras 6.2, 6.3 y 6.4.

T f@r) o P SRR SR 1
1 -1 : :

2 2 0.8 [rmmmsonocs oo 55 GORRLLCEEELLEEE 1
1.5 0.25 '

1.25 -0.4375
1.375  -0.109375
1.4375 0.06640625

Tl W N~ O

Figura 6.2: Iteraciones del Método de Biseccién para f(z) = 22 — 2



B w N = O

WN-=O

®1=2

o fa) o o A |
1 -1 - L. ool ]
2 2

4 _2

3 9
1.4 -0.04

1.41463414... -0.00118976. .. !

Figura 6.3: Iteraciones del Método de la Secante para f(z) = 2% — 2

T f(zr)
1 -1
1.5 0.25

17

i 0.00694444. ..
1.41421568...  0.00000600. ..

Figura 6.4: Tteraciones del Método de Newton para f(z) = 2% — 2
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METODOS DE UN PUNTO

El método de Newton genera una sucesién de aproximaciones, de manera iterativa, donde el término (n + 1)-
ésimo depende solo de un término anterior, lo que permite escribir una iteracién como

(6.23) Tpt1 = g(Tn)-

En este caso la funcién de iteracién g serd g(z) = = — %

Pero las sucesiones definidas por recurrencia como en (6.23) Vn > 0 y con z¢ dado, son bien conocidas y
se sabe que cuando convergen, lo hacen a un punto fijo de la funcién de iteracién, es decir a un «, tal que

g(a) = a.

Podemos pensar entonces en una clase general de métodos de este tipo, es decir, tales que los problemas

fx)=0yg(z) ==
sean equivalentes y que la sucesién definida por

zo dado

Tpt1 = g(Tn) Y20

converja.

Normalmente hay muchas posibilidades para transformar un problema de obtencién de raiz en un proble-
ma de punto fijo equivalente, pero sélo nos interesan aquellas donde la convergencia de la sucesién correspon-
diente esté garantizada. Para ello contamos con el conocido Teorema de Punto Fijo, que aqui recordamos.

Teorema 6.24. Sea g : [a,b] — [a,b], una funcidn contractante (es decir, existe una constante positiva
L <1 tal que Vz,y € [a,b] |g(z) — g(y)| < L|z — y|), entonces eziste solo un punto fijo de g, € [a,b] y
las iteraciones T,41 = g(x,) convergen a «, cualquiera sea el punto de partida xo € [a,].

Suponiendo mayor regularidad de la funcién g se obtiene el resultado que sigue y que permite analizar
la evolucién del error.

Teorema 6.25. Si la funcidn g : [a,b] — [a,b] es continuamente derivable y si m[a)i] l¢'(z)] = L < 1,
z€la

3

entonces g es contractante en [a,b], con lo cual se tendrd lo establecido en el teorema anterior y ademds
(6.26) o — x| < L —z0| Yn >0,

(6.27) lim &2kl g'(a),

n—oo O — ITp

Demostracion. La primera afirmacion es un resultado directo del T.V.M. En efecto, como g es continuamente
derivable

Vo,y € [a,b] g(z) — g(y) = ¢'(§)(z — y) para algin £ € co(,y),
lo que implica que

Vz,y € a,b] |g9(x) —g(y)| < L]z —yl, con L < 1.



6.1. METODOS DE UN PUNTO 129

En particular, para o y x,,_1, se tiene
lo — x| = |g(a) = g(wn-1)| < Lla — zp—1
y repitiendo el mismo argumento resulta que

| — x| < L™ — o]

Para demostrar la dltima afirmacion utilizaremos nuevamente el T.V.M.

o — i1 = 9(a) — g(2a) = 9'(€n)(a — 2,), para algiin &, € (0, ,)

y por lo tanto

a—x
lim ——= = lim ¢'(¢,) = ¢'(a),
n—oo Qa — Ip n— o0
pues x, — a y por lo tanto &, — a, cuando n — oco. O

NOTA.

Si « es un punto fijo de g, es decir, a es solucién de la ecuacién x = g(x), si g es continuamente derivable
en una vecindad de a y si |¢'(a)| < 1, entonces los resultados de convergencia (6.26) y (6.27) seguiran siendo
validos, siempre que xg esté suficientemente cerca de a.

La expresién (6.27) caracteriza el orden de convergencia p = 1. Para el método de Newton, del cual
sabemos que su orden de convergencia es 2 se tiene que

(f'(@)? = f(e) f"(a)

Fr

g'(a) =1-

Cabe preguntarse entonces ;jcémo se caracteriza en términos de las derivadas de la funcién de iteracién
los métodos de un punto de orden superior a uno?. El teorema que sigue responde a esta pregunta.

Teorema 6.28. Sea a punto fijo de g, y sea g una funcidn p veces continuamente derivable en una
vecindad de «, para algin p > 2. Si

(6.29) g(@)=..=¢" V() =0,
entonces, si o estd suficientemente cerca de «, las iteraciones

Tpt1 = g(zn) Yn >0
convergen con un orden p y

(6.30) lim 2= Tntl _

n—o00 (a — xn)P -

Demostracion. Desarrollando g(z,,) en serie de Taylor en torno a «

pflg(pfl)(a)
(p—1)!

L9 (&)

Tpy1 = 9(zn) = g(@) + (T, — @)g' (@) + ... + (T, — @) ol

(xp —a)

para algin &, € co(a,z,).



130 CAPITULO 6. ECUACIONES NO LINEALES

Utilizando la hipétesis (6.29) y a = g(a), se tendra

L 97 (&) _

a—Tpy1 = —(T, — @)

Usando el teorema (6.25) y la nota anterior se prueba la convergencia y (6.30), lo que completa la
demostracién. O

Volviendo al método de Newton, recordaremos que una de las condiciones que nos permitié expresar el
error de una iteracién y luego estudiar su convergencia, fue f'(a) # 0.

Los dos tdltimos teoremas nos permiten estudiar la convergencia del método de Newton en ausencia de
esta condicién, es decir, cuando a es una raiz multiple de f.

Sea a una raiz de orden m > 1 de f. Es decir, existe una funcién h, que supondremos dos veces derivable
en una vecindad de a y tal que

f(z) = (xr — a)™h(z) con h(a) # 0.

La funcién de iteracién del método de Newton en este caso serd

e (z — a)"h(z)
9 = T P Th(e) + (& — @) (@)
= — (:z: — a)h(:l?)

mh(z) + (x — a)h/ (z)’

Calcularemos ¢'(a) para revisar la condicién de convergencia y el orden de ella, segin los teoremas
precedentes. Para simplificar los calculos denotemos por

2(z) = mh(z) + (z — a)h/ ().

Con esta notacién se tendra

=t B
yenz=a
W h(@)e) _ | mb(a)P
(6.31) @=1"Twr ="' kP
—1-L o

lo que prueba la convergencia del método de Newton, segin el teorema (6.25) y la nota que le sigue.

Por consiguiente, si la multiplicidad de la raiz es mayor que uno, el método habra perdido el orden p = 2
de su velocidad de convergencia, pues ¢'(a) # 0. Pero en el mismo desarrollo anterior se puede observar que
con una leve modificacién de la funcién de iteracién (y si la funcién h se puede derivar por tercera vez) se
recupera la velocidad de convergencia caracteristica de Newton, es decir, el orden 2.

Método de Newton modificado.

Si a es una raiz de orden m > 1 de f, entonces el método de Newton modificado, definido por las iteraciones

Intl = Tp — mf’(l'n)’

Vn > 0,
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converge con un orden p = 2, si la funcion de iteracion es dos veces continuamente derivable en una vecindad
de a y si zg se escoge suficientemente cerca de a.

NOTA.

El orden de multiplicidad de una raiz se puede estimar estudiando la evolucién de los cuocientes R,,,
definidos por

Tp+1 — T
Rn+1 == - = gl(fn)a
Tp — Tp—1

para algin &, € ¢o(z,,zn_1), por T.V.M.

Pero si el método de un punto es convergente

lim R, = ¢'(a).

n—o0

De modo que en el caso del método de Newton usual y « raiz de multiplicidad m, se tendra por (6.31)

1
lim R, =1— —.

n—o00 m

Por ejemplo, si se aplica el método de Newton usual partiendo de zo = 1 a la funcién
f(z) = 2* — 5.562% + 9.1389z — 4.68999,

se encontrard que las iteraciones convergen a a = 1.23 del modo que se ilustra en la tabla 6.1. Se aprecia

Ln f(xn) Tp —Tn—1 By
1.10903 - 0.0291 0.109

1.16773 - 0.00749 0.0587 0.539
1.19837 - 0.00190 0.0306 0.513
1.21406 - 0.000479 0.0157 0.506

1.22199 - 0.000120 0.00794 0.506
1.22599 - 0.0000302  0.00399 0.501
1.22799 - 0.00000755 0.00200 0.500
1.22900 - 0.00000189 0.00100 0.500

00O ~1T O Ut W3

Tabla 6.1: Método de Newton para f(z) = 23 — 5.5622 + 9.1389z — 4.68999, con z¢ = 1

claramente que R, - 0.5 =1 — % si m = 2, lo que corresponde a la multiplicidad de esta raiz. Se debe
advertir que el cuociente R,, puede llegar a ser muy inestable para valores grandes de n, es decir, cuando las
aproximaciones de la raiz, z,_1,%, ¥ Tn4+1 sean muy parecidas entre si.

Criterio de parada.

Los métodos de un punto que estamos analizando aqui se basan en el teorema de punto fijo, al igual que
los métodos iterativos para sistemas lineales estudiados en el capitulo 4. Cabe esperar entonces que exista
una relacion entre el error de la iteraciéon n-ésima y la distancia entre las dos tltimas iteraciones, similar a
la establecida en (4.40).

Sea g la funcién de iteracién de un método de un punto y L < 1 su constante de Lipschitz, de modo que
se cumple

| = zpt1| < Lla — zy|.
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Por lo tanto

Tpy1 — Tn| = | — 2y — (@ = Zpg1)| 2 |a — 25| — | — Tppy
>|la—x,| — Lla—z,| = (1 — L)|a — z,]|.

Con lo cual se tendra

1
a —$n| < ﬁ|1‘n+1 — Tnl,
lo que implica

L
(6.32) o — x| < ﬁhcn — Tp—1].

Una priéctica frecuente para detener las iteraciones serd la escasa diferencia entre una iteracion y otra.
Es decir, dada una tolerancia € > 0, si |x,, — ,—1] < ¢, finalizar con a = z,,.

La desigualdad (6.32) garantiza que este criterio sea razonable y lo serd tanto més, mientras mds pequeria
sea la constante L que domina la convergencia segin se establece en (6.26).

En el ejemplo de la tabla (6.1) compare la sucesién de valores de la cuarta columna con el error corres-
pondiente: e,, = 1.23 — z,, y note el parecido.

Por otra parte de la desigualdad (6.32) se deduce facilmente la relacién

Ln
6.33 a—1x,| <
(6.33) o=l < 777
cuya similitud con (4.41) es evidente y que por tanto tendrd la misma utilidad préactica comentada en ese
punto.

|$1 - $0|a

EXTRAPOLACION DE AITKEN PARA SUCESIONES QUE CON-
VERGEN LINEALMENTE

Si {x,} es una sucesién que converge a a con un orden p = 1, entonces mediante una combinacién adecuada
de varias iteraciones consecutivas se puede acelerar la convergencia. Este tipo de procedimientos, (cuyo
beneficio comprobamos en el capitulo 3 con el método de Romberg) se conocen con el nombre de métodos
de extrapolacion.

En el caso actual, la convergencia lineal significa que para n suficientemente grande

A — Tptl
Q — Tp

& constante

y por lo tanto

QO —Tpt1 QX — Tp42
~ )
a— Ty Q. — Ty

lo que equivale a

(6.34) (@ = Tpi1)? ~ (@ — Tpga)(a — zp).

Con tres iteraciones consecutivas Z,,, T,4+1 ¥ Tni2, el método de Aitken construye una nueva aproximacion,
Zp+t2, cOmo una mejora de la tltima iteraciéon, z,4 o, definida por

} (Tpyo — xn+1)2
6.35 Tnt2 = Tnt2 = .
( ) 2 e ('Tn - anrl) - (:Ifn+1 o $n+2)
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Para apreciar el beneficio de esta construccién debemos comparar |a — Zp42| con |a — zp42|. Con este
fin obtendremos una expresién conveniente para (42 — xn+1)2.

(Znt2 — Tng1)? = (Tng2 — @+ a — 2p41)°

(6.36) = (a = zn12)” = 2(a = zpp2)(a = Tng1) + (@ = Tpp1)? 2
= (@ — Tpy2) {(a — Tpyo) — 2(@— Tpy1) + w} )
«a LTn42

Reemplazando esta expresion en (6.35) se obtiene

(6.37) a — Tpto = (@ — Tpa2)en,

cone, =1+ 1 QO — Tpyo) —2(a—x )+w
n- (n—2nt1)—(Tnt1—Tnt2) n+2 n+l QA—Tn42 )
De este modo bastard probar que |e,| < 1 para poder concluir de (6.37) que &,42 comete menos error
que Tp42. Pero de (6.34) tenemos que

1
en~ 1+ a—x —2(a—= + (a—x =0.
! (Zn = Tnt1) = (Tn41 — Tni2) { mt2) = 2 mi1) + n)}

Es decir, en la medida que la aproximacién en (6.34) sea mas cercana a la igualdad, mayor sera el beneficio
del método de extrapolacién de Aitken.

Como ejemplo de la mejoria producida por el procedimiento de extrapolacién propuesto veremos el
comportamiento de la sucesién siguiente

Zpy1 = 1.6 +0.99cos(z,), Yn >0y zo=17/2
que converge al punto fijo

a = 1.585471802.

En la tabla 6.2 se aprecia, por una parte, la lenta convergencia de estas iteraciones y por otra, el aumento
de la velocidad de convergencia gracias a la extrapolacion.

In Tp — Tp-1 i‘n j‘:n - i‘nfl
1.60000 0.0292 1.59999636 0.0292
1.57109 - 0.0289 1.57109607 - 0.0289
1.59971 0.0286 1.58547286 0.0144
1.57138 - 0.0283 1.58547075 - 0.00000211
1.59942 0.0280 1.58547284 0.00000209
1.57167 - 0.0278 1.58547180 - 0.00000104

DU W N~ S

Tabla 6.2: Comportamiento de x,,+1 = 1.6 + 0.99cos(z,) Yn >0y xo =7/2

SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

El problema que abordaremos aqui es el de resolver la ecuacién

f(z) =0
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con f una funcién no lineal de IR™ en IR"™, es decir, se trata de calcular un vector @ € IR™ que satisfaga un
sistema de ecuaciones no lineales

fl(a:l;mZ: 7mn) =

fQ(.’El,.’EQ, ,.’En) =

0,
0,
fn(z1,22, ...y xy) =0,
donde cada funcién f;, parai=1,...,n va de IR" en IR.
La generalizacién del método de Newton a este caso es evidente, al menos desde el punto de vista formal.

La aproximacion lineal de f (que ocupara el lugar de la recta definida en (6.6)), en torno a un punto
calculado previamente z(¥) € R™, ser4

(6.38) Li(z) = f®) + J(@®) . (z — 20),

donde J(z(®)) = (%(x(k)) , Tepresenta a la matriz Jacobiana de f evaluada en z(%).
J Z,]

Como antes, la iteracién de Newton se definird como un vector z(¥*1) € IR" que sea raiz de la aproxima-
cién lineal, es decir,

(6.39) Li(z*t)) =0,
lo que equivale a pedir que el vector diferencia A*) = z(:+1) — (k) resuelva el sistema lineal

(6.40) J(®) AR = — (k)

Calcular la iteracién de Newton de este modo es més eficiente que invertir la matriz Jacobiana y despejar
z*+1) de la ecuacién (6.39).

Si f es continuamente diferenciable, si su matriz Jacobiana es invertible en una vecindad de la raiz
a € IR" y si la adivinanza inicial ¥ € IR™ se escoge suficientemente cerca de a, entonces, al igual que en el
caso uni-dimensional, el método de Newton convergerd con velocidad cuadratica a a.

El problema del costo de cada iteracién de Newton, ya mencionado antes, puede volverse dramdtico en
el caso actual. Por una parte habra que resolver un sistema lineal diferente en cada iteracién y por otra, se
necesitardn las evaluaciones de muchas funciones:

afi

fi,i=1,...,n
13 ) ) ) )
83:]-

i,j=1,..,n.

Una alternativa usualmente aceptada para reducir estos costos es no recalcular la matriz Jacobiana
en todas las iteraciones. De este modo todos los sistemas lineales a resolver en las iteraciones donde se
ha mantenido constante la matriz son de bajo costo pues el reajuste de la matriz (equivalentemente, su
factorizacién LU) se hace solo una vez y sirve para todos ellos. Adem4s se tendrd un ahorro considerable en
el nimero de evaluaciones a realizar al evitar las n? derivadas parciales.

Para clarificar esta estrategia, supongamos que se decide calcular la matriz Jacobiana solo cada tres
iteraciones, es decir, solo cada tres iteraciones se realizara una iteraciéon auténtica del método de Newton,
tal como se define en (6.40).

Los célculos a realizar en las primeras cuatro iteraciones serfan:

o f(z(9); J(z(9); factorizacién LU de la matriz Jacobiana LUy = J(z(®); A©) solucién del sistema
lineal J(z(9)A© = —f(z©); z(1) =z 4 A,
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e f(z™); AM solucién del sistema lineal de matriz con factorizacién LU ya calculada
JEAD = —f(z@®); 22 =20 £ AQ),

e f(z®); A® solucién del sistema lineal de matriz con factorizacién LU ya calculada

o f(2®); J(x®); factorizacién LU de la matriz Jacobiana LzUs = J(z(®)); A®) solucién del sistema
lineal J(2®))A®) = —f(2®); 2z =2 + AG),

RAICES DE POLINOMIOS

Los polinomios son funciones no lineales suficientemente particulares como para merecer un parrafo aparte.
Supondremos aqui que la expresién conocida del polinomio es la canénica

(6.41) p(z) = ag + a1z + ... + ap_2x™ > + ap_12"" + apa™.

(Otras expresiones interesantes son aquellas que resultan al escribir el polinomio caracteristico de una
matriz tridiagonal simétrica, segin vimos en el capitulo 5.)

Como hemos insistido previamente, la velocidad de convergencia del método de Newton puede no ser tal,
en términos reales, debido al problema del costo en evaluaciones de cada iteracién. para evaluar eficientemente
un polinomio y su derivada se cuenta con el Método de Horner, que pasamos a describir.

El polinomio dado en (6.41) se puede escribir también de la forma

(6.42) p(z) = ap + x(ar + x(as + ... + T(an—2 + x(an—1 + zay,))...)).

Esta tltima expresion permite evaluar el polinomio en un z dado, de manera recursiva, aprovechando el
anidamiento, segin el procedimiento

b, =a
(6.43) o ,
b; =a; + zbjy1 parai =n—1,n—2,...,0.

De este modo el valor del polinomio en z sera
p(2) = bo.

El ahorro en el nimero de productos es considerable. Al calcular p(z) reemplazando z por el valor z en
la expresién (6.41) se realizan (2n — 1) productos, en cambio con el procedimiento (6.43) solo se realizan n
de estas operaciones. Si el objetivo fuera conocer solo el valor de p en z, entonces los valores by, b,—1, ..., b1
podrian ser olvidados una vez utilizados. Pero si la razén de estos calculos es realizar una iteracién del
método de Newton (z serd en ese caso la iteracidn anterior xy) entonces tendran una segunda utilidad, pues
se relacionan con la derivada del polinomio, como se muestra a continuacién. Sea

q(z) = by + box + ... + bz 1.

Se comprueba ficilmente, identificando coeficientes y usando la definicién de los coeficientes b;, que
bo + (x — z)q(z) = p(z), lo que implica que p'(z) = q(z) + (z — 2)¢'(z) y por lo tanto
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De modo que la evaluacién de la derivada del polinomio p se realizaré segin el mismo método de Horner,
es decir, siguiendo la recurrencia (6.43) para calcular ahora ¢; a partir de los coeficientes b;,i =n,n—1,...,1

cn=0by
¢; =b;+ zcip1, parai=n—1,..., 1.

El dnico valor que interesa es ¢; = p’(z) y por lo tanto los demés términos de la recurrencia pueden ser
olvidados una vez utilizados.

En sintesis una iteracién de Newton se realizard en este caso como sigue.

Sea z = xy,
by =an, c=ay,
parati=n-—1,...,1,
(6.44) bi =a; + zbit1, c=10b;+ zc,
bg = ag + zb1,

bo
Tpy1 = T — ?

Método de Bairstow.

Un polinomio a coeficientes reales puede tener raices complejas y reales pero siempre serd factorizable en
factores polinomiales reales de grado menor o igual que dos. El método que presentamos aqui se ocupa de
encontrar un factor cuadratico y por lo tanto, usandolo repetidas veces, puede entregarnos todas las raices,
reales y complejas, de un polinomio a coeficientes reales.

Abordaremos el problema de encontrar un factor cuadréatico del tipo
(6.45) R

del polinomio (de grado mayor o igual que 3) p(z). Es decir, buscamos los coeficientes r y ¢, tales que
la divisién de p(x) por (2? — rz — q) arroje resto nulo. Dados r y ¢, en general, la divisién producira
un polinomio cuociente p; (), cuyos coeficientes dependeran de r y ¢, y un resto lineal, cuyos coeficientes
también dependeran de 7 y g,

(6.46) p(z) = pr(z) (2 — re — q) + Az + B.

Asi, los coeficientes 7 y ¢ buscados, son aquellos que resuelvan el sistema no lineal de ecuaciones

(6.47) A(r,q) =0,
B(r,q) = 0.

A pesar de no contar con una expresién analitica de estas funciones no lineales veremos que podemos
establecer las relaciones que nos permitan calcular la matriz Jacobiana evaluada en un vector de coe-
ficientes (r,q) dado y de este modo utilizar el método de Newton para sistemas no lineales. Es decir, el
vector de coeficientes (r, q) buscado, se aproximard mediante una sucesién (7, g ), calculada segin el método
de Newton

(6 48) %(Tkaqk) %(Tka‘ﬂe) |:Tk+1 —Tk:| _ [A(Tk,qk):|
. %(Tm%) ?9_q(7'kan) Qk+1 — qk B(ri,qr)]
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Con el fin de establecer las relaciones que permitan el cdlculo de la matriz Jacobiana anterior de manera
sencilla, simplificaremos la notacién y evitaremos los subindices relativos a la iteracién. Sean
0A 0A B B
= — = =, B,,_ = 8_’ Bq — a_.
0q or 0q

Derivando parcialmente (6.46) con respecto a r y ¢ se obtiene

_Op Op

= - e 2 _ _ -
6,19 0= B (z) zp1(z) + (2° —re —q) o (z) + zA, + B,
' _Op _ 2 _ Op1
0= 9 () = —p1(x) + (° —rz —q) B (z) + zA, + By

Consideremos una nueva divisién por el mismo factor cuadritico,
(6.50) pi(z) = pa(2)(2® —r2 — q) + A1z + By.

Si zg y x1 son dos raices distintas del factor cuadratico (az:2

i =0,1, y evaluando (6.49) en z; para i = 0,1, se llega a

—rx — q), entonces py(z;) = Ajx; + By, para

(6.51) —z;(A1z; + By) + A,z + B, =0, parai=0,1,
(6.52) —Ajz; — By + Agx; + B, =0, parai=0,1.

De esta tltima expresién se obtiene directamente que

Aq:Alqu:Bl.

Como z? = rx; + ¢, en (6.51) se tendrd z;(A, —r4; — By) — qA; + B, =0, para i = 0,1, lo que implica
que

Ar:’I“Al—FBl y BTZqu.

En resumen, dado el vector de coeficientes (7, qx), bastard dividir el polinomio p(z) dos veces por el
factor cuadratico (z? — ryz — qx) para obtener

AT, qr), B(rk,ar)s A1 (T, ar), Br(rr, qr)

y reemplazando las derivadas parciales como sigue

0A 0A
Tk, qr) = e A1 (T, qr) + Bi(te,qr), 5= Tk, qx) = A1 (ks qr),
or Jdq
0B B
E(Tka‘ﬂe) = qr A1 (Tr, 1), a—q(rk,fﬂc) = Bi(rk,qz),

se obtiene una nueva aproximacién de (7, ¢) mediante la iteracién de Newton (6.48).

Para dividir polinomios eficientemente usamos un algoritmo de tipo Horner. Sean

p(z) = apz™ + a12" P + ...+ ap_1z + ap = p1(z)(2* —rx — q) + Az + B,

p1(z) = box" % + ... 4 by_a.
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Identificando coeficientes se obtiene

bo = ao,

b1 = a1 + by,

b =a; +rb;_1 4+ qb;_o, parai =2,...,n — 2,
A =ap_1+rby_2+gby_3,

B =an+ gbp—s.

Del mismo modo, a partir de los coeficientes del polinomio p;(z), se obtienen A; y By, segin

co = bo,

€1 = by +req,

ci =b;j+rci_1+qci_o, parai =2,...,n — 4,
Ay =bp_3+7rCn_g+ qcn_s,
By =b, 94 qcp_4.

Deflacion y estabilidad de las raices de polinomios.

Se sabe que las raices de un polinomio son funciones continuas de sus coeficientes. Pero ocurre con frecuencia
que bajo una pequena perturbacién de los coeficientes, las raices se desplacen mucho, es decir, sean inestables.
Este peligro debe ser tomado en cuenta cuando se pretende factorizar completamente un polinomio, o
equivalentemente obtener todas las raices, utilizando la técnica de deflactar. Para describir esta técnica
supongamos que hemos obtenido &;, una aproximacién de @i, una raiz del polinomio de grado n,p(z),
mediante algin método numérico. Para encontrar una aproximacién de otra raiz as del mismo polinomio se
puede considerar el polinomio de grado (n — 1),

q(z) = p(z) : (x — ),

ya que ay serd raiz de p(z) siy solo si es raiz de g(z). Pero en la practica solo disponemos de una aproximacion
de la raiz ay y por lo tanto al deflactar y reducir el problema al célculo de una raiz de ¢(z), dividiendo p(z)
por el factor lineal (z — &1), en realidad estaremos calculando una raiz del polinomio cuociente ¢(z), definido
por

p(z) = §(z)(z — a1) + 6(a1),

cuyos coeficientes corresponden a una perturbacién de los coeficientes de g(z). Como norma general, si se
desean calcular una a una, todas las raices de un polinomio mediante esta técnica de deflacién, se cometera
menor error, debido a inestabilidades, si éstas se calculan en orden creciente en magnitud (calculando primero
aquella de menor médulo).

El método de Baisrtow se usa generalmente en un proceso de deflacién para encontrar todos los factores
lineales y cuadraticos, y de ese modo todas las raices reales y complejas, de un polinomio. Tanto en este caso
como en el anterior, se pueden compensar los errores debidos a inestabilidades producidas por la deflacién,
utilizando cada raiz aproximada resultante como adivinanza inicial en un proceso iterativo de célculo de raiz
que considere el polinomio original, sin deflactar.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Un estanque cilindrico, de radio R, contiene acido sulfirico para uso industrial. (Ver figura). Se requiere
saber la altura h del nivel del liquido en su interior correspondiente a 1/4 del estanque lleno. Modele
este problema y proponga un método iterativo que le permita aproximar h con cualquier exigencia de
precisién que le impongan.

Indicaciones: recuerde las férmulas de sen(2a),cos(2a).

T T—«
Vo € [0, 5] , cos < 3 > = sen(a).
R ; ; - 0
A Area de la seccién de circulo de arco AB = R?=
L ) R
B Area del tridngulo OAD = TSen(G)cos(G).

2. Se propone calcular m mediante el método de Newton aplicado a la funcién f(z) = sen(x), con adivi-
nanza inicial o = %’r. Una manera de garantizar la convergencia de estas iteraciones es probar que g
pertenece a una vecindad de 7 donde la funcién de iteracién es contractante.

(a) Demuestre que la sucesién generada del modo propuesto permanece en una vecindad de = donde
la funcién de iteracién es contractante con constante de Lipschitz L < %

(b) Determine el nimero maximo de iteraciones en el que se obtendrd una aproximacién de = con

una precisién de € = 0.5 - 3720, Indicacion: recuerde que sen (%’T) = % 1Y COS (%’T) = —@.

3. Considere el método iterativo de un punto para aproximar una raiz « de la funcién f,

Tpt1 = Tp — ,con D, =

D, f(zn)

Pruebe que si f'(«) # 0, entonces este método converge con una velocidad caracterizada por el orden
p = 2, partiendo de una adivinanza apropiada y bajo condiciones de regularidad de la funcién f que
debe determinar. Indicacion: factorice f como f(z) = (z — a)g(z), con g(a) # 0.

4. Considere el algoritmo z,4+1 = ©, + sen(z,) para calcular 7. Encuentre un intervalo I que contenga
a wy tal que Vzg € I, la sucesion converja a w. Pruebe que este método es de orden 2.

5. Considere las iteraciones

zn(z2 + 3a
$n+1=7n3($g+a ), VYn > 0.
n

Demuestre que este es un método de orden 3 para aproximar /a. Haga un estudio completo de la

convergencia. Suponga que |eg| = |/a — x| < € y encuentre condiciones para € que garanticen que

le1] < |eg|. Calcule lim <. Programe este método y compare su comportamiento para a = 2, con
n—oo n

los métodos de Bisecién, Secante, Regula Falsi y Newton del ejemplo 1.
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Muestre que z = %cosx tiene una solucién a. Encuentre un intervalo [a, b] que contenga a a y tal que

Vzo € [a,b] las iteraciones 41 = %cos(mn) converjan a a. Calcule una iteracién y diga en cuantas

iteraciones, a lo més, obtendrd una aproximacion de a que satisfaga una tolerancia exigida e.

Para encontrar una raiz a de la funcién f se propone el método iterativo
Tpt1 = Tp + cf (zn).

Si f'(a) # 0, entonces con cual valor de ¢ asegura la convergencia del método y con cual obtendria una
convergencia de orden 2.

Considere la ecuacién no lineal z — tg(x) = 0. Determine intervalos que contengan exactamente una
solucién (grafique la situacién planteada). Analice el comportamiento del método de Newton en cada
uno de estos intervalos. ;En qué medida el comportamiento del método serd distinto si se lo usa para
aproximar la raiz mas cercana a 100 a cuando se aproxima la raiz mas cercana a cero?

Usando el método de Newton con la adivinanza inicial (zg,y0) = (1.6,1.2) realice iteraciones para
resolver el sistema no lineal

$2+y2:4’
22 —y? =1,

cuya solucién es evidente.

Escriba un algoritmo que permita factorizar completamente un polinomio arbitrario mediante el método
de Bairstow, incluyendo el algoritmo de tipo Horner para realizar las divisiones de polinomios que se
requieran.
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ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS

Las Ecuaciones Diferenciales son algunas de las herramientas mateméticas més usadas en el modelamiento de
fenémenos fisicos. En este capitulo presentaremos, inicialmente, varios métodos para resolver numéricamente
el problema de primer orden con condicién inicial

y/ = f(w,y),

(7.1) y(0) = Yo-

Los métodos que estudiaremos se generalizan ficilmente al caso de sistemas de primer orden, del tipo
v, = fi(®,y1,92,..,yn), con condiciones iniciales  yi(x¢) = 11,

yé :fQ(xaylayQa“'ay’n)a yQ(fEO) =12,
(7.2) _ .

y'ln, :fn(x,ylny,---,yn); yn(l'(]) = Tn.

y por lo tanto permiten resolver el problema de orden n, mayor que uno, con condiciones iniciales

y" = f(@,y,y sy D),
y(l‘o) = Mo,
(7.3) y'(x0) = pu,

y "D (o) = pin-1.
ya que éste se puede reducir al problema anterior mediante el cambio de variables
Yk :y;c,1 Vk’ZQ,...,’I’L, n=y,

con lo que se obtiene el sistema

Yl =y, con condiciones iniciales y1(zo) = po,
Yy2(zo0) = pa,
y’:’tfl = Yn;
y’:’t :f(xayla---ayn—l)a yn((po) = fbn—1-

141
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El problema de segundo orden con condiciones de borde serd tratado mas adelante pues los métodos
utilizados en ese caso no corresponden a aplicaciones de los métodos anteriores.

Antes de abordar el problema numérico conviene establecer las condiciones bajo las cuales el problema
(7.1) tiene solucién tnica y un resultado de estabilidad de este problema.

Sea D un dominio del plano que contenga al punto (zg,yo) y sobre el cual la funcién f sea continua. Una
funcién y serd solucién del problema (7.1) sobre [a, ] si para todo a < x < b, (z,y(z)) € D, existe y'(z), la
derivada, tal que y'(z) = f(z,y(x)), ademds de satisfacer la condicién inicial y(xg) = yo-

A lo largo de todo el capitulo supondremos que el dominio D satisface la condicién siguiente.

7.4. Silos dos puntos (z,y1),(x,y2) pertenecen a D entonces la recta vertical que los une también pertenece
a D, es decir, (x, \y1 + (1 — N)y2) € D, VO< A< 1.

Teorema 7.5. Sea f una funcidn continua sobre el dominio D y Lipschitz en el sequndo argumento, es
decir, AK > 0 tal que

|f(z,y1) — f(z,y2)| < Kly1 — 2| Y(z,y1), (z,92) € D.

Si (xo,y0) pertenece al interior del dominio D entonces existe un intervalo I = (xg — a, g + ), sobre el
cual existird una tinica solucion y(x) del problema (7.1).

Demostracion. Ver libro de K. Atkinson [1]. O

Para estudiar la convergencia de los métodos numéricos deberemos imponer hipdtesis mas fuertes que ésta
sobre la funcién f. En particular habra que suponer que las derivadas parciales de f son continuas y bastara
que g—f sea continua para que, debido al teorema del valor medio, se tenga que f sea de Lipschitz en la
segunga variable.

Para estudiar la estabilidad del problema (7.1) consideraremos un problema perturbado adecuado, en el
sentido que también tenga solucién tinica sobre un intervalo I sobre el cual exista solucién tnica del problema
(7.1). Bajo las mismas hipétesis para D y f del teorema anterior consideremos el problema perturbado

y' = f(,y) + 0(x),

(7.6) y(xo) = yo + ¢,

donde § es una funcién continua para todo z tal que (z,y) € D, dado y. Se puede probar que este problema
tendra una dnica solucién, que denotaremos por y(z;d,¢), sobre un intervalo fijo I = [zg — @, zg + @], para
toda perturbacién que satisfaga |e| < g¢, ||0]|c0 < €0 para algin &g suficientemente pequeio.

En estas condiciones se tiene el siguiente resultado de estabilidad del problema diferencial.

Teorema 7.7. Sean y la inica solucidn del problema (7.1) e y(+;9,¢) la inica solucidn del problema (7.6),
sobre el intervalo I = [zg — @, xo + & del pdrrafo anterior. Entonces

ly(+59,€) = Ylloo,r <

1
< T (el + alldlo):
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Demostracion. Para todo xz € I

y(x) = / St y(0)dt + o,

T

y(:6,¢) = / (F(t(t:6.)) + 6(8))dt + £ + yo.

zo

Restando estas dos expresiones se obtiene la desigualdad

ly(a38,2) — y(@)] < / £t y(t:6,€)) — F(t,y(t))ldt + / 18(0)ldt + |e]

o
<K / y(t:6,€) — y(Dldt + alldl|oos + |¢]
o

< Kally(:;:6,€) = ylloo,1 + alldlloc,r + [e]

y con ello la demostracion del resultado de estabilidad. O

El teorema (7.7) prueba que, bajo las condiciones descritas, el problema es estable, es decir, para per-
turbaciones pequenas, el error serd pequeno. Aun cuando la constante que amplifica la perturbacién sea
grande, el hecho que la relacién entre el tamano de la perturbacién y la cota del error sea lineal, permite
afirmar que se trata de un problema estable.

Para un estudio més profundo de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias existen numerosos textos y
cursos dedicados a este tépico. Como nuestro interés se concentra en los aspectos numéricos dejaremos esta
introduccién hasta aqui.

Los métodos numéricos para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, no construyen una funcién y que
aproxime a la solucién y, sino que generan un conjunto de nimeros

{Yk}zzo

que aproxima al conjunto

{y(wk)}Z:o

de valores de la solucién sobre una malla equiespaciada. En este sentido, los métodos numéricos construyen
un objeto de naturaleza distinta a la solucién analitica del problema, que es una funcién. Si se busca
aproximar la solucién del problema (7.1) sobre el intervalo [a, b],

conzp=a+khyh= b;a’

para h suficientemente pequeno, la funcién lineal por pedazos que generard un ploteo computacional con
los valores {Y}}}_, se percibird como una curva suave que aproxima a y(z), Vz € [a,b]. Los métodos que
veremos a continuacion consisten en férmulas para generar los valores Yj,. Estas férmulas pueden ser vistas
como sofisticaciones de un método muy intuitivo y simple, que incluiremos en esta introduccién, por dos vias
distintas, que dan origen a una clasificacion en dos grupos; los métodos multipaso y los métodos de un paso
o de Runge Kutta.
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Método de Euler.

(7.8) Yir:1 =Y + hf(zy,Ye), k>0, partiendo de Yy = yo.

Ejemplo 1. Consideremos la sencilla ecuacién

y' =2y
y(0) =1

cuya solucién es y(z) = €?2. El método de Euler con paso h = 0.1, es decir, malla dada por z; = 0.1 - k, se
producird una sucesién de valores

Vi1 =Y +0.1-2-Y, =1.2-Y;

y por lo tanto Y3 = (1.2)* serd el valor que aproxima a y(z;) = exp(2z;) = exp(0.2 - k). El comportamiento
de estas aproximaciones se aprecia en la figura 7.1

60

Figura 7.1: Método de Euler aplicado a y' = 2y con condicién inicial y(0) =1

Una manera de mirar la formula (7.8) es a partir de la relacién

Th41

y(Erer) = y(ze) + / ' (t)dt

= y(ox) + / f(t,y(t))dt.

Si se aproxima la integral mediante una férmula de Newton Cotes de un punto que consiste en integrar
la constante correspondiente al valor de la funcién en el extremo izquierdo del intervalo de integracién, es
decir,

Th41

/ St y(0)dt & hf (g, y(zs),

Tk
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entonces bastara reemplazar y(zy) por Y para obtener la férmula de Euler. Una estrategia, inspirada en
esta observacién serd usar férmulas de integracién con mas puntos para aproximar la integral y reemplazar
los valores de la funcién y en los puntos anteriores de la malla por los valores Y}, calculados previamente. De
este modo se originan los métodos multipaso.

Otra manera de mirar la formula de Euler es compararla con el desarrollo de Taylor de la funcién y en
torno a x,

h? ,
Y(@p1) = y(zr) + hy'(zp) + 79”(&), para algin & € [zh, Tpy1],

si la funcién y tiene dos derivadas continuas.

Como y es solucién del problema (7.1) se puede reemplazar y'(z,) por f(zk,y(xx)), con lo cual se reconoce
la férmula de Euler y se puede concluir que el error local de este método, es decir el error que se produce
en un paso, lo que equivale a suponer que Y; = y(xy), serd

2
Y(@py1) = Yy = 72/"(&@), para algin & € [él?k,él?k+1]-

Como el error local depende de h? se dice que el método de Euler es de orden 1. Segin esta tdltima
perspectiva, para obtener férmulas de mayor orden, es decir, con un error local que tienda a cero con una
potencia mas alta de h, habria que considerar desarrollos de Taylor de la funcién y con mas términos. Asi
se originan las férmulas de Runge-Kutta que estudiaremos a continuacién.

FORMULAS DE RUNGE-KUTA

Estas son féormulas de un paso, es decir, el cilculo de Y1 se realiza a partir de Y. Todas ellas se derivan
de desarrollos de Taylor de la funcién y, de la que se requerird la regularidad correspondiente, lo que a su
vez implicard condiciones de regularidad de las derivadas parciales de la funcién f. El error local de estos
métodos se obtendra simultdneamente con la derivacién de la férmula. Sin embargo las expresiones que se
obtienen no son tan simples como parece y se deben realizar desarrollos de Taylor al interior del segundo
argumento de la funcién f. Para comprender el origen de esta particularidad de desarrollos anidados, que
es tipica de las féormulas de Runge-Kutta, derivaremos la de orden 2.

Desarrollando la funcién y por Taylor en torno a xj, se obtiene

2

h3 B
(7.10) Y(xpy1) = y(xw) + hy'(zr) + Ey”(xk) + yy"'(fk); para algin & € [Th, Tri1],

si """ es continua.

Para simplificar el desarrollo usaremos la notacién 0(h?) para el término del error ’;—?y”’ (&). Como y es
la solucién de (7.1) se tiene que

d
y'(@r) = flary(zr) e y'(z) = — f(z,y(2)).
Desarrollando f(z,y(z)) en serie de Taylor en torno a xj se obtiene

f@rt1,y(®r41)) = f(@r,y(ze)) + h%f(l“kay(ﬂfk)) +0(h?)

y por lo tanto

if(azrk,y(gck)) _ f@ey(@en)) = fler y(er)

e 7 +0(h).
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Reemplazando en (7.10) se obtiene

y(@rir) = y(on) + hf (e, y(er)) + g{f($k+1a y(er41)) = f(zr,y(zx)) + 0(h?)} + 0(h?)

y por lo tanto
(711) Y(rken) = ylan) + 5 Fon (@) + 5 S y(m) +0080)

Usando nuevamente el desarrollo de Taylor de y en torno a xj; que usamos para analizar la férmula de
Euler, se obtendra que

f@es,y(@re) = fleep, y(oe) + bf (zr, y(ar)) + 0(h?))
y como f es de Lipschitz en el segundo argumento tenemos
f@rr,y(@e)) = f(@rrn, y(ee) + hf (@, y(x1))) + 0(h?),

lo que reemplazado en (7.11) entrega
(7.12) y(@pe1) = yloe) + g{f(wk,y(wk)) + f(@rer,y (@) + hf (@r.y(@r)))} + O(R?).

Reemplazando y(xy) por Y se obtiene la férmula de Runge Kutta de orden 2

(7.13) Yipn =Y + g{f(afk, Vi) + f(@rt1, Vi + f(@r41,Y2)) -

Ejemplo 2. El método de Runge-Kutta de orden 2 aplicado al mismo problema del ejemplo 1 con el mismo
paso h = 0.1, produce los valores dados por la férmula
0.1 0.1

Yk+1:Yk+?‘2'Yk+?'2'(Yk+0.1-2-Yk):1.22-Yk.

Por lo tanto el valor que aproxima al valor de la solucién sobre el k-ésimo punto de la malla es

Y = (1.22)F

El la figura 7.2 se aprecia el comportamiento de estas aproximaciones y comparando con la figura 7.1 se
observa la superioridad de este método sobre el método de Euler.

Los desarrollados de Taylor anidados se vuelven mdas complejos para 6rdenes mayores. Por ejemplo la
férmula de Runge Kutta de orden 4 es

h
Y1 =Y + E{al + 2as + 2a3 + a4},

con a; = f(zg, Yr),

h 1
(714) as = f(.’l?k + §,Yk + §a1),

h 1
az = f(xr + §;Yk + 502);
ay = f(l‘k+1,Yk + ag).

Para establecer el error local de Runge-Kutta de orden 2, hay que explicitar el término del error 0(h?)
en (7.12), que dependerd de las primeras y segundas derivadas parciales de la funcién f, las que deberan
ser continuas. Explicitar el error local de Runge-Kutta de orden 4, requerira de cédlculos atin mas fatigosos
debido a los multiples desarrollos de Taylor que permiten derivar la expresién anterior.
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Figura 7.2: Método de Runge-Kutta de orden 2 aplicado a y’ = 2y con condicién inicial y(0) = 1

METODOS MULTIPASO

Vimos que el método de Euler podia ser visto como originado en una férmula de integracién numérica de
Newton-Cotes de un punto. Veamos como se deriva un método de orden 2 usando una férmula de integracién
numérica de 2 puntos.

Thk+1

y(erer) = lex) + / St y(0)dt
' h3 d?

- Eﬁf(fk:y(gk))a

= y(ew) + (@) + feen, y(an)))

para algin &, € [k, 2gs1], 81 y"" (0 f") es continua.

La férmula que se obtiene reemplazando y(zy) por Y, llamada del Trapecio serd
h
(7.15) Yirr = Y+ o {f (2, Yi) + f(@hr1, Yira) -

Esta es una férmula implicita pues el valor que se desea calcular, Y1, aparece a ambos lados de
la ecuacién y, en general, no puede ser despejado de alli. Una manera de obtener una férmula explicita
con la misma estrategia de integracién numérica consiste en integrar entre los mismos limites anteriores la
recta que interpola a f(z,y(z)) en los dos puntos previos, zx—1 y zx, con lo que se obtiene la férmula de
Adams-Bashforth de orden 2

(7.16) Yipr =Y + g{3f(mkvyk) = f(@r-1, Y1)},

cuyo error local serd

5h% d?

Eﬁf(ékay(fk))-

Y(@pt1) = Yipr =

Ejemplo 3. Aplicando el método de Adams-Bashforth de orden 2 al problema del ejemplo 1, sobre la misma
malla de paso h = 0.1, se obtiene la férmula

Vg1 = 13-V, —0.1- Y4
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En la figura 7.3 se muestra el comportamiento de esta solucién numérica, usando el valor entregado por
Runge-Kutta de orden 2 para Y; = 1.22.

60

Figura 7.3: Método de Adams-Bashforth aplicado a y' = 2y con condicién inicial y(0) = 1

Sabemos que la férmula de Newton-Cotes con tres puntos sobre una malla equiespaciada gana dos ordenes,
4
es decir, comete un error que depende de A® y dd7 f vy por lo tanto la férmula implicita de Simpson o de
Milne (como se llama en este contexto), que sigue, serd de orden 4.

(7.17) Yipr =Y + g{f(xkflyykfl) +4f(xr, Y) + f(@ks1, Yer1)}

comete un error local

ho d*
Y(@py1) = Yy = —%@f(fk,y(fk)),

P .od* .
para algin & € [z 1,Tk41], si 2 f es continua.

Para obtener una férmula explicita del mismo orden no se puede proceder como hicimos para pasar de la
férmula del Trapecio a la de Adams-Bashforth de orden 2, pues al perderse la simetria por el desplazamiento
de los nodos de integracion, se perderd la exactitud. La férmula de Adams-Bashforth de orden 4
se obtiene integrando entre zj y zjy1 el polinomio de grado 3 que interpola a f(z,y(z)) en los nodos
Th—3, Lk—2, Th—1, Tk,

h
(7.18) Yigi =Y, + ﬂ{55f($ka Yi) — 59f (zg—1, Yie1) + 37f (-2, Yi—2) — 9f (Tk—3, Yi—3)},
cuyo error local es

251

5 d*
ﬁOh @f(fk,y(fk)),

Y(@rt1) = Yipr =

, o d* .
para algin & € [Tr_3,Tk11], si 7= f es continua.

En general los métodos multipaso deben ser complementados con los métodos de un paso para poder
partir. Por ejemplo, si se pretende usar la férmula de Adams-Bashforth de orden 4, anterior, ésta recién se
podra comenzar a emplear para el cdlculo de Yy. Para calcular Y7, Y5, Y3 se recomienda usar una férmula de
un paso del mismo orden, por ejemplo Runge-Kutta de orden 4 dado por (7.4).

Las férmulas implicitas que hemos obtenido, a pesar de no servir para calculos directos, son de gran
utilidad en una clase de métodos que utilizan iteraciones de punto fijo y que presentamos a continuacién.
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METODO PREDICTOR-CORRECTOR

En las férmulas implicitas como (7.15) y (7.17) el valor que se desea calcular Yjy; aparece como un punto
fijo de una funcién Gg. Por ejemplo, en la férmula (7.15) la funcién mencionada sera

Gult) = Yi+ oS (@, Vi) + Fwin, 1),

De este modo, si G, es contractante, entonces partiendo de una adivinanza Y,&_1 apropiada, se encontrard
Yi4+1 como el limite de la sucesién definida por recurrencia por

(7.19) Vi =G,y

Como hemos debido suponer continuidad de las derivadas parciales de f, para poder expresar el error
local de estos métodos, y por lo tanto que f es Lipschitz en el segundo argumento, siempre se podré encontrar
un paso h suficientemente pequefio, de manera que la funcién Gy resulte contractante. Para la funcién del
ejemplo, bastara tomar h < % con K la constante de Lipschitz mencionada, para que Gy, sea contractante
y por lo tanto las iteraciones definidas por (7.19) converjan a Yj1,. Para el método implicito de Milne se
tendra la funcién de iteracién

Gr(t) =Y, + g{f(mkflaykfl) +4f(2r, Yi) + f(wrg1,t)},

que serd contractante si h < %

Del capitulo 6 sabemos que una adivinanza apropiada permitird ahorra iteraciones. En este caso la
adivinanza que se usard serd aquella que resulte de usar una férmula explicita del mismo orden que la
férmula implicita empleada como funcién de iteraciéon. Por ejemplo, si se han de usar férmulas de orden dos,
el método de Predictor-Corrector calculard Y1 mediante aproximaciones sucesivas

e prediciendo Y2, = Vi + 4{3f(zx, V%) — f(zr—1,Yi-1)},
e corrigiendo Y,g:ll =Y + B{f (k. Vi) + f(ack+1,ij+1)} j=0,1,..

En la practica, las iteraciones se detendran cuando dos valores consecutivos sean suficientemente pareci-
dos, ya que como sabemos del capitulo anterior

. L ) .
J ] Jj—1
|Yk+1 - Yk+1| < —1 — L|Yk+1 - Yk+1 |a
donde L es la constante de Lipschitz de la funcién de iteracion Gy, que en el caso de este ejemplo sera

h|lof
=24 .
i

SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

Tanto los métodos de Runge-Kutta como los de Multipaso puede ser empleados para problemas del tipo
(7.2), es decir, sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden con condiciones iniciales.
para simplificar la notacién, evitando el exceso de subindices, consideraremos el problema de dos ecuaciones

y' = f(x,y,z), con condiciones iniciales y(xo) = yo,
(7.20) o

g (E,y,Z), Z(xO) = Z20-
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El método de Euler para este sistema es

(7 21) Yk+1 :Yk +hf(mkaykazk)a
) Zk+1 = Zk + hg(xk,Yk,Zk).

El método de Runge-Kutta de orden 2 para este sistema es

h
Yigi =Y, + §{f($k,Yk, Zy) + f(@hg1, Y + hf(2n, Yo, Z1), Zy + hg(2p, Yi, Zy)) },
(7.22)

h
Zyy1 = Zp + §{g($k,Yk,Zz) + 9(@py1, Y + hf (24, Y, Z1), Zi + hg(@k, Yi, Z1)) }

Los métodos multipaso se generalizan del mismo modo, por ejemplo, el método de Adams-Bashforth
de orden 4 para el sistema propuesto serd

Y, :Yk+£{55f($k,Yk,Zk)—59f($k—1,Yk—1,Zk—1) +37f(wk_2,Yk_2,Zk_2)}
+ 24 —9f(xk—3, Yi—3, Zr—3)

h {559(%, Y5, Zk)—599(xk—1,Ye—1,Zr—1) +379(x—2,Ys_o, Zkz)}

ZkH:ZH-ﬂ —99(xk—3,Ye—3, Zr—3)

(7.23)

Estos ejemplos ilustran la forma que adquieren los métodos antes vistos cuando se utilizan para sistemas
de ecuaciones y permiten su generalizacién a sistemas méas grandes asi como desarrollar otros métodos de
manera anéloga.

ERROR GLOBAL Y ESTABILIDAD

Resulta bastante evidente que el error global de un método numérico serd algo més complejo que la suma
de los errores locales cometidos en cada uno de los pasos previos al k-ésimo. Recordemos que el error local
se define como la diferencia de los valores

(7.24) Y(@ps1) — Yiqa,

suponiendo que

(7.25) y(o;) =Y;, W0<j<h

Observando las férmulas estudiadas y la manera en que estos valores previos participan en el cdlculo de
Yi+1, queda claro que las diferencias y(z;) —Y; V0 < j <k, no solo se acumulardn sino que se propagardn.
Y esto ocurrird de un modo que dependera de la estabilidad del método considerado. Se define el error global
como la diferencia (7.24) en ausencia del supuesto (7.25). Es en general bastante dificil estudiar este error
pero, segin el comentario previo, una informacién relevante para analizar su comportamiento se refiere a la
estabilidad de la férmula respectiva.

Todos los métodos numéricos de este capitulo en lugar de resolver Ecuaciones Diferenciales resuelven
Ecuaciones de Diferencias, este es el nombre bajo el cual se conocen las expresiones del tipo

720 Fo(Ye, Yests s Yirp) =0, Vk=0,1,2,...
' Y; = y;, dados, Vi=0,1,....p—1.

Estudiar la estabilidad de los métodos numéricos implicara estudiar la estabilidad de las Ecuaciones de
Diferencias. Tal objetivo puede parecer muy ambicioso dado que en la funcién Fj que aparece en (7.26)
sabemos que intervendrd la funcién f, del lado derecho de la ecuacién diferencial, y por lo tanto la Ecuacién
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de Diferencias puede adquirir formas muy complejas, dependiendo, no sélo del método particular sino del
problema diferencial al que se aplique. El tnico caso en que el estudio de la estabilidad resulta sencillo, es
aquel en que la Ecuacién de Diferencias es lineal y a coeficientes constantes, es decir, cuando

(727) Fk(Yk, Yk+1, . Yk+p) =aogYy + Oélyk+1 + ...+ aka+p, con 75 0.

En este caso, la Ecuacién de Diferencias (7.26) se puede reescribir usando una notacién matricial que
facilitara analizar su evolucion, cuando k — oo.
Yy
Vit y -
Sea uy, = . € IRP. La ecuacién (7.26) serd equivalente a

Yk+p71

0 1 0 0 0 7
o 0 1 0 0
o 0 0 1 0
(7.28) : R © | uk = ugs1, VE>0, ug dado.
0 1
L ap ap ap ap A

Llamando A a la matriz de la ecuacion anterior, se tendra que la ecuacién de diferencias equivale a
(7.29) up = APug, Yk > 1,

con ug dado.

Considerando la forma de Jordan de la matriz A como matriz compleja, es decir, la factorizacién de A con
las matrices J, triangular superior con los valores propios de A, A1, Ag, ..., Ap, en su diagonal, y P invertible
(en general complejas), tales que

A=PJp1,
se tendrd que la ecuacién (7.29) serd equivalente a
(7.30) up, = PJ*P~ Yy, VE>1,

con ug dado.

De este modo se evidencia que la evolucién de uy (y por lo tanto de los valores Yj) cuando k — oc,
dependerd exclusivamente de los valores propios de la matriz A. Desarrollando el determinante de (A — AI)
por la ultima columna se obtiene

31 et(A — =(-1 4Pl 2
7 Det(A — I pdap 4 QL ot Ay 4 Qo
ap Qp Qap

y por lo tanto los valores propios de A, raices del polinomio caracteristico de A, (7.31), serdn también raices
del polinomio.

(7.32) Q) = apI? + ap AW+ L+ a A+ g,

llamado polinomio caracteristico de la Ecuacién de Diferencias (7.26) en el caso que ésta sea lineal del tipo
caracterizado por (7.27).
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Hacemos ver que V);, raiz de Q()), valor propio de A, se tiene que Y;, = \F satisface

(733) Fy, (Yk+17 “'7Yk+p) =aoYy +a1Ypqp1 + ... + aka-I-p = 0.

En efecto, si Yy = A¥,  Vk, con \; raiz de Q()\), entonces

oYy + a1 Yiy1 + o + 0 Y, = Mg +ag i + .. + apAl)
= A Q(\i)
=0.

Es bastante simple verificar que si A1, A2, ..., Ap, son las p raices de Q(\), entonces
(734) Y, = G,Z)\If + 0,2>\]2c + ...+ (Lp)\z

satisface (7.33) para cualquier juego de coeficientes aq, ag, ..., ap. De este modo bastara identificar los coefi-
cientes ai, as, ..., ap que permitan satisfacer las condiciones iniciales

Yi=yi, Vi=0,1,..,p—1,
para obtener la solucién de la Ecuacién de Diferencias (7.26).

Para la estabilidad de una solucién de la ecuacion de diferencias del tipo analizado se tiene la definicién
siguiente:

Definicién 7.35. Se dird que una solucién del tipo (7.34) es estable, si los valores propios A; a quienes
corresponda un coeficiente a; nulo, satisfacen |A;| < 1.

Ejemplo 4. Consideremos la ecuacién de diferencias

8Yr —17Yp41 +2Yyo =0, VE >0,
Yo=21 =1

El polinomio caracteristico de esta ecuacién serd Q(\) = 8 — 17X + 2)2, cuyas raices son \; = %, Ay =8,
por lo tanto la solucion de la ecuacién de diferencias sera

1
Y. = al(i)k + a28k,Vk >0,

con ap,as tales que
a; +as = 2,

ai
— +6a: =1
2 + as 5

es decir, a; = 2,az = 0 y la solucién serd Y = 5.

Segtin la definicién previa, esta solucién no serd estable, ya que |A2] = 8 > 1. En efecto, si se perturban
levemente las condiciones iniciales, por ejemplo, si

Yo = 2.0000001, Y7 = 1.000008,

entonces a1 =2 ax = 107% y por lo tanto Vj, = 5 + 107%8%, que serd muy diferente a la solucién anterior
aun para valores pequenios de k y esta diferencia aumentard enormemente a medida que k crezca.
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La estabilidad de los métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales se estudia, con las técnicas
anteriores, para una ecuacién diferencial particular, llamada ecuacidon test,

(7.36) y'(z) = wy(x), = >0,

donde w es un pardmetro que se elige para analizar distintos tipos de soluciones. La solucién de (7.36) es
obviamente y(z) = e¥? y por lo tanto dependiendo del pardmetro w se tendrén los casos siguientes

e si w > 0, entonces y(z) — oo cuando x — oo,
e si w =0, entonces y(z) =1 Vz,
e si w < 0, entonces y(z) — 0 cuando x — oo,

e si w es complejo, entonces y(x) oscila.

De este modo la ecuacién test permite cubrir una amplia gama de comportamientos de soluciones y
tiene la ventaja que la funcién f(z,y) = wy, del lado derecho, producird en todos los métodos numéricos
estudiados una Ecuacién de Diferencias lineal a coeficientes constantes, cuya estabilidad sabremos analizar
a través de las raices de su polinomio caracteristico.

Ejemplo 5. Consideremos, por ejemplo, el método de Adams-Bashforth de orden 2, dado en (7.16). La
ecuacién de diferencias asociada a este método aplicado a la ecuacién test serd

1
(7.37) FhwYio1 — (1 + ghw> Y+ Ye1 =0, VEk> 1.

Su polinomio caracteristico sera
1 3 9
Q(A)zihw— 1+§hw A+ A7

cuyas raices dependerdn de w. Como el paso h es un real positivo y multiplica a w en todas partes donde

ésta aparece en la expresion anterior, resulta més cémodo analizar los valores propios como funciones de hw,
Ai(hw) para i =1,2,

en los casos hw > 0, hw < 0, hw = 0, hw complejo.

En el ejemplo analizado

1
A1 (hw) = 3 {1+§hw+\/l+hw+§h2w2},

1 3 9
S 2 hw — 2.2
)\g(hw)—2{1+2hw \/1+hw+4hw}.

Si w =0, entonces A\;(0) =1, A2(0) =0 y la solucién numérica sera
Yi=1, Vk,

lo que corresponde exactamente a y(xy), Vk, en este caso y por lo tanto se trata de una solucién exacta.

Si w # 0, el método de Adams-Bashforth necesitar el valor de Y7, ademds de la condicién inicial Yy = 1,
calculado con algin método de un paso para poder partir. (Si se usa Euler se tendrd que Y1 = 1 + hw, si se
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usa Runge Kutta de orden 2 se tendrd que Y7 =1+ hw + h;wQ, lo que corresponde a desarrollos truncados
de Taylor de y(z1) = e*?, en torno a 0).

Como \;(hw), para i = 1,2, son funciones continuas de hw, entonces para hw suficientemente pequeino
Az (hw) serd suficientemente parecido a 0, es decir, | Az (hw)| < 1.

Si w > 0, entonces A\ (hw) > 1y a; > 0, como se puede apreciar al resolver el sistema

ay +ax =1,
a1 (hw) + ag)\g(hw) =Y,

con cualquiera de las dos posibles elecciones de Y;. De modo que la solucién de la ecuacién de diferencias
(738) Yk = a1 ()\1 (hw))k + GQ()\Q(h'LU))k

crecerd cuando k — oo, tal cual lo hace la soluciéon de la ecuacién diferencial cuando z, = kh — oo.

Si w < 0, entonces A;(hw) < 1 y positivo para h suficientemente pequeno, con lo cual la solucién
numérica (7.38) tenderd a cero cuando k — oo tal cual lo hace la solucién de la ecuacién diferencial cuando
zr = kh — o0, en este caso.

En resumen, para los distintos valores reales de w analizados, para un paso h suficientemente pequeno, la
solucién de la ecuacién de diferencias correspondiente al método de Adams-Bashforth de orden 2 se comporta
del mismo modo que la solucién de la ecuacién diferencial aproximada por ésta. Esto permite afirmar que
se trata de un método estable.

Todos los métodos estudiados previamente, excepto el de Milne, sometidos al andlisis anterior, resultan
ser métodos estables, para un paso h suficientemente pequenio. Debido al comportamiento de las soluciones
de la ecuacién test, la estabilidad del método numérico se caracteriza por el hecho que todas las raices del
polinomio caracteristico correspondiente satisfacen

|/\Z(hw)| <1,

con la unica posible excepcién de \; (hw), si se escoge este indice para aquella en que A (0) = 1.

PROBLEMA CON CONDICIONES DE BORDE

Existen muchos tipos de problemas con distintas condiciones de borde que podrian tener cabida bajo un
titulo como éste. El problema que abordaremos en esta seccién sera

y'(z) = f(z,y,9"), a<z<b,
(7.39) y(a) = m,
y(b) =12

Bajo supuestos poco exigentes sobre la funcién f (comparados con las hipdtesis que ésta debe satisfacer
para la convergencia de los métodos numéricos), existird una unica solucién de este problema. En lo que
sigue supondremos que el problema (7.39) tiene solucién tnica y nos abocaremos a su obtencién numérica.

El primer método que presentaremos se basa en la observacion siguiente. Si en lugar de la segunda
condicién de borde y(b) = 72, tuviéramos una condicién inicial y'(a) = a, entonces tendriamos un problema
de segundo orden con condiciones iniciales, del tipo (7.3), que sabemos resolver, llevandolo a un sistema de
dos ecuaciones de primer orden con condiciones iniciales, del tipo (7.2). En cambio, los métodos numéricos
de que disponemos no permiten resolver el problema planteado.



7.6. PROBLEMA CON CONDICIONES DE BORDE 155
Método del Disparo.

Si el problema (7.39) tiene una unica solucién y(z), entonces existird a € IR, tal que

y'(x) = f(z,9,9), a<z<b,
(7.40) y(a) =m,
y(b) = a,
sea equivalente al problema (7.39).

El método del disparo resolverd el problema (7.40) con las técnicas conocidas, para sucesivas aproxima-
ciones de a.

Sea y;(z), la solucién del problema
y'(2) = f(z,9,9"), a<az<b,
y(a’) =M,
y/(a) = Gy,
para «; dado.

Comparando y;(b) con 7, se sabra si la pendiente inicial con que fue disparada la curva y;(z) es excesiva
o deficitaria y se podrd ajustar el valor de ésta, a;. Asi planteado el método se trata de una estrategia de
ensayo y error para adivinar el valor de a. El problema de encontrar el valor de a que hace equivalentes
los problemas (7.39) y (7.40) se puede plantear como un problema conocido y por lo tanto sistematizar su
resolucion.

Sea G(a) = y(b; ) donde y(-; @) denota la solucién de (7.40) para a dado. Encontrar « tal que
G(Oé) =12,

equivale a encontrar una raiz de una funcién no lineal que, en general, no sabremos explicitar. Pero varios
de los métodos numeéricos estudiados en el capitulo anterior solo requieren evaluaciones de la funcién no
lineal y no se necesita la expresién analitica de ella. Dificilmente se podra establecer a priori que se verifican
las condiciones de convergencia de estos métodos en el caso planteado, pero sabemos que en todos ellos es
importante partir de una buena adivinanza, cercana al valor de a buscado.

En la practica, en el lugar de conocer G(a) = y(b;a), para un valor dado de a, solo conoceremos
una aproximacion, esto es del valor de Y&, si {Y*}}_, es el resultado de aplicar algiin método numérico
al problema (7.40) con una malla equiespaciada de paso h = 2=2. El error global acumulado en esta
aproximacion puede producir inestabilidades.

Un algoritmo sencillo que utiliza el método de la Secante para la ecuacion no lineal y que por lo tanto
requiere de dos adivinanzas aq, @1 para partir, seria:

1. a+ aq,

2. resolver numéricamente (7.40), poner Sy = Yy,
si |Bo — m2| < € (tolerancia dada) parar,

a <+ ag,

resolver numéricamente (7.40), poner §; =Y,

S otk W

mientras |f; — 2| > €

ai1(Bo—n2)—ao(B1—n2)
Bo—p1 ?

(a) a <«
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(b) Bo < B,
(c) resolver numéricamente (7.40), poner f; = Y,,

(d) ag ¢+ a1, a1 + «a,

7. salida {Yi}7_,.

Método de Diferencias Finitas.

Cuando la funcién del lado derecho del problema (7.39) es lineal en el segundo y tercer argumento, es decir,

(7.41) f(@,y,y") =r(x) + q(z)y(z) + px)y' (),

se puede aplicar un método muy popular en Ecuaciones Diferenciales Parciales. Este consiste en aproximar
los operadores diferenciales por operadores de diferencias, sobre un dominio discreto constituido por la malla
equiespaciada {zx}7_, C [a,b], con z, = a+kh, h=122.

Por ejemplo

Y(@r1) — y(op)

a) (o)~ T
/ ~ y(x 1) —y(ac 71)
(7.42) b) () m T,
 Y(@rr1) — 2y(@e) + y(@p—1)

12
La calidad de estas aproximaciones se puede establecer mediante desarrollos truncados de Taylor en torno
a Tg.

En lugar de encontrar una funcién y(z) que satisfaga la ecuacién diferencial Vz € [a,b], el método de
Diferencias Finitas encontrara los valores {Yk}z;l que satisfagan el sistema de ecuaciones que resulta de
imponer la ecuacién de diferencias en cada punto interior de la malla. Note que Yy = y(zo) = m1,Y, =
y(xn) = na. Tlustraremos este procedimiento en un ejemplo.

Ejemplo 6. Consideremos el problema

(7.43)

Usando los operadores de diferencias de (7.42) b) y ¢), se tendrd el problema aproximado

Y1 =2V, + Vi
h2

Yig1 — Y
)

=92V, —2
k 2h

(7.44)
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que equivale al sistema lineal de tamano (n — 1) AY = b, con

(212 —2) (h+1) .

A= u;m(%%n)m+n

(7.45) - 1—h) (2h2—2)
h—1

La solucién del problema (7.43) es y(x) = e"*cosx. Considerando n = 8 y por lo tanto h = 7, la
solucién numérica obtenida por el método de Diferencias Finitas, es decir, la solucién del sistema anterior,

se consigna en la tabla 7.1.

y(ze) Y

0.8059 0.8053
0.6238 0.6226
0.4613 0.4598
0.3224 0.3207
0.1178 0.1167
0.0494 0.0488

N O Ot W N =

Tabla 7.1: Solucién de (7.43) por método de diferencias finitas

Se aprecia claramente la ausencia de un error global que se propague y aumente. Por otra parte, con una
malla bastante pobre se obtiene una solucién numérica que comete un error

012132(8 ly(zr) — Y| = 0.0017 ...

que no se alcanza a apreciar en un grafico. Aumentando el nimero de puntos de la malla, con n = 80 se
obtiene una solucién numérica que comete un error

—Y,|=1.7-107°
02%’%@(%) |
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Considere el problema

Demuestre que con el paso h = 0.1, el método Predictor Corrector que utiliza Adams-Bashforth
para predecir y Trapecio para corregir, converge. Calcule con este método y usando solo férmulas de
orden 2 (cuidado al comienzo) Vi, 1<k <5, corrigiendo tantas veces como sea necesario para que

len 2 (cu
Y/ H —Y, <01

. Disefie un algoritmo que permita utilizar el método del Disparo con Biseccién para resolver la ecuacion

no lineal.

Pruebe que si p(z) > 0,q(z) > 0, Vz € [a,b], entonces el método de Diferencias Finitas, que usa los
operadores de diferencia (7.42) b) y ¢), para resolver el problema (7.39) cuando f(z,y,y’) es de la
forma (7.41), producird un sistema lineal que podra ser resuelto mediante los métodos iterativos de
Gauss-Seidel y Jacobi.

Pruebe que los operadores de diferencia usados en el problema anterior aproximan a los respectivos
operadores diferenciales con un error 0(h?).

Considere el problema con condiciones de borde

y"(z) =r(z) +q(@)y(z) + p(z)y'(z),a <z < b,
yl(a’) = a1,

—

y'(b) = as.
Usando los operadores de diferencia (7.42) b) y ¢), y aproximando las condiciones de borde por

_ Yo-Ya_ . . , . . ..
% =, —2 " = ay, obtenga el sistema producido por el método de Diferencias Finitas.

Usando los métodos del Disparo y de Diferencias Finitas resuelva los problemas con condiciones de
borde

y'(z) =2’y (@) +y(z), 1<z<2
(a) y(1) =1,
y(2) =1
y"(z) = (cosz)y'(z) + (senz)y(z) + 7, 0<z<m,
(b) y(0) =1,
y(m) =0

Considere la férmula Yk—i—l = 4Yk — 3Yk_1 — th((l?k_g, Yk_g).

Expandiendo y(zx_1),y'(zr—2) en serie de Taylor en torno a zj, pruebe que el error local es

d

2
—24h2@ (k> y(&r))-

Analice la estabilidad de esta férmula.

Explicite el error de Runge-Kutta de orden 2, en términos de las derivadas parciales de la funcién f.
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10.

11.

12.

Use los métodos de Euler, Runge-Kutta de orden 2 y Adams Bashforth de orden 2 para resolver el
problema

V@ =(2-1)vwsese,

y(1) =1
Usando el método de Euler para sistemas, resuelva

y"(x)
y(0)
y'(0)

y'(z)+2%y(x)+1, 0<x<1,

T
1
1

Y

Usando desarrollos de Taylor pruebe que la férmula de Runge Kutta de orden 4 dada en (7.14) comete
un error local 0(h%).

Tr41
Obtenga la férmula implicita que resulta de aproximar la integral [ f(z,y(z))dz por la integral del
Tr
polinomio de grado 3 que interpola a f(z,y(x)) en los nodos zy_o,Tk_1, Tk, Tr1+1. Calcule el orden de
esta féormula.
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