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Sean X,Y espacios Hausdorff compactos. Muestre que el e.v. generado por {f(z)g(y)|f € C(X),g € C(Y)} es
denso en C(X x Y).

A un e.t. que pueda ser sustituido por R en el Teorema de Tietze se le llama una retraccion absoluta para
espacios normales (AR). Es decir, Y es AR si para todo X normal, A C X y toda funcién continua f : A — Y
posee una extension F: X — Y.

1. Sea {Y,}aec una familia de espacios. Pruebe que:

Il Yo es AR ssicada Y, es AR
acA
En particular, R™, [0,1]™ y el cubo de Hilbert son AR.
2. Sea X normal, A C X cerradoy f: A — S™ continua. Pruebe que existe una vecindad U 2 A (U depende
de f) sobre la cual f puede ser extendida (y sigue estando definida sobre S™).

Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach de dimensién infinita. Pruebe que E no puede poseer una base de Hamel
(es decir, en el sentido de espacio vectorial) numerable.

k

Sea (E,|| - ||) un evn y (zn)neny € E. Diremos que la sucesién Y. x, es normalmente convergente si la serie
n=0

Zﬁ:o || . || es convergente en R.

Pruebe que E es Banach si y solo si toda sucesién normalmente convergente es convergente.

1. Sea Y un espacio métrico y X subespacio compacto de Y. Definimos Cp(Y) el espacio vectorial de las
funciones continuas y acotadas de Y a valores en C, dotado de:

I/ ll:= sup [f(y)]
yey

Consideramos también el espacio C(X) dotado de la norma uniforme, que denotamos por || - ||. Conside-
ramos la aplicacién lineal ® : Cy(Y') — C(X) tal que Vf € C(Y), (f) = f|-
a) Pruebe que (Cp(Y), || - ||) es un espacio de Banach.
b) Pruebe que si f € C(Y), entonces existe una funcién f € Cp(Y) tal que ®(f) = ®(f) v |®(F)|| = || fII.
¢) Pruebe que Im(®) es densa en C(X).
d) Sea g € C(X), limite uniforme de (®(fn))nen:
1) Pruebe que es posible extraer una subsucesién (que llamaremos igual) tal que:

(Vn eN) || ®(frs1) — (fn) [[< 27"

2) Pruebe que la serie fo + 3 (fn+1 — fn> converge en Cp(Y). Llamaremos f a tal limite.
neN

3) Pruebe que ®(f) = g.
e) Deduzca que toda funcién g € C(X) admite una extensién f € Cp(Y) tal que || f ||=]| g |-
2. Sea (Y,d) un espacio métrico y A un subcjto. no vacio de Y. Sea f : A — R lipschitz de constante C.

Definimos:
(vyeY) g(y) = mf [f(z) + Cd(z,y)]

xTE

Pruebe que g es una extension de f lipschitziana de constante C.



P6.- Series de Neumann y aprozimaciones sucesivas
Sea E un espacio de Banach , A : E — E un operador lineal acotado tal que ||A|| < 1 y sea I el operador
indentidad en E.

1. Pruebe que I — A posee una inversa acotada sobre E dada por la serie de Neumann:
(I-A) =>4k
k=0

y satisface:
1

1T =)~ < T4

2. Definamos ¢, = > ,_, A f, las sumas parciales de (I — A)~'. Pruebe que estas satisfacen:

On1 = App + f

Y que para toda f € E el método de aproximaciones sucesivas (que es iterar la ecuacién anterior con
@o € E arbitrario) converge a la wnica solucién (debe probar esto) de:

p—Ap=Ff

3. Enuncie este resultado para el operador J : E — E, con E = C([0, 1]), definido por:

(()(@) = / K(z,9)f (4)dy

con K :[0,1] x [0,1] continua y tal que: sup f01 | K (z,y)|dy < 1.
z€[0,1]

P7.- Espacios [P

1. Para un conjunto de indices arbitrario I y {x;}ier C [0, +00), definimos la suma como sigue:

Z.l?i = sup Zl‘j

iel JCL|J|<00 s

Pruebe que si Y x; < 400, entonces J := {i € I : z; # 0} es a lo mds numerable.
i€l
Hint: Pruebe que J = |J E,con B, ={iel:z; >1/n}.
n>0

2. Sea I conjunto. Para p € [1, +00] denotamos por [P(I) al espacio vectorial de aquellas funciones z : I — C
tales que > |z;|? < +00. Definimos ademds || - ||, sobre {P(I) como sigue:

el
1/p
Hﬂb(i}mw>

i€l
Pruebe que || - ||, es una norma sobre IP(I), y que ({?(I), || - ||,) es un espacio de Banach.
Hint: Para probar la desigualdad triangular debe usar la desigualdad de Holder.

3. Pruebe que (IP(I),] - ||p) es separable ssi I es numerable.

Observacion: Esto ultimo, en el caso p = 2, muestra un ejemplo de un espacio de Hilbert que no es
separable. Queda propuesto para cuando corresponda buscar una base ortonormal de este espacio.

P8.- Sea Y un espacio vectorial. Sea S una cierta clase de sucesiones {y, }nen de elementos de Y, y sea F una cierta
familia de funciones definidas de Y en R. Supongamos que Y y F satisfacen lo siguiente:
1. Para cada {y,}nen € S estd asociado algin y € Y. Esta asociacién se deonotara por y, — .
2. Si{Yn}nen € 5, e yn, — y, entonces para cada k fijo, la sucesién z,, definida por z,, = yp — y, estd en S'y
Zn 7 Yk — Y-

3. Si{yn}nen € S, € yn — y, entonces f(y,) — f(y) para toda f € F.



P9.-

P10.-

4. La clase X de x € Y tales que sup f(x) < 400, es un subespacio vectorial de Y y la funcién || - || : X — R:
fer

[[]| = sup f(z)
fer

es una norma sobre X.

5. Si ,, es una sucesién de Cauchy sobre (X, || - ||), entonces {z,} € S.
Pruebe entonces que X es un espacio de Banach.

Sea f : [a,b] — R, se define la variacién total de f como sigue:

Vab(f) :sup{Z|f(ti) —f(ti_l)‘ . neNa=ty<ti1 <...<t,= b}
=1

Consideramos el espacio vectorial de las funciones a variacién acotada BV[A, B] como aquellas funciones que
poseen variacién total finita. Queremos dotar a este espacio de una norma que lo haga Banach.

Sea Y el e.v. de todas las funciones de [a, ] a valores en R. Sea S la clase de sucesiones {y,} de Y tales que
lim y,(t) = y(t) existe para cada t € [a,b]; lo que denotaremos por y, — y. Sea F la clase de funciones fa
n—oo

definida por:
Fa(y) = ly@)|+ S 1£ @) — Flzi)]
i=1
donde A es una particién de [a,b] dada por los puntos a = tg < t; < ... < t, = by F es generada por todos

los posibles A.
Use el P7 para concluir que (BV[A4, B, | - ||) es Banach. Pruebe ademé&s que BV [a, b] no es separable.

Considere E un subespacio cerrado de (C([a,b],R), || - ||~) que solo posee funciones de clase C'. Pruebe que E
es de dimensién finita.



