MA38B — Analisis I
Control 2

8 de Octubre, 2005 Prof: J. Davila

Auxiliares: M. Bravo, M. Duarte

Pregunta 1. (35%)

a) 1) (1/7) Sean (Y,,,d,), n € N espacios métricos. Pruebe que

i,y = Y 2n(Tn, ). 1)

on ;T = (Tp)nenN; Y= (Un)neN

n=0

es una métrica en Y = []
producto.

neN Yn cuya topologia asociada coincide con la topologia

ii) (1/7) Demuestre que si {X;|i € I} es una familia de espacios topolégicos tales que
que

|{i € I|X; no es indiscreto}| > Ny

entonces [[;c; X; no es metrizable.

b) Sea X un espacio normal, Hausdorff con base numerable de abiertos B = {4,|n € N} y
definamos

I={f:X —0,1]| f es continua y existen A,, A, € B tales que
A, CAn, f=0en A, f=1en X\ 4, }.

Sea @ : X — [0,1] = H [0, 1] definida mediante
fel

i) (1/7
i) (1/
(X
iii) (1/7
(1/7

Demuestre que ® es inyectiva y continua.

~— ~—

Pruebe que ® : X — ®(X) es abierta y luego un homeomorfismo de X en

~—

Concluya que X es metrizable.

~— ~—

iv) Pruebe que si X es ademds compacto entonces ®(X) es cerrado.

c¢) (1/7) Muestre que si (X, d) es un espacio métrico separable entonces tiene base numerable
de abiertos y deduzca la equivalencia: X es normal Hausdorff con base numerable de
abiertos si y solo si X es metrizable y separable.



Pregunta 2. (35%)

Se define el espacio proyectivo real RP" como el espacio topolégico (R \ {0})/ ~, donde ~
es la relacién de equivalencia en R™ \ {0}

x ~ y <= existe A € R tal que z = \y.

a) (1/7) Muestre que RP™ es un espacio compacto y conexo.

b) (1/7) Pruebe que RP™ es Hausdorff.

c) (1/7) Sea x = (x1,...,7nr1) € R®1\ {0} y considere el hiperplano afin M, de R**! que
pasa por x y cuya normal es z, es decir

M, ={y¢€ R"+1|(y —x,z) =0}

donde (-,-) denota el producto interno usual en R"*!. Sea ¢, : M, — RP" definida por
pa(y) = [yl

Pruebe que ¢, (M,;) es una vecindad abierta de [z] y que ¢, : M, — @,(M;) es un
homeomorfismo.

d) (1/7) Demuestre que RP" tiene base numerable de abiertos.

) (
e) (1/7) Deduzca que la topologia de RP™ es metrizable.
f) (1/7) Pruebe que RP! ~ St

)

g) (1/7) Muestre que si f : RP™ — R"*1\ {0} es una seccién de la proyeccién p : R*1\ {0} —
RP™ p(z) = [x], entonces f no es continua (f es una seccién de la proyeccion si po f = id).

Ind: considere el conjunto de z € R"™ \ {0} tal que (f([z]),z) > 0.

Pregunta 3. (30 %)
a) (2/5) Sea Q =1[0,1] x [-2,2] y
C={(z,sin(1/z))|0 <z <1}U{(0,0)}.
Pruebe que D = @ \ C es conexo. jEs D conexo por caminos?
b) Sea X = [0,1]% con la topologfa producto.

i) (1/5) Muestre que D = {f : [0,1] — [0,1] | f es continua } es denso en X y deduzca
que X es separable.

ii) (1/5) Sea Y el conjunto de las funciones f € X tal que f = 0 en todo punto de [0, 1]
excepto uno donde vale 1. Demuestre que Y es discreto y que no es separable.

iii) (1/5) Verifique que Y \'Y = {g} y encuentre g. Pruebe que toda vecindad de g
contiene todos los elementos de Y salvo un ntimero finito.



