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1. VARIEDADES DE GRASSMAN

Sean n > 1, 0 < k < n naturales. La variedad de Grasmann de orden (n,k) es el
conjunto

G(n,k) ={E CR" | E es un sev de dimensién k}
Le daremos a G(n, k) una topologia de espacio cuociente. Sea

B(n,k) = {(vl, up) € R {v1,..., v} es un conjunto ortonormal en ]R”}

(a) Muestre que B(n, k) es un subespacio compacto de (R")* =~ R"*.

Definamos la relacién de equivalencia Y en B(n, k) mediante

(vl,...,vk) Y(wl,...,wk) =2 <{Ul,...,1)k}> = ({wl,...,wk})

donde “(-)” significa subespacio generado por.

(b) Muestre que la funcién

¢ B(n,k))y — G(n,k)
(v1,- k) — ({on,.wed)

es una biyeccién. Damos a G(n, k) la dnica topologia que hace a ¢ un homeomorfismo.
(c) Para z € R" fijo, sea

fo: Gnyk) — R
E —  d(z, E)?

Muestre que f, es una funcién continua.
(d) Concluir que G(n, k) es un espacio de Hausdorff compacto.

Sea Ey € G(n, k) un elemento fijo. Definimos el subconjunto

V(Eo) = {E € Gn.k) | ENEf = {0}} = {E € G(n,k) | E® Ef =R"} C G(n, k)
donde EOL es el subespacio ortogonal a Ej.

(e) Muestre que V(Ep) es un abierto que contiene a Ej.

Sea L(FEy, Ey) el conjunto de transformaciones lineales de Ey en Ej . Fijando una base

en Ey y otra en Ei- podemos identificar £(Fy, Ef) con el conjunto de matrices reales
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de k x (n — k), y éste tltimo con RE"=%). £(Ey, Ef) recibird la topologfa inducida
por esta identificacién. Teniendo en mente que R" = Ey & EOL, definimos la funcién
¢r,: L(EoEy) — V(Ep)
T — {v®Tv|v e Ey}

(f) Mostrar que @, estd bien definida y que es un homeomorfismo.

Indicacién: Sean Pg, : R" — FEyy P i R" — Ej3- las proyecciones ortogo-
nales. Note que E € V(Ey) < Pg, |g: E — Ej es un isomorfismo. Para una
base ortonormal fija {v1,..., v} de Ey existe una lnica base {w1,...,wy} de
E tal que Pg,(w;) =v;. Si E = g, (T) se tiene la identidad w; = v; + T'(v;).

Asi, G(n, k) es localmente homeomorfo a R¥"=%) es decir, todo Ey € G(n, k) tiene una
vecindad abierta homeomorfa a R¥("=%) Un espacio topolégico Hausdorff X talque
(3m € N) X es localmente homeomorfo a R se llama variedad topoldgica de dimen-

sién m. Acabamos de probar que G(n,k) es una variedad topolégica de dimensién
k(n — k)

(g) Pruebe que G(n, k) tiene una base de abiertos numerable.

2.  COMPACTIFICACION DE ALEXANDROFF

Sea E un e.t. Hausdorff, localmente compacto, pero no compacto. Existe un e.t. Haus-
dorff, compacto, E y un homeomorfismo f de E sobre un subconjunto denso f(F) de
E, tal que E\ f(E) es un singleton que denotamos w. Se dice que E es la compact-
ificacion de Alexandroff de E. Al punto w se le llama punto en el infinito. Si existe
otro espacio E’ que satisfaga las mismas propiedades anteriores, entonces E y E’ son
homeomorfos.

3. EJEMPLO DE UN CONJUNTO CONEXO PERO NO CONEXO POR CAMINOS

Sean los conjuntos:
IS {(ﬁ,y)€R2|x>O, y:sen(l/a:)}
Ey, = {(x,y)€R2|aﬁ:O, —1§y§1}

Tanto E; como Fs son conexos por arcos, pero el conjunto E; U E3 no lo es.



