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P1.- Redes Universales

Sea X un conjunto y (zx)xea una red en X. Dado A C X se dice que:

(xa)rea entra frecuentemente en A si (VA € A) (3N > \) tal que zy € A
(xA)rea entra eventualmente en A si (A € A) (VA > A) tal que zy € A

Decimos que una red (yg)gep en un conjunto X es universal si:
(VAC X) ((ys)pen entra eventualmente en A) o ((yg)ses entra eventualmente en A®)

1. Pruebe que toda subred de una red universal es universal.

2. Sea (zx)rea una red universal en el conjunto X y f : X — Y. Muestre que (f(zx))rxea €s una red
universal en Y.

3. Sea X un espacio topolégico y (zx)rea una red universal en X . Muestre que si  es un punto de acumulacién
de (x) entonces (z)) converge a z.

4. Muestre que toda red (x))aea tiene una subred universal. Para esto defina A como la coleccién de todos
los subconjuntos C de P(X) que satisfacen:

(VA,BeC) AnBecC

(VA €C) (xx)reaentra frecuentemente en A

y pruebe que:
a) A tiene un elemento maximal para la inclusién.
b) SiC es un elemento maximal de A entonces X e Cy Be(C, BC B’ = B’ (.
¢) SiC es un elemento maximal de A entonces

(VACX) AeCoAecC

d) SiC es un elemento de A entonces (xx)xea tiene una subred (zx,)ges tal que para todo A € C ()
entra eventualmente en A. Concluya.
5. Sean (Y;);er una familia de espacios topoldgicos compactos, X un conjunto y f; : X — Y; funciones.
Muestre que si (zx)xea es una red en X, entonces existe una subred (zx,)ges tal que (fi(xx,))sen es
convergente para todo i € I.

6. Con este ltimo resultado pruebe el Teorema de Tychonoff.

P2.- El Conjunto de Cantor

Sea By = [0,1] y removamos el abierto (3, 2). Lo que queda entonces serd By = Ey \ (3,%) = [0,3] U [2,1].
Construimos F,, inductivamente removiendo los medios tercios como sigue:
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Finalmente definimos el conjunto de Cantor: C' = () E,,.
n=1



o]

1. (Expansiones p-adicas) Seap € N, p > 2 y sea 2 = (2;)ien<1{0,1,...,p — 1}V, Definimos L,(z) = >

i=1

a) Pruebe que L,(z) estd bien definida y que L,(z) € [0,1]. En adelante consideramos p = 3 (a pesar de
que este desarrollo puede hacerse para cualquier p).

b) Pruebe que es sobreyectiva. Para esto tome un z € [0, 1] y considere:

Zq
pt

0 z€10,3)
g(z) = 1 ze€ %7 §)
2 ze[5,1]

Construya (x;); como sigue:
e 11 = g(z). Notando que z — @ € [0, 1] podemos definir
e 13 = g(3z — 7). Inductivamente tenemos que
e xii1=g <31z - > 3”“1%) =gz -3 1oy — ... — ;)
k=1
Pruebe la observacién y que Lsz((z;);) = z.
¢) ;Qué ocurre con la expansién triddica dada por la férmula anterior al eliminar los medios tercios?

d) Pruebe finalmente que si la sucesién de x; no posee unos, la expansion triddica es dnica. Concluya
que L3 es una biyeccién entre {0,2} y C.
. Cudl es el cardinal de C?

2. (Topologia de C) Dotamos a C' de la topologia traza de R.

a) Pruebe que C es compacto y concluya que C' es un e.m. completo.

b) Pruebe que C no posee puntos aislados, con lo cual C' es un conjunto perfecto (ie: ¢/ = C).

¢) Pruebe que C posee interior vacio (para esto note que los medios tercios extraidos son un conjunto
denso en [0, 1]).

d) Pruebe que C' es totalmente disconexo, es decir, sus componentes son el vacio y los singleton.
Hint: Pruebe que (Va,b € C)(a <b)(Fr ¢ C)a <r <b.

e) Si dotamos a {0,2}N" de la topologia producto de las partes de {0,2} pruebe que Lz es un homeo-
morfismo.

3. (Algo de Topologia Producto)
a) Suponga que Va € A X, es un e.t.. Sean B, C conjuntos tales que BNC =0y BUC = A. Pruebe

o HX ~ be X lHXC]

a€A beB ceC

Concluya que X4 ~ X8 x X% si X eset. y 4, By C como antes.
b) Pruebe que si B y C son cjtos. equipotentes, y X ~ Y (ambos e.t.) entonces: XZ ~ Y.
¢) Usando lo anterior pruebe que:

VkeN Ck~C
cN~C

d) Pruebe finalmente que existe h : C' — [0, 1]* sobreyectiva y continua y usando el Teo. de Tietze

concluya que existe h : [0,1] — [0, 1]¥ continua y extensién de h.

Hint: Considere la funcién f de la parte 4.

Generalice al Cubo de Hilbert I°° = [] [0, 1] dotado de la topologia producto.
neN

4. (Escalera de Cantor)
Sea z € [0,1] con expansién ternaria (a;);en+. Definamos N = oo si para todo (i € N*)a; # 1, y en caso
contrario N serd el valor mds pequeno de i tal que a; = 1. Sea b; = a;/2 paran < N y by = 1.

N
a) Muestre que Y % es independiente de la expansién ternaria de x.
i=1

N
b) Pruebe que f(z) = 3 % es una funcién continua y monétona en [0, 1]. Muestre que f es constante
i=1
en cada intervalo contenido en el complemento de C' y que f es sobreyectiva en [0, 1].



