Apuntes de Analisis — Teorema de Tikhonov
R. ComiNeTTI (DIM, U. DE CHILE)

Teorema 0.1 ([[Xi, @7T;) es compacto ssi (X;,T;) es compacto para todo i € I.
el 1€l
Demostracion. Denotemos X = [[ Xy 7 = Q7.
el i€l

(=) Si (X,7) es compacto entonces X; = 7;(X) también lo es pues la proyeccién 7; es continua.

(<) Procedamos por contradiccién suponiendo que (X, 7') no es compacto y denotemos por A la familia
de todos los recubrimientos abiertos de X que no tienen subrecubrimiento finito.
Etapa 1. Existe R* € A maximal en el sentido de la inclusidn.

Ello es consecuencia del Lema de Zorn y del hecho que toda cadena {R* : p € M} C A admite una
cota superior R = U,epR*. Notar que R € A pues toda subfamilia finita 7 C R esta contenida en
algiin R* y como R* € A resulta que F no puede cubrir X.

FEtapa 2. Existe x] € X; tal que toda vecindad abierta V' de x} satisface ﬂi_l(V) g R”.

De lo contrario cada z; € X; tendrfa una vecindad abierta V,, con 7, *(V;,) € R*, y puesto que (X;, 7;)
es compacto podriamos encontrar xll,x? de modo tal que V1,...,Vzn recubra X;, con lo cual
K2

i (Vi) om; 1(Vw?) serfa un subrecubrimiento finito de R* contradiciendo R* € A.

Etapa 3. R* admite un subrecubrimiento finito ...contradiccion!

Sea x* = (z7)icr y fijemos R* € R* con z* € R*. Por definicién de la topologia producto existe F'C [
finito y vecindades abiertas V; de x; tales que [[;cp Vi X [[;¢p Xi € R*. Dado que (Vi) € R* y
como R* es maximal existe una subfamilia finita 7; C R* tal que F; U {7, L(V;)} recubre X, de donde
de sigue que la unién U;cpF; es una familia finita {Ry,..., R,} € R* tal que

[RiU-URyC (7 (Vi) = Iicr Vi X [Ligr Xi C R*
icF

con lo cual {R*, Ry,...,R,} C R* resulta ser un subrecubrimiento finito. |



