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Probemos que 6(X) = [0, 1]. Sea r € [0, 1],y estudiemos la situacién por casos.
Si r =0, la sucecién x = (zj)ren definida por xj, = 2* claramente es tal que z € X y §((@x)ken) = 0.
Sir e (0, 1] consideremos la sucesion x = (xy)ren tal que:

|t

Donde |-] denota funcién la parte entera. Entonces (dado que % > 1) es claro que & € X'. Ademds, como
x es monotona, se tiene que:

{k € N:zp <n}| =méx{k € N:z, <n}
Usando lo anterior, calculemos la densidad de x:

1
0(x) = lim —|{k € N:ap <n}| = lim Eméx{kEN: {iJ <n}

1
n—oo N,

Pero[ﬂ <n<& % < n+1, con lo cual deducimos que el maximo vale k = |(n+ 1)r| y esto permite
deducir: 1 )
0(z)=lm —|(n+1)r]=r lim —[(n+1)r| =7

n—oo M n—oo Nr

—1

Para calcular |X|, notemos que con lo anterior ya probamos que |X| > ¢, pues encontramos una cantidad
no numerable de elementos distintos de X'. Pero como ademas X C NV y |NV| = ¢ se concluye que |X| = c.

Probemos que 1/(1 + k(z,y)) = p(z,y) es una ultramétrica. Para esto, notamos que las 2 primeras
propiedades de métrica son triviales; y para la tercera propiedad (ultramétrica), sean x,y,z € X:

Si z =y es obvio que: 0 = p(z,y) < max{p(z, 2), p(z,y)}
Si x # y, entonces si k es el primer término donde x e y difieren:

T # 2k V Ygp # 2 = el primer término donde x y z difieren o x e y difieren es menor o igual que k

Con lo cual p(z,y) < mix{p(z, ), p(2,y)}.
Ahora es facil ver que d(-, ) es métrica:

d(z,y) = 16(z) = 6(y)| + p(,y) < [6(x) = 6(2)| +16(2) — (y)| + max{p(z, 2), p(z, y)}

< [6(x) = 6(2)[ +16(2) = d(y)| + plx, 2) + p(2,y) = d(z, 2) + d(z,y)

Para calcular el didmetro de X notamos que im(d) C [0, 2], pues ambas funciones las podemos acotar por
1. Es facil ver también que las sucesiones 2 = id e y = (2F +1)en estdn a distancia 2. Luego diam(X) = 2.
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Sea U # () abierto de X e y € U, construiremos una bola que contenga a y y esté contenida en U. Sin

pérdida de generalidad U = ( I1 Uk) N X con U, C NVE € J, J finito y para el resto U = N.
kEN

Forzaremos a que todas las coordenadas de esta bola coincidan con y hasta (supJ) + 1 (asi nos

aseguramos de no escapar de Uy. Esto es posible utilizando ¢ < m. Luego:

y€ B(y,e) CU

Para ver que es estrictamente mds fina, probaremos que dada B = B(x,¢), con ¢ suficientemente
pequeno y x apropiado, no existe abierto en la topologia 74 que se pueda incluir en B (notar que
con esto, no es posible construir B como unién de abiertos de 74 y por ende, B no es abierto en 7).
Notemos que:

y€ B e p(x,y)+16(x)+d(y)| <e

Sea ¢ tal que ﬁ <e< % Esto implica que x e y coinciden en sus k primeras coordenadas. y ademéds
|0(z) — 6(y)| < e. Pero esto no es posible de hacer en un cilindro que a partir de cierto punto:

m(U) =N

Pues podemos escoger sucesiones en X’ que tengan densidad arbitrariamente pequena (por ejemplo 0),
y en particular, para un z con densidad mayor que 0 y € pequeno, los cilindros no quedan contenidos
en B.

Por propiedad de la topologia producto: 7y : (X,7,) — (N, P(N)) (proyeccién con la topologia
producto) es continua. Entonces, wxn : (X,75) — (N,P(N)) es la composicién de la identidad id :
(X,74) — (X, 1) (continua por la parte anterior) con 7,, con lo cual se concluye que es continua.

Sean x # y en X', y sea k la primera coordenada donde x e y difieren. Entonces, por la parte anterior
Tl';l({xk}) y ﬂ;l({l‘k}c) son abiertos en X que lo particionan y ademé&s separan a x e y.

Sea x € X y consideramos B = B(z,¢).Sea y = (yr)ren definida por:
yr = para k <ng, yr =M +x para k> ng
Con M € N, M #0Y ng tal que: ﬁ < e. Entonces:

|{k€N:mk§n}\—M:6(x)

0(y)= lim —{keN:y, <n}| = lim

1

(la igualdad entre los limites se puede probar por sandwich)
Ademas:

d(z,y) = +10(z) —d(y)| <e
—_———

=0

ng+ 1

Asi, y € B, con lo cual se concluye que x no es pto. aislado.

Usando las sucesiones (y;) en de la parte anterior VM € N, M # 0, notamos que a partir de cierto k
las proyecciones 7 (B) contienen un intervalo infinito.

El conjunto de secuencias finitas de naturales es numerable, asi como el conjunto de sucesiones usadas
en la parte a) con r € Q. En consecuencia, el conjunto de sucesiones estrictamente crecientes, que a
partir de cierto punto son como en a) es numerable. Probemos que es denso.

Sea z € X'y e > 0, luego existe n, € N tal que ﬁ < 5, ademds podemos aproximar con r € Q la
densidad de z con un error |§(x) —r| < 5. Luego, la sucesién que hasta ng es igual al 2 y después es

como en a) estd en B(X,¢). Luego, el conjunto es denso.



