Examen MA38B

Profesor de cdtedra: Carlos Conca.
Profesores auxiliares: Roberto Cortez, Cristian Figueroa, Diego Moran.

En todo el examen H es un espacio de Hilbert complejo de producto escalar (-,-)
y norma inducida ||-||. Denote L(H) el espacio vectorial de las funciones lineales
continuas de H en H.
Problema 1. Sea u € L(H).
(a) Mostrar que Yy € H la funciéon H 5 z — (u(z),y) € C es lineal y continua.
t

Deduzca de un teorema conocido que 3!z, € H tal que (u(z),y) = (z,zy)
Ve € H.

(b) Mostrar que la aplicaciéon v* : H — H dada por y — u*(y) = 2, es lineal,
continua y que ||u|| = ||u*||.

Llamamos a u* el operador adjunto de u. De acuerdo a estas notaciones, se tiene
(u(z),y) = (z,u*(y)) Vao,y € H.

(c) Demuestre que la aplicaciéon ® : L(H) — L(H) definida por u — ®(u) = u*
es un homeomorfismo de espacios normados. Caracterice ® !, calcule |®|| y
pruebe que ®(uov) = ®(v) o ®(u) Yu,v € L(H).

Problema 2. A los puntos fijos de la aplicacién ® definida en el problema anterior
los llamaremos operadores auto-adjuntos.

(a) Indique por un ejemplo simple la existencia de operadores auto-adjuntos.
(b) Pruebe que si u es auto-adjunto entonces v* o u o v también lo es, Vo € L(H).
(c) Demuestre que si u es auto-adjunto, entonces Vz,y € H se tiene

(u(z),y) = (w(z+y), v+y)—(u(z—y), z—y) +i(u(z+iy), z+iy) —i(u(z—iy), v—iy).

(d) Demuestre que si u es auto-adjunto entonces (u(z),z) =0 Vz € H siy sélo si
u = 0.

(e) Usando (c¢) y (d), pruebe que u es auto-adjunto si y sélo si (u(z),z) € R
Vx € H.

Problema 3. Recuerde que si V es un s.e.v. cerrado de H entonces Vo € H Jly € V
proyeccién de z sobre V. Defina la funcién py : H — V tal que a z € H le asocia
dicha proyeccién.
(a) Demuestre que py es lineal, continua y que py o py = py. Calcule ||py| y
pruebe que py es un operador auto-adjunto.

(b) Inversamente, muestre que si v es un operador auto-adjunto tal que uou = u,
entonces u es el operador de proyeccién sobre V = u(H).

(c) Pruebe que idy — py es una proyeccién sobre un s.e.v. W. Caracterice W.
(d) Sean V' y W dos s.e.v.’s cerrados de H. Pruebe que V. L W si y sélo si
pv o pw = pw o py = 0.

Tiempo: 4:00 horas.



