
Examen Recuperativo MA38B
Profesor de c�atedra: Carlos Conca.
Profesores auxiliares: Roberto Cortez, Cristian Figueroa, Diego Mor�an.

Problema 1. Sean X, Y conjuntos no vac��os, ~� una topolog��a sobre Y , y
F una familia de funciones de X en Y .
(a) Considere

� = f� : � es topolog��a sobre X que hace continua a toda f 2 Fg:
Pruebe que � 6= ;. Pruebe que � = T�2� � es una topolog��a y que es
la menos �na que hace continuas a todas las funciones de F , es decir,
pruebe que � 2 � y que � � � 8� 2 �.

A la topolog��a � de�nida en el punto anterior se le llama topolog��a engendrada

en X por la familia F y se le denota �(X;F).
(b) Considere � 0 la familia de subconjuntos de X formada por uniones

arbitrarias de intersecciones �nitas de conjuntos de la forma f�1(V ),
donde f 2 F y V 2 ~� , es decir
� 0 = f[

i2I

\
j2Ji

f�1i;j (Vi;j) : #Ji <1; fi;j 2 F ; Vi;j 2 ~� ; 8i 2 I;8j 2 Jig:

Pruebe que � 0 es una topolog��a sobre X y que � 0 = �(X;F).
En lo que sigue X es un e.v.n. y X 0 su dual topol�ogico. A la topolog��a
�(X;X 0) (es decir, la topolog��a engendrada en X por la familia de aplica-
ciones lineales de X en R que son continuas seg�un la norma) se le llama
topolog��a d�ebil de X. A la topolog��a de la norma la llamamos topolog��a fuer-

te. Note que ahora tenemos dos topolog��as en X, y que por lo tanto las
nociones topol�ogicas, como la continuidad de una funci�on o la compacidad
de un conjunto, depender�an de cu�al es la topolog��a que se considere; para
evitar toda confusi�on, hablaremos de continuidad d�ebil o de que una funci�on
es d�ebilmente continua en el caso de la topolog��a d�ebil, mientras que cuando
se considere la topolog��a fuerte hablaremos de continuidad fuerte o que una
funci�on es fuertemente continua.
(c) Pruebe que �(X;X 0) es menos �na que la topolog��a de la norma. Con-

cluya que toda funci�on f : X ! Y d�ebilmente continua es fuertemente
continua y que todo conjunto K � X fuertemente compacto es d�ebil-
mente compacto.



(d) Sea x 2 X. Dados f 2 X 0, � > 0, de�nimos el conjunto
Uf;� = fy 2 X : jf(x)� f(y)j < �g:

Pruebe que Uf;� es un abierto d�ebil. Dado U 2 �(X;X 0) que contie-
ne a x, pruebe que existen f1; : : : ; fn 2 X 0, �1; : : : ; �n > 0 tales queTn

i=1 Ufi;�i � U . Concluya que las intersecciones �nitas de conjuntos
de la forma Uf;� forman una base de vecindades de x para la topolog��a
d�ebil.

(e) Sea (xn) una sucesi�on en X y x 2 X. Pruebe que (xn) converge d�ebil-
mente a x si y s�olo si 8f 2 X 0 se tiene que f(xn) converge a f(x) en
R.

Problema 2. Sean E;F e.v.n.'s, con F de Banach. Decimos que un operador
lineal T : E ! F es compacto si T (A) es un compacto de F para todo A � E
acotado. Denotamos LK(E;F ) al conjunto de operadores compactos de E
en F .
(a) Dado T : E ! F lineal, pruebe que T es compacto si y s�olo si T (B)

es compacto, donde B es la bola unitaria cerrada de E.
(b) Pruebe que todo operador compacto es continuo. D�e un ejemplo que

muestre que el rec��proco no es cierto en general. Indicaci�on: para el
contraejemplo, recuerde que en un e.v.n. de dimensi�on in�nita la bola
unitaria cerrada no es compacta.

(c) Pruebe que LK(E;F ) es un sub-espacio vectorial de L(E;F ).
(d) Pruebe que LK(E;F ) es cerrado en L(E;F ). Indicaci�on: recuerde que

como F es completo, T (B) ser�a compacto si y s�olo si para todo � > 0
T (B) se puede recubrir con un n�umero �nito de bolas de radio �.

(e) Pruebe que si T 2 L(E;F ) y dim(T (E)) <1 entonces T 2 LK(E;F ).
Indicaci�on: recuerde que en un e.v.n. de dimensi�on �nita la bola uni-
taria cerrada es compacta.
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