FACULTAD CS. FISICAS Y MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE CHILE

MA38B Analisis. Semestre 2007-02
Profesor: Roberto Cominetti Auxiliares: Cristébal Guzméan y Felipe Olmos

Guia 1
24 de Agosto de 2007

P1.- Caracterizacion de los Abiertos de R

Sea © un abierto de R (con la topologia usual). Para cada = € © definimos:
by :=sup{b: (z,b) C O}, a, :=inf{a: (a,z) C O}

Demuestre que los conjuntos {b: (z,b) C 0}, {a: (a,2) C ©} son no vacios.
Demuestre que (a,,b,) C ©.
Demuestre que a, ¢ © y b, ¢ ©.

= L o=

Concluya que existe una coleccién numerable de intervalos abiertos disjuntos {(ax,bx) : k € N} tales que
@ = UZO:O(CL]C, bk).

P2.- Recomendamos hacer los ejercicios :

1. Problema 2 , Trabajo Dirigido 1 2006
2. Problema 2 | Trabajo Dirigido 2 2006
3. Parte I, Control 1 2001

P3.- La recta de Sorgenfrey

Considere la siguiente familia de subconjuntos de R:
B ={[a,b):a,beR,a<b}

Verifique que B es base de una topologia 7 sobre R. Llamamos a (R, 7) la recta de Sorgenfrey.
Muestre que la topologia de Sorgenfrey es estrictamente més fina que la topologia usual.
Muestre que 7 no es discreta.

Caracterice la convergencia de sucesiones en 7.

ot Ny

Muestre que la recta de Sorgenfrey es un espacio separable que satisface el primer axioma de numerabilidad
pero no el segundo. Basta usar sucesiones para caracterizar la convergencia?

6. Concluya que este espacio no es metrizable (es decir, no existe una métrica que induzca su topologia).

P4.- Topologias en C([0,1],R)

Considere el conjunto C = C([0,1],R) de las funciones continuas reales valuadas en [0, 1]. Definamos para
feCye>0:

M(f,e>={gec:/0 F—gl <)

U(f7€)Z{QECISgplf(x)—g(x)\ <€}
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. Pruebe que la familia {M(f,¢) : f € C,e > 0} es base de alguna topologia M en C. Explique brevemente

por qué la familia {U(f,¢€) : f € C,e > 0} es base para una topologia U en C.

. Pruebe que ambas topologias son distintas (Hint: use las funciones 2™ n € N). Més atin, pruebe que
McCU.
. Considere ahora, para f € C, € > 0 y un conjunto finito x1, zs,...,x, € [0, 1]:
L(w1:12)"'7w7“5)(f) = {g € C:|f(xi) —glxy)| <e,i=1,... 7”}
Pruebe que:

a) Estas vecindades forman una base de alguna topologia £ en C.
by LCU
¢) £y M no estén incluidas una en la otra.

P5.- Sea X =N x N. Para (m,n) € X definimos

{(m,n)} si(m, n) # (

Bnm) = { {VCNxN:(0,0) € Vydng €N, Vn > ng elconjunto{k € N: (n,k) € V}esfinito} si(m,n)

Pruebe que :

1
2
3

4

. {B(m’n)}(m nyex €8 una base de vecindades de alguna topologia 7 en X

. (X, 1) es Hausdorff
. Ninguna sucesién en X \ {(0,0)} converge a (0,0)
. Existe una sucesién en X \ {(0,0)} que tiene a (0,0) como punto de acumulacién

Recuerde/Decimos que :

e Una sucesion en un espacio X es una funcion desde N a X

e Una sucesion (z,)nen € X converge hacia un punto zg € X siVV € N, IngtqVn > noz, €V

e Un punto z es punto de acumulacion de una sucesion (Tp)nen € X siVV €N, VNIn> Nz, €V

P6.- Sea D = {0, 2}N con la topologia producto y @2, @3 : D — [0, 1] definidas por

Q;
p2(a) = Z 9it2

€N
%
p3(a) = Z 3i+1
1€EN

1. Pruebe que ¢ y @3 son continuas , con ¢, sobreyectiva y (3 inyectiva

Sea C = ¢3(D) (que se llama Conjunto de Cantor). Probar que C es compacto (es decir cerrado y acotado)
y que @3 : D — C es homeomorfismo. Deduzca que existe h : C' — [0, 1] continua y sobreyectiva. Es tal h
un homeomorfismo?

Probar que para todo k € N el espacio D es homeomorfo a D* y deducir que h : C — [0, 1]k continua y
sobreyectiva. Generalizar al Cubo de Hilbert I°° = |0, 1]N dotado de la topologia producto.

Sea H = 1Il,¢en [—l ﬂ C £2 con la topologia traza. Probar que I y H son homeomorfos, y que H tiene

n’

interior vacio en 2.

P7.- Decimos que una topologia satisface la Condicidn de la cadena numerable (CCN) si y solo si toda familia
disjunta de abiertos es numerable o finita. Demuestre que todo espacio separable satisface CCN

Sea X un conjunto no numerable, definimos la topologia del complemento numerable en X como sigue :

1

T={AC X :|A°| <R} U{X,0}

. Demuestre que 7 es una topologia

2. Demuestre que es 77 y que no es Haussdorf.

3. Demuestre que no es separable y que satisface CCN

Consideremos ahora Y = {0, 1} con la topologia indiscreta 3. Demuestre que (X X Y, 7 ® X) no es Tj



