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P1. Considere el problema de minimizar |Az — b||%, donde A € M, xn(R), b € R™.

Interprete geométricamente el problema.

a.
b. Escriba las condiciones necesarias de optimalidad. Es suficiente?

/o

Es la solucién 6ptima tnica? Justifique.

Puede dar una expresién para la solucién 6ptima?

e. Resuelva el problema para A y b definidas por

N OO =

O = N =

—_— O = O
[l
Il

O = =N

P2. Una empresa manufacturera necesita determinar su plan de produccion. Segun los estudios realizados,
el beneficio unitario por producto estd dado por:

Producto | Precio por unidad
P 800 — 1 — x9
P2 2000 — Il — 3:132

donde x1 y x5 son el nimero de unidades de los productos P; y Ps, respectivamente.

Ademas, para elaborar estos productos se requiere mano de obra, que denominaremos recurso 1 (R1),
y horas méquina, que serd el recurso 2 (R2). La cantidad de recursos necesarios por producto y la
disponibilidad de cada recurso, se detallan en la siguiente tabla:

| Producto vs. Recurso (horas/unidad) | Ri | Ry |

P 8 7
Py 3 6
‘ Disponibilidad (hora/mes) | 1200 | 2100 |

a. Plantee el modelo que maximiza el beneficio total de la empresa.

b. Utilice las condiciones de KKT para encontrar una solucién factible del problema.

c. Verifique las condiciones necesarias y suficientes para el(los) punto(s) encontrado(s) en (b).

Concluya.



Solucién:

(a)

max (800 — 21 — x2)x1 + (2000 — 1 — 3w2)xo
s.a 8x1 + 3x2 < 1200
Tx1 + 6x9 < 2100

x>0

To >0

(b) El hessiano de f es Hf(x1,x2) =

-2

—6

tanto céncava y de tener un 6ptimo, es global.
Considerando la transformacién — min —f = maéx f, se tiene que —f es convexa y si tiene un

optimo, es global.
El Lagrangeano es:

—2 ], con valores propios -6.8284 y -1.1716, por lo

L(wl, To, A1, A2, A3, )\4) = —(800 — T — :L‘Q)xl — (2000 — T — 31‘2):1,‘2 + )\1(8(1,‘1 + 3x9 — 1200)
+Xo(Tx1 + 629 — 2100) 4+ A3(—21) + Aa(—x2)

Las condiciones KKT son, con A\; > 0,7 =1,2,3,4:

oL

dx,

oL

Do

A1 (8%1 + 3x9 — 1200)
)\2(71‘1 + 6x9 — 2100)
)\31,‘1

AT

El objetivo es resolver el sistema anterior. Para ello, estudiaremos la region factible:

Veamos los diferentes casos:

—800 + 221 + 229 +8A\1 + Thg — A3 =0

—2000 4 2x1 + 622 +3A1 + 06X — Ay =0

o O o O

8x1+3x2=1200

Tx1+6x2=2100




P3.

Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

Caso 3:

Caso 4:

Caso 5:

Si la solucién no esta en la frontera de la regién factible, significa que no existen restricciones
activas, I = ¢, luego \; = 0,7 = 1,2,3,4, y la solucién de (1) y (2), 1 = 100,z = 2 = 300
no satisface las restricciones. Por lo tanto, la solucién esta en el borde.

Si la solucién esta en AB\ {4, B}, la segunda restriccién esta activa, luego \; = 0,i = 1,3, 4.
De (1),(2) y la restriccién activa 7x1+6x2 = 2100, se tiene que x1 = 39,39, x9 = 304,04, Ay =
16,16, pero la primera restriccién no se cumple.

Si la solucién esta en CB\ {C, B}, la primera restriccién esta activa, luego A\; = 0,7 = 2,3, 4.
De (1),(2) y la restriccion activa 7x1+6x9 = 2100, se tiene que x1 = 39,39, x5 = 304,04, \y =
16,16, pero la primera restriccién no se cumple.

Si la solucién esta en CB\ {C, B}, la primera restriccién esta activa, luego \; = 0,i = 2,3, 4.
De (1),(2) y la restriccién activa 8z + 3xo = 1200, se tiene que x1 = 31,37, 29 = 316,3,\; =
13,1, pero la segunda restriccién no se cumple.

Si la solucién es el punto A = (0,350), la primera y cuarta restricciénes no estan activa,
luego \; = 0,7 = 1,4. Resolviendo (1) y (2) con los valores de A, se obtiene que Ay =
—16,7,\3 = —216,7, por lo tanto, el punto es factible pero no 6ptimo (viola A; > 0).

Si la solucién es el punto B = (33,3,311,1), la tercera y cuarta restricciénes no estan activa
y la primera y segunda activas, luego \; = 0,7 = 3,4. Resolviendo (1) y (2) con los valores
de B, se obtiene \; = 7,41, Ay = 7,41. Por lo tanto esta solucién es factible y éptima
(recordemos que el éptimo es global).

Falta estudiar lo puntos origen y C, pero el valor de la funcién objetivo sera igual al obtenido
en B.

(c) Como f es estrictamente céncava, el éptimo es global.

a. 1.

Demuestre que, si 1 + v’ A7u # 0, se tiene que

A’ A1

N—=1 _ 4—1 _
(A+u) =4 1+v A1y

Solucion:
Recordemos que B es la inversa de una matriz A si se cumple que

A-B=1 B-A=1

Con lo cual, calculemos

(A4 u') (A7 — %) 44l A% r Al uv,%‘
1 B 5
- 1_%+uvﬂ4_l_%/—uff’i
= IT4+uw'A™ ! = uv’A‘ll—i——i_qj}zl;:ﬁ—lluuv’A—l
S +ff;flz)—lleA_l-

= I



Andlogamente,

A by’ AL A lun’ AL

A—l IA—1
T ATw) = ATA- At Al uv ,

1+v A~y TlroA WY
_ - A ! AT — Aty A=
1+ v A1y 1+ v Ay
Ay’ + A7’ A~ !
14+ v A1y
A7 (1 4+ v A7)
1+v Ay ’

(4!

= T+A ' —

= I+A 1w —
= 1.
ii. Aplique el método de Newton para minimizar la funciéon

(@) = |l=l|”,

donde 3 > 1 Para qué puntos iniciales y valores de § el método converge al punto 6ptimo?
Qué sucede cudndo g < 17
Solucion:
Tenemos que
-2
Vi@ = e’ ?a.
Hf(z) = Bll=)l"?1+8(8-2) =" *2a'.

= Bllal®? (1+ (8- 2) |2l 222

Llamando A = I,u = (8 — 2) ||z|| % 2,v = 2, imponemos que 1 + (8 — 2)|jz| 22’z # 0 o
equivalentemente, 1 + § — 2 # 0 < 3 # 1, y usando la parte i, se obtiene que

1 —2) ||| "2 22’
it = — [ B2l e ] |
Blzl"" | 1+ (B-2) |z "=
1 (8 —=2) || *wa’
- = |17 2 ‘
Bl | +6-
1 [ B —2 -2 /
= I—- Izl a:a:} .
—2 _
Blle L A1
Finalmente, las iteraciones del método de Newton con paso constante a = 1, vienen dadas
por
1 |: B -2 -9 / £—2
Tpp1 = Tp— — |1 - lznll ™" zray | Bllzel”" zk.
B a7 p-1
= T — |Tf — -2 el =2 2y | -
6—1
6—2
= Tk
B-1"

Luego, la convergencia del método viene dada por la condicién

ekl < llzwll -



Finalmente,

2k ]l <zl

o 222«

VN —1<%<1

&S 1-8<p-2, f-2<p-1.
3

Se concluye que la condicién para la convergencia del método viene dada por % < [, sin
condicién sobre punto inicial y notando que para 8 = 2 el método converge en un paso.
Ademsas los casos para 5 < 1 el método no converge (analizar diferenciabilidad de f).

b. Calcule los primeros dos términos =V,

{z®)} para minimizar la funcién

flx1,m9) = 2x‘11 + :U%

con punto inicial z© =
Solucioén:
Se tiene que

Vf(x)

Hf(x)

Con lo cual

2 de la sucesién generada por el método de Newton

— 4x129 + X9,

(0,0). Dibuje las iteraciones.

_ 873 — 4wy
o 2.732 — 4%1 +5
[ 2423 —4

N -4 2

Vf(z) = < : )

Hf(zo) = [_04 _24]
_ 1 2 4
Hf(wo)™ = 0—16[4 0}
Iterando Newton,
z1 = mo— Hf '(x0)Vf(x0)
_ 0 -112 4 0
- (0)-w 3] (5)
1 (20)
16
5
« = ()



Para x,

Realizando los célculos

(insertar dibujo).

Vf(z1)
H f(xo)

H f(xo)™"

T2

118

(

@)
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Loy
4 2
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75 — 16
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