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a. (3 puntos) Sea f entera tal que |f(2)] < |Rez|"'/2, si z estd fuera del eje imaginario. Probar que es

constante.

Primera Forma:

Usando la férmula de Cauchy para f’, se tiene que dado z,, f'(z,) = ﬁ -7{ %dw, donde la

integral se hace sobre un cuadrado centrado en el origen y de lado 2[ suficientemente grande de modo

que contenga a z,. Para las contribuciones de las aristas verticales basta ver que \w—lzoP < T=TRe 7,12

y como en ellas |f(w)] < |Rez|™'/2 = [71/2] se tiene que cada una aporta a lo mas (en médulo)
1=1/2 201/2 . : . .

21 = — 0 si Il — oo. Por otro lado, para las aristas horizontales, se tiene

[—Rez|P ~ - [RezP

igualmente que =7 < ppoqe- Ademds |f(2)] < [Re z|~Y/2 implica que el médulo de estas

. T V2 411/2 . .

integrales se pueda acotar porf_l II—JIEI:TOIde = m, que tiende a cero si [ — oo. Asi,
o

vemos que f'(z,) = 0, Yz, y luego la funcién es constante (C es conexo).
Segunda Forma:
Si |Rez| > &

1, se tiene que |f(z)| < 2'/2. Sea ahora z con |Rez| < . Consideremos el cuadrado

2

% 4 f) (7“;))2 dw,donde la integral es sobre

con vértices ¢ Im z = 1 + 4. Por férmula de Cauchy, f(z) =

este cuadrado. Para las contribuciones de las aristas verticales (donde Rew = =+1) < 2y luego

’ \w 2
ambas integrales se pueden acotar por 4. Para las integrales horizontales, To=2] < 2712 y acotandolas

(haciendo entrar el médulo a la integral), como |f(z)] < |Rez|~/? | resulta que ambas se acotan

por fil 271/24=1/2 = 44 2-1/2, Con todo lo anterior resulta que f es acotada y como es entera, por
Liouville, resulta ser constante.

(3 puntos) Sea 2 C C un abierto y ¢ : Q X [a,b] — C una funcién continua tal que para todo ¢ € [a, b]
(-, t) es analitica en €. Pruebe que

b
f(z):/ oz, t)dt z€Q

es analftica y que
b
9¢(z,1)
"(z) = T2 dt Q.
= [ e e

Ind.: utilice la férmula de Cauchy para representar ¢(z,t) y luego integre con respecto a t.
Solucién

Dado que [a, ] es cerrado y acotado (compacto), no es dificil ver que f(z) = [ b ©(z,t) dt es continua en
Q2. Como para todo ¢ € [a,b] ¢(-,t) es analitica en ©, para z €  tomamos £ > 0 tal que B(z,2¢) C Q
y usando a férmula de Cauchy para representar ¢(z, t)7 integrando en dB(z,¢) donde w : [0,1] — C es
alguna parametrizacion regular de 9B(z,¢), tenemos:

1 t
(P(Z,t) = 7/ de
270 JoB(ze) W— 2
Entonces:

) = /b(p( 27”//53(25)00 dodt = 27”//@3(25)“ dodt
- / / = DA
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y como [, ! i ((05)(0)2) dool 0) df no es més que integrar componente real e imaginaria, usamos Fubini:
B ), t) dw(6) dw(0)
1) = 27m/ / —z df —ap Wit = 2m/ / df dtdf
1 dw(o)
N % 0 w(®)—2z db / t)dtdf
11 dw(d)
2w Jy w(0)—z db f(w(6))do
1
L @y,
211 BB(Z,E) —Z

dado que f es continua, esta ultima expresiéon define una funcién analitica (teo. visto en clases) con
derivada:

df 1 f(w) 1 1 /b
a2 = 5 v = — — t)dt | d
dz ) 210 Jop(ze) (W = 2)? “ 7 omi 0B () (W —=2)? \ Ja ele) “

b
/ 1 / 2@t o) a
a 2mi OB(z,e) (w—z)2

b
_ [,

0z

dado que, como para todo t € [a,b] (-, t) es analitica, entonces:

Gt L[ et
0B(z,e) (

0z 2mi w— z)2

(1 punto)
Solucién

Encuentre una rama de f(z) = arctgh(z) analitica en @ = C\((—o0, 1] U [1, 00)).

z —Zz

e” —e€

Se tiene que h(z) = tgh(z) = pranperialll Asi, haciendo y = €, se obtiene que y?—1 = wy(y—|—i) =
e +e
1
y? =e?* = 1+7w7 de donde tomando logaritmo se obtiene que
—w

z = 1log (Hu’) Asi, f(w) = % log (Hw) es una candidata a inversa de h (0.5 pto.). Trabajando

w

con la rama principal del logarltmo si queremos que f sea rema de la inversa de h, necesitamos que

sea continua. Para esto, no puede ocurrir que lf—z € (—00,0] en el dominio de f. Esto es, no puede

1+tw _ l2

R para [ € R. Esto se traduce a w =1 —

ocurrir que . Analizando los valores de w que

1-12
satisfacen esta igualdad (ie, moviendo [ en todo R), vemos que NO puede ocurrir que w € Ry |w| > 1.
Asi, f es rama de la inversa en 2.Ademds, f es analitica en  por la misma razén que es continua en

Q (analiticidad de log).(0.5 pto.)

(2 puntos)
Solucién
: : ’ 1 2\k 2k
Por regla de la cadena y derivada del cuociente, obtenemos que f'(w) = T2 = Z(w )e = Z w
—w E>0 k>0
w2kt
si lw| <1 (0.5 pto.). Ahora, si consideramos S(z) = 2 1 Vemos que su radio de convergencia
k>0



es R=1. Ademds §'(2) = f(2) si |2| < 1. Ademds, f(0) =0 = S(0). Asi, como la bola unitaria abierta
es conexa, tenemos que f = S alli (0.5 pto.).
w2kt

Sea ahora z = ¢%, con 6 € [0,27), es decir, z estd en el borde del conjunto donde f(w) = Z TR

k>0
i0(2k+1)
Tenemos ast que f(z) = Z S L(0).

> 2k+1

1 .
Sea ry = ——— y ag = €’?C**D_ Asi 7y decrece a 0. Para ver para cudles dngulos 0, L(#) converge

2k+1

n n n
usaremos el criterio de Leibniz. Sea S,, = E ap = E ef(2k+1) — 10 E ik — ¢if g (62i9)k =

k=0 k=0 k=0 k=0

1= (62i9)n+1 ]
e~ ~_ donde el tltimo paso se tiene siempre y cuando e 1, que en nuestro caso es
1 _ 6220 b) y )

cuando 6 ¢ {0,7}. Asi, |S,| < que es una cota independiente de n. Asf, Leibniz nos dice

11— 2]’
: 1 -1
L0 0 ¢ {0,7} (0.5 pto.). Atn mds, L(0) = L) =S ——
que L(0) converge para 6 ¢ {0,7} (0.5 pto.). Aun méds, L(0) ];)Qk—l—ly (m) k,z>02/‘3+1 y
sabemos que ambas series divergen (0.5 pto.). - -
. (1 punto)
Solucién

Sea h(z Z anz"y g(z Z bnz™. Asf queremos encontrar {¢, }, C C tal que Z cnz™ = h(z)g(2)
. n=0 n=0 n=0

en B(0,R) con R tal que ambas series (h y g) converjan. Derivando k veces la ecuacién anterior

y evaluando en 0 (y ocupando la regla de Leibniz para la derivada del producto) se obtiene que

k k k

cpk! = Z (i)ann!bk,n(k —n)l = Z kla,bg_,, de donde ¢ = Z anbi—n.(1 pto.)

n=0 n=0 n=0

. (2 puntos)
Solucién
1 1 5 1

Sea f(Z) = m Llamemos g(Z) = m7 luego f =g. Notar que g = m7

1 L 1 | (— l)kz’“ . . .
pero 7= Zk>0 2ty PO =57 3 =3 Zk>0 , donde la primera igualdad se tiene
si |z \ < 1y la segunda si |z| < 2. Quedémonos con |z \ < 1. Por producto de Cauchy, g(z) =

k
_1y\! 1\ k+13 . k+1
—% Zkzo cxz® | con ¢ = Z (71) = %(1 - (71) ) (1 pto.) Asi, g(z) = 3 Zk>0 (( 5 ) 1) 2k,
1=0
Con esto, por producto de Cauchy, f(z) = 5 k>0 diz*, con

(TR )R G @)
- e () HER) HER)
- ()7 ) %)
- (@) (- ()7)

(1 pto.)



